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Théme 1. Calcul pour les
fonctions a plusieurs variables

1

Dérivées partielles d’ordre 1

. En utilisant la Définition 1 (diapositive 11 du CM Mathéco 1), calculer

les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction

Yy = 3131 +5£C2

. En utilisant la Définition 1, calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de

la fonction
y = axy + bxs

ol a et b sont des constantes quelconques.

. Soit une entreprise commercialisant deux biens, le bien 1 et le bien 2, sur

un marché concurrentiel. On note x; la quantité de bien i vendue et p;
le prix de marché du bien i, avec i = 1,2. En utilisant la Définition 1,
calculer la dérivée partielle d’ordre 1, par rapport a xo, de la fonction de
recette totale de ’entreprise

R (x1,22) = pr21 + paxo

Donner une interprétation économique de cette dérivée partielle d’ordre 1.

. Expliquer pourquoi les dérivées partielles d’ordre 1 calculées dans les ex-

ercices précédents sont des constantes.

. En utilisant la Définition 1, calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de

la fonction
Y =2x122

. En utilisant la Définition 1, calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de

la fonction
2
Y =212

. En utilisant les formules de dérivation usuelles (i.e. sans passer par la

Définition 1), calculer les dérivées partielles d’ordre 1 des fonctions suiv-
antes:
f(z1,22) = 23 + bay

et
g (z1,29,23) = 51“% — 6xg + €3

Que constatez-vous de particulier? Pourquoi?



8.

10.

11.

Soit une fonction de production de type Cobb-Douglas & trois facteurs

1/2 1/3 1/4
y = xl/ 952/ m3/
Calculer les dérivées partielles d’ordre 1. Quelle est leur interprétation

économique?

Soit une fonction de production de type Cobb-Douglas & N facteurs
y=f(z1,22,...25) = A[[0_, 23"

ou les parameétres vérifient A > 0 et 0 < o, < 1 pour n = 1,2,..., N.
Montrer que la productivité marginale d’un facteur ¢ quelconque f; est
égale a %y En déduire que le Taux Marginal de Substitution Technique
TMST; ; = f;/f; est égal & %% Montrer I'élasticité de substitution o;; =
[d (ﬂ) /ﬂ} /|dTMST; ;/TMST; ;] est égale & 1 dans le cas Cobb-Douglas.

xZ; T,
Soit une fonction de production de type CES a deux facteurs

-2
1

P S
y=12 10500 gt
Calculer la productivité marginale de chaque facteur. En déduire le Taux
Marginal de Substitution Technique TMSTg ;. Sans faire de calcul, en
procédant par analogie (voir Exemple 7 du CM Mathéco 1), montrer
que 'élasticité de substitution og; est égale a % Les facteurs sont-ils
plus ou moins facilement substituables que dans le cas d’une fonction
de production Cobb-Douglas? Interpréter graphiquement ce résultat en

terme de courbure convexe des isoquantes de production.
Soit une fonction de production de type CES a trois facteurs

y=A [wlml_r +wozy "+ ngg_T] -

ot A>0,r>-1,0<w; <lpouri=123¢etw; +ws+w3z =1
Calculer la productivité marginale de chaque facteur.



Dérivées partielles d’ordre 2
. Soit une fonction linéaire a trois variables
[ (z1,22,23) = a121 + asxs + azxs

ou ai, as et az sont des constantes quelconques. Calculer les dérivées
partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Interpréter les résultats.

. Soit une fonction non-linéaire & deux variables

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Arranger les résultats
sous forme de gradient et de matrice Hessienne:

_ fl _ _ fll f12
Vf{fJ et VQFH{fm f22]

. Soit une fonction non-linéaire & trois variables

f(z1,22,23) = 21252}

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Arranger les résultats
sous forme de gradient et de matrice Hessienne:

fi fir fiz  fis
V=1 fa et VoF =H=| fa1 fo2 fo3
f3 far fa2  f33

. Soit une fonction non-linéaire a deux variables
2 2
f(z1,22) =] + 25

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Arranger les résultats
sous forme de gradient et de matrice Hessienne.

. Soit une fonction non-linéaire a trois variables
2 2 2
f (21,20, 23) = 127 + asx; + aszxs

ou ai, as et az sont des constantes quelconques. Calculer les dérivées
partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Arranger les résultats sous forme de
gradient et de matrice Hessienne.

. Soit une fonction de production Cobb-Douglas & deux facteurs:
12
y = 50z{ x5

Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 et d’ordre 2. Déterminer leurs
signes et en donner une interprétation économique.



7. Soit une fonction de production Cobb-Douglas a trois facteurs:

y = Axfaie]

ot A >0et 0 < a,B,7v < 1. Calculer les dérivées partielles d’ordre
1 et d’ordre 2. Déterminer leurs signes et en donner une interprétation
économique.

8. Soit une fonction non-linéaire & trois variables
3

3zotzizs + 2@

f (.7,’1,.’172,.'1,'3) = m%e
T

Vérifier le théoréme de Young.



Différentielle totale d’ordre 1

. Soit une fonction a deux variables y = f (21, z2) définie sur R? et vérifiant
fi > 0et fo > 0. Quelle égalité définit implicitement I’équation d’une
courbe de niveau y? Discuter le lien entre la représentation graphique
de la fonction dans l’espace a trois dimensions et celle de la courbe de
niveau y dans le plan, i.e. le repére (x1,z2). Calculer la différentielle
totale d’ordre 1. En déduire que la pente d’une courbe de niveau y, dans

le repere (x1,x2), vaut —%.

. Soit une fonction d’utilité linéaire a deux biens:
u(x1,22) = axy + bxs

ou a et b sont des constantes positives. Quelle est la forme de cette fonction
dans I'espace a trois dimensions? Donner 1’équation et faire une représen-
tation graphique de la courbe de niveau @ dans le repére (1, z2). Utiliser
la dérivée partielle d’ordre 1 pour calculer sa pente. Discuter le lien entre
la représentation graphique de la fonction d’utilité dans 'espace a trois
dimensions et celle de la courbe de niveau @ dans le plan. Calculer la
différentielle totale d’ordre 1 de la fonction d’utilité et en déduire la pente
de la courbe de niveau u dans le repére (z1,z2). Observer que les deux
méthodes donnent le méme résultat.

. Soit une fonction de production Cobb-Douglas & deux facteurs

y=1f (3017%2) =x1T2

Quelle est la forme de cette fonction dans ’espace & trois dimensions?
Donner ’équation et faire une représentation graphique de la courbe de
niveau gy dans le repére (z1,x2). Utiliser la dérivée partielle d’ordre 1 pour
calculer sa pente. Calculer la différentielle totale d’ordre 1 de la fonction
de production et en déduire la pente de la courbe de niveau y dans le repére
(21, x2). Montrer que les deux méthodes donnent le méme résultat.

. Soit une fonction de production Cobb-Douglas & trois facteurs

y=1f (171, 1’2,583) = T122%3

Donner I’équation et faire une représentation graphique de la courbe de
niveau § (avec &1 = T1) dans le repére (z2, z3). Utiliser la dérivée partielle
d’ordre 1 pour calculer sa pente (avec x; = T;).Utiliser la différentielle
totale d’ordre 1 de cette équation pour calculer la pente de la courbe de
niveau 7 dans le repére (x2,x3). Montrer que les deux méthodes donnent
le méme résultat.

. Utiliser la différentielle totale d’ordre 1 pour trouver la pente des courbes
d’indifférence dans le repére (21, x2) pour chacune des fonctions d’utilité
suivantes:

u(x1, T2) = T1T2



U(z1,z2) = m%x%

et
Uz, ) = Bx{(xf

ou B, K > 0 sont des constantes. Que constatez-vous? Commenter.

. On peut remarquer que les trois fonctions d’utilité ci-dessus générent des
courbes d’indifférence qui ont toutes la méme pente. Ceci s’explique par
le fait que 4 = F (u) = u® et & = G (u) = BuX. Noter que les fonction F
et G sont strictement croissantes pour u > 0. En effet, F' (u) = 2u > 0
et G’ (u) = BKuf~=1 > 0, pour u > 0. On dit que F et G sont des trans-
formations monotones croissantes de u. Dans ce cas, si un consommateur
avec des préférences représentées par une fonction d’utilité u préfere le
panier de bien A au panier de bien B, avec u (:c‘f,xf) > u (w?,xf),
alors un consommateur avec des préférences représentées par une fonc-
tion d’utilité @ ou u préférera également le panier de bien A au panier
de bien B, car u(z{,z4) > u (2P, 28) = U (2, 24) > 0 (2P,20) et
u (2, 28) > u (2P, 2P) = @ (21, 24') > u (2F,2F), du fait que les fonc-
tions & et u sont des transformations monotones croissantes de u. On dit
que 'ordre de préférence entre A et B est préservé par les transformations
de ce type. Montrer que si v (.’171,.’1)2) est une transformation monotone
croissante de u (w1, x2), alors le TMSTS ; de v est égal au TMSTS ; de u.

. Soit une fonction de production CES a deux facteurs:

) 1
y=f(z1,22) = [0,327° +0,725°%] ?

Calculer la différentielle totale d’ordre 1 et en déduire la pente de la courbe
de niveau § dans le repére (z1,z2).

. Soit une fonction de production CES a deux facteurs:

5l

y=Aldr" +[1-0]23"]

ot A>0,0<d<1etr>—1. Calculer la différentielle totale d’ordre 1
et en déduire la pente de la courbe de niveau 7 dans le repére (z1, z2).



Propriétés de courbure (concavité et convex-
ité)

. Soit une fonction & deux variables y = f (z1,22) définie sur R?. Ecrire le
gradient et la matrice Hessienne. Calculer la différentielle totale d’ordre
1. Calculer la différentielle totale d’ordre 2. Calculer les déterminants
des sous matrices principales successives (ou diagonales) de la matrice
Hessienne (i.e. |Hi| et |Hz|). Calculer les déterminants des sous matrices
principales de la matrice Hessienne (i.e. |Hy| et |H3]).

. Soit une fonction a4 deux variables définie sur R2:

f(z1,22) = [w1 + 22)°

Calculer la différentielle totale d’ordre 2. En utilisant le Théoréme 6,
conclure que la fonction est convexe. Pourquoi le Théoréme 4 pour
la stricte convexité ne s’applique pas? Donner un exemple de variations
dx1 # 0 et dzoy # 0 telles que d2y = 0. De maniére alternative, calculer les
déterminants des sous matrices principales de la matrice Hessienne (i.e.
|H7| et |H3|) et utiliser le Théoréme 9.3 pour conclure que la fonction est
convexe. Calculer les déterminants des sous matrices principales succes-
sives (ou diagonales) de la matrice Hessienne (i.e. |Hi| et |Hz|). Pourquoi
le Théoréme 9.1 pour la stricte convexité ne s’applique pas?

. Soit une fonction & deux variables définie sur R?:
f(x1,22) =10 — x% — x%

Calculer la différentielle totale d’ordre 2. En utilisant le Théoréme 5,
conclure que la fonction est strictement concave. De maniére alterna-
tive, calculer les déterminants des sous matrices principales successives
(ou diagonales) de la matrice Hessienne (i.e. |Hi| et |Hz|) et utiliser le
Théoréme 9.2 pour conclure que la fonction est strictement concave.
En remarquant que la fonction est additivement séparable, utiliser le
Théoréme 10.2 pour conclure que la fonction est strictement concave.

. Soit une fonction & deux variables définie sur Ri Lt

[z, 22) = [11 +$2]%

Calculer la différentielle totale d’ordre 2. En utilisant le Théoréme 7,
conclure que la fonction est concave. Pourquoi le Théoréme 5 pour
la stricte concavité ne s’applique pas? Donner un exemple de variations
dx1 # 0 et dzo # 0 telles que d2y = 0. De maniére alternative, calculer les
déterminants des sous matrices principales de la matrice Hessienne (i.e.
|HY| et |H3|) et utiliser le Théoréme 9.4 pour conclure que la fonction est
concave. Calculer les déterminants des sous matrices principales succes-
sives (ou diagonales) de la matrice Hessienne (i.e. |Hi| et |Hz|). Pourquoi
le Théoréme 9.2 pour la stricte concavité ne s’applique pas?



5. Soit une fonction & deux variables définie sur Ri Lt

11
[ (21, 22) = 2{ 25

Calculer la différentielle totale d’ordre 2. Noter qu’il est relativement
difficile d’étudier son signe et donc d’appliquer le Théoréme 5 (concavité
stricte) ou le Théoréme 7 (concavité). De maniére alternative, calculer
les déterminants des sous matrices principales successives (ou diagonales)
de la matrice Hessienne (i.e. |Hi| et |Haz|) et utiliser le Théoréme 9.2
pour conclure que la fonction est strictement concave.

6. Soit une fonction & deux variables définie sur ]Rﬁ_ 4

1 1
f($1,$2> = "E12$22

Calculer les déterminants des sous matrices principales de la matrice Hessi-
enne (i.e. |Hf| et |[Hj|) et utiliser le Théoréme 9.4 pour conclure que
la fonction est concave. Calculer les déterminants des sous matrices prin-
cipales successives (ou diagonales) de la matrice Hessienne (i.e. |Hjp| et
|Hz|). Pourquoi le Théoréme 9.2 pour la stricte concavité ne s’applique
pas?



D’autres propriétés des fonctions et applica-
tions économiques

. Soit une fonction a deux variables y = f (x1,22) définie sur R?. Ecrire la
matrice Hessienne bordég notée Hy. Calculer le déterminant de la matrice
Hessienne bordée (i.e. |H 2|) en utilisant la méthode des co-facteurs.

. En utilisant le Théoréme 12.1, montrer que les fonctions suivantes,
définies sur Ri 1, sont quasi-concaves:

1
f(x1,m2) = 225

1 2
g (1, 22) = {23

et
h(z1,32) = 2}

En utilisant les Théorémes 9.2 et 9.4, déterminer lesquelles sont égale-
ment concaves ou strictement concaves.

. En utilisant le Théoréme 12.2, montrer que les fonctions suivantes,
définies sur Ri 1, sont quasi-convexes:

f (xlva) = 1.% + LCg
et
g(x1,29) = 3:6‘1l + 5x§

En utilisant les Théorémes 10.1 et 10.3, déterminer lesquelles sont égale-
ment convexes ou strictement convexes?

. Pourquoi peut-on déterminer aisément que la fonction

1 1 1
f($1,$2,$3) :xfﬂ:ﬁq’l’g

est quasi-concave sur le_ 7 Pourquoi peut-on déterminer aisément qu’elle
est strictement concave sur Ri . ? Pourquoi peut-on déterminer aisément
que la fonction

1 1 1
3.3,
g (1‘1,1‘2,1'3) =T{TyTg
est quasi-concave mais pas strictement concave sur Ri L7

. Soit une fonction de production Cobb-Douglas & deux facteurs définie sur
RZ, :
++

12
y=ziz3

) . N 4 7

Montrer qu’elle est homogene de degré .

10



6. Soit une fonction de production Cobb-Douglas & deux facteurs définie sur
2 .
RZ,:
fxy,20) = Ax(fxg

ou A >0,a>0,08 > 0sont des constantes. Montrer que cette fonction est
homogene. Quel est son degré d’homogénéité? Montrer que le théoréme
d’Euler s’applique, i.e.

fizy + foxg = kf (21, 22)

ou k est le degré d’homogénéité de f.

11



