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Exercice 1 (9 points)

On considere la série de fonctions

o0

xT

n=1

1. Est-ce que la convergence est normale sur R ?

Posons f,(z) = 155z,0 € R Alors fi(z) = % On voit alors que
SUP,er | fn(@)] = fu(£) = 5. On constate que la série Y- sup,ep | f, ()| diverge.

Donc la convergence de la série de fonctions Y f,(z) n’est pas normale sur R.

2. Montrer que la convergence est uniforme sur les compacts de |0, +o00].
Soit [a,b] CJ0O,+ool. Alors 0 < f,(7) < 5%, Vo € [a,b]. Comme la série

1_;’_”2&2 )
numérique 21+n+az converge, on a montré que la série de fonctions »_ f,(z)

converge uniformément sur |[a, b].

3. Montrer que la fonction F' est de classe C! sur R — {0}.
On a déja vu que la série F(z) = Y 7, fu(x) converge sur R — {0}. Pour
montrer que F est C, il suffit de montrer que la série des dérivées Y f/ (z) converge
uniformément sur les compacts de |0, +-o00[. Soit [a, b] C|0, +o00]. Alors

2.2
, |1 — n%a2?| 1 1

— < < 5 v € 7b'

| fu(@)] (1+n222)2 = 14+ n222 ~ 1+ n2a? v € o]

Comme la série numérique » m converge, on a montré que la série de fonction
> fr(x) converge uniformément sur [a, b].

4. Justifier le fait que pour tout x # 0 et tout n > 1, on a I'encadrement

" dt 1 et
> > — (1)
n1 L+ t222 = 14 n2x? I L

. 1 , . . . 1 1
Pour tout = # 0 la fonction ¢t > 0 — 57,7 est décroissante. Ainsi 5 a7 2 Tinta?

Vt € [n — 1,n], et en intégrant cette relation sur [n — 1, 7|, on obtient

/” dt >/" a1
w1 L2222 = J 114+ n222 14 n22?2

L’autre inégalité s’obtient de la méme fagon.




5. Déduire de (1) un encadrement de F(z) pour tout x > 0, ainsi que la limite
lim, o+ F(x).
En sommant la relation (1) pour n entre 1 et N, on obtient

/N dt >§: 1 >/N+1 dt _/N+1 dt /1 dt
o 1+82? = 1+4+n2> "~ J) 1+t222 |, 1+ t222 o 1+ 1222

En passant a la limite N — +o00, on obtient

< dt =~ 1 oat
0< —_— - —— < — v 0.
_/0 1+ 22 ;1+n2x2_/0 1+ 222’ v#

Cela donne un encadrement de F'(z) pour tout > 0 :

* d Todt
OS/ i —F(x)g/ .
0 1+S2 0 1+32

_rxb (gs ..
Ici on se sert du fait que :Lc'lfo 1+t2 =/, & pour tout b,z > 0. On montre ainsi
oo s T

que lim, o+ F(z) = [, T = 5

6. Calculer f F(z)dx pour tout a €]0,1]. En déduire que
1 o0 2
In(1 + n?)
F(x)dz = —
/0 (z)d ; 2n?

Soit a €]0,1]. Comme la série de fonctions F(x) = > >°, f,(z) converge uni-
formément sur [a, 1], on a

ln1+n ooln +an)
[ re =37 [ e = SRR

n=1
Considérons la fonction G(a) == Y 7, % pour a € [0,1]. On a lenca-
2,2 2
drement 0 < 1n(12+:2n) < ln(;{h) pour tout a € [0,1] et tout n > 1. Comme

oo In(1+n?)
n=1  2n2
>, (ISFT“;"Q) admet une convergence uniforme sur [0, 1]. Cela implique que la
fonction G est continue, ainsi lim, ,o+ G(a) = G(0) = 0.

On a finalement montré que fol F(z)dz =37, %

ATy ATy V 1 AT =
la série numeérique est convergente, on sait que la série G(a

7. Donner un équivalent de F'(x) lorsque z — +00.
Pour =z > 0, nous avons

0< ’ ! <! Vn > 1
_ — n>1.
“n2r 1+4+n22?2 (14 n2a?)n?x — niad’ -

En sommant ces inégalités on obtient

On obtient le DL asymptothue en +oo : F(z) =2+ 0 (%) avec @ = Y oo .
Cela montre que F'(x) ~ 2 lorsque z — +-00.



Exercice 2 (5 points)

Soient o # 0 et f: R — R la fonction 27-périodique définie par! f(z) = ch(ax) sur
| —m, 7.

1. Montrer que

T 2aest
/ cos(nt)e* dt = (—1)”0[;:_(0[3), Vn € Z.
- a?+n

On calcule tout d’abord

T 1 ' T _1) — 1) (e — g—am
/ e(zn—i—a)tdt _ |: e(zn+a)t:| _ ( ) (ecwr o e—cwr) _ ( ) (6 e ) (—m—i— Oé) ]

in+ m+ n? + o2
En prenant la partie réelle de la derniere relation, on obtient 1’égalité souhaitée.

2. Calculer les coefficients a,(f) et b,(f) pour tout n > 1.
Comme la fonction f est paire, les coefficients b, (f) sont nuls. D’autre part

™

1 [7 1 (7 1
on(f) =+ | costntiehiatidr =5 [ costutiet + 5 [ costutye .

™ J)_x T J_n

On obtient finalement a,(f) = £ [*_cos(nt)e™dt = (— )"%

3. En déduire la valeur des séries

o0

1 = (=) - 1
Za2+n2’ ;onJrnQ’ ;(1+n?)2'

n=

La fonction 27-périodique f : R — R est continue et C! par morceaux. Le théoréme
de Dirichlet nous permet de voir que

flx)=co(f)+ Z an(f)cos(nx) Vo € R.

avec ¢o(f) = 5= [7_ch(at)dt = sham)

aT
Prenons x = 0. La relation précédente donne

- sh(a) N Z(—l)n 2ash(a )

am et m(a? +n?)’

Ay (N S
n:1a2+n2_2a sh(aw) ar/)’

De la méme facon, en prenant x = 7, on obtient

On obtient alors

ch(ar) = sh(a) N Z 2ash(a )

aT e m(a? 4 n?)’




et cela donne > °°

Pour calculer la somme Z

el 3T = 9m (Coth(aﬁ) - a)

+ e O utilise la formule de Parseval

1Y () = / " ey

(s e )

Exercice 3 (6 points)

1. Rappeler la définition du rayon de convergence d’une série entiere » _ a,x™. Quel est
le lien entre les rayons de convergence des séries entieres Y a,x™ et Y n(a,)?z™?
Le rayon de convergence de la série entiere ) a,x" est

R = sup{r > 0, (a,r") est bornée}.

On sait aussi que + = lim sup lan|'/™. Notons R’ le rayon de convergence de la série
entiere > n(a,)*z g : alors & = limsup |n(a,)?|"/". Comme lim, ., n'/" =1, on a
limsup |n(a,)?|"™ = (limsup |an|1/”)2. Cela permet de voir que R’ = R%
2. Développer en série entiere en 0 la fonction G(z) = In(z? + 3z + 2).
Ona 20 + 3 1 1
x
G'(z) = = + :
224+3x+2 x4+2 xz+1
Nous avons les DL en séries entieres —5 = > ((—1)"z" pour |z| < 1 et
! L2 _SeCap T <o
= = —1)"— x :
2 vz 4 gmn
Ainsi pour |z| < 1, on alarelation G'(z) = Yo" ((—=1)" (5257 + 1) 2. En intégrant
on obtient
:L.n—i-l
Gz +Z (2”+1+1>n+1’ V|z| < 1.

3. Soit (u,) la suite récurrente définie par ug = uy = 1 et u,, = Up_1 + Up_2, Vn > 2.



(a) Montrer que |u,| < 2", Vn € N. En déduire que la série entiere S(x) =
3% Ju,z™ converge sur lintervalle |5, 1
n=0 Yn g PR AE
Larelation |u,| < 2", ¥n € N se montre au moyen d’une récurrence élémentaire.
Ensuite, cette méme relation montre que la suite (u,z") est bornée si |z| < %,
donc que le rayon de convergence de la série Y7 u,x™ est supérieur a % Ainsi

S(z) =Y 07, u,x" converge sur lintervalle |5, 1.
(b) Exprimer la somme S(z), pour  €]5, 1], comme le quotient de deux fonctions

polynomiales.
Pour z €]}, 5[, on a

S(x) = 1+z+ Z Up o2
n=0

= l+ao+ (Z una:”> z? + (Z unHa:"“) T
n=0 n=0

= 1+a+2°S(x) +2(S(x) —1)

= 1+ (2*+12)S(x).

On voit ainsi que S(z) = ——, Vo €]3, 3.



