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UE : Analyse numérique des équations différentielles. (HAX604X)

Les exercices sont indépendants les uns des autres et peuvent étre traités dans l’ordre que vous sou-
haitez. Baréme indicatif. La notation tiendra compte du soin apporté a la rédaction.

Exercice 1. (5 pts) Soit I’équation différentielle

v =rfty), y0) = (1)

On considére le schéma suivant (dit du point-milieu) :

yn+1:yn+hf(tn+2

h h
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0é 'on note t,, = n-h ou h > 0 désigne le pas de temps, et n € N. On suppose que f est suffisamment
réguliére et que y — f(¢,y) est globalement lipschitzienne de rapport L, indépendant de t.

1. (2pts) Estimer l'ordre de grandeur de 'erreur de consistance du schéma quand h — 0.
2. (2pts) Montrer que, pour t, et h fixés, 'application y — f (tn + %, Y+ %f(tn, y)) est Lipschit-
zienne.

3. (1 pt) On fixe " > 0. Estimer l'ordre de grandeur de maxo<t, <7 |y(tn) — yn| quand h — 0.
Quel est 'ordre du schéma ? Justifiez vos réponses.

Exercice 2 (5 pts) Soit I'équation différentielle y/(¢) = f(¢,y(¢)). On note ¢, = n-h o h > 0 désigne
le pas de temps, et n € N. On note fr = f(tx,yx) pour k € N. On suppose que f est suffisamment
réguliére et que y — f(¢,y) est globalement lipschitzienne de rapport L, indépendant de t.

Le schéma de Milne est donné par
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C’est un schéma multipas implicite qui permet de calculer ¥, étant donnés y,,, ¥n_1,. - ., Yn_3-

1. (2 pts) Montrer que le schéma de Milne est consistant. On ne demande pas d’estimer l’ordre
de Uerreur de consistance.

2. (2 pts) Montrer que le schéma de Milne est stable.

3. (1 pt) On admet que l'erreur de consistance est en O(hS). Quelle est 'ordre de convergence
du schéma? Justifiez.
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Exercice 3. (4 pts) On considére I’équation aux dérivées partielles
w+e “u, =0, u(z,0)=f(x), ze€R, t>0 (2)

ou f est une fonction de classe C*.
1. (2pts) Déterminer les courbes caractéristiques de 1’équation (2).

2. (2pts) En déduire la solution u(x,t) de 'EDP (2) obtenue. Préciser son domaine de définition
dans R x [0, +o0].

Exercice 4. (6 pts) Soit d > 0 une constante réelle strictement positive. On considére I’équation
aux dérivées partielles

U — dug, =0, u(z,0)=f(z), z€R, t>0 (3)

Soit un pas de temps 0t et un pas d’espace dx. On définit z; = jox et ¢, = ndét pour j € Z, n € N.
On note u} une valeur approchée de u(x;,t,) calculée par le schéma numérique explicite suivant :

nl

U, U; _d u}[l B 2”? + u;lﬂ -0
ot ox?
Dans la suite on pose
d- ot
r= .
ox?

1. (1pt) Montrer que le schéma s’écrit sous la forme

n+1 __ n o n n
wit = ruy oy 4+ (1= 2r)uf +ruly.

2. (1 pt) Montrer que si r < § alors Vn € N, inf; v < u? < sup;ul.

2 J
3. (1pts) Montrer que lerreur de consistance du schéma €(dt, ) vérifie :

e(0t, 6x) = O(6t*) + O(dt 6z?).
4. (1 pt) On pose E7 := u(x;,t") — u} l'erreur d’approximation. Montrer que

+ €(dt, o).

E}’H =rEl  +(1-2r)E} +rE7,,

5. (1 pt) On suppose désormais que r < 1/2. On note [|E"||o := sup;cz |E}|. Démontrer la
majoration
IE" oo < 1 E™ | + C 0t (3t + 02%),

ou C' est une constante convenable. (On suppose que uy et Uy, sont bornées sur R.)

6. (1 pt) Soit N > 1 un entier fixé. On pose T' = Ndt. On suppose que u) = f(z;) = u(z;,0).
Montrer que
Vn < N, [|[E™|s < OT (6t + 62%).

Cela démontre que le schéma est convergent sur R x [0, 7] et qu'il est d’ordre un en temps et
d’ordre deux en espace.




