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1l sera tenu compte de la clarté et de la précision de I’argumentation.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Le baréme est indicatif.

Questions isolées (12 points)

(1) On considere I’application f: R — R, f(x) = (x + sin(x))/3.
(a) Montrer que f est contractante.

(b) Montrer que la suite récurrente (u,,) définie par u,.; = f(u,), uyp € R, est convergente, et que
sa limite est 0.

(2) Soit (u,) un suite réelle majorée. Rappeler la définition de lim sup u,, puis calculer lim sup u,
pour u, = 1+ (=1)"(1 = 1).
(3) Calculer les limites suivantes :
et - cos(x) . In(1 + x) — sin(x)
lim —— lim .
x—0 x2 x—0 x2
(4) Calculer le DL4(0) de
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Quelle est la valeur de la dérivée quatrieme de f en 0, f@(0)?

f(x) =

(5) Montrer que
1
In(e® + x°) — Vi+a= S0 T35 + o(x7?).
(6) Déterminer la nature des séries numériques suivantes :

I D G O (-1 R
S_Zsm(n%+4) Z\/_In(n+2) U_Z Viln(n +2)

n>0 n>0

Pour U, on pourra utiliser une comparaison appropriée.

Exercice 1 (7 points)

(1) Montrer que pour tout a € R la série Y50 & o7 converge, et justifier que n ++1'), = oo o(i—’:).

(2) Enoncer le théoreme de Taylor-Lagrange, et ensuite I’expliciter 4 ’ordre n + 1 pour la fonction
exp: x — e* entre les points O et a € R.



(3) Déterminer un entier n tel que

(4) A l’aide des questions (1) et (2), montrer que

. v d a
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puis montrer que e = ;5 k, et déterminer un équivalent de Y= .,
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(5) Montrer que

(6) En déduire la nature de la série )’ sin(2zn!e).

Exercice 2 (5 points)

Soita > 0.

(1) Montrer que pour tout entier k > 1 on a

k+1 a a k a
——dx < ———> < ——dx.
v at+x a’+k i1 A%+ X

(2) Calculer la dérivée de la fonction arctan(x/a), puis a I’aide de la question (1) montrer que
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