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1l sera tenu compte de la clarté et de la précision de I’argumentation.

Documents, calculettes et téléphones portables interdits.

Questions

1. (3 points) Soit 4 une fonction définie dans un voisinage de +oo et telle que A(x) ~, xe*. Déterminer
un équivalent simple en +oo de h(x)° et de In(h(x) + 3x?).

D’apres le cours, A(x) ~,o xe* implique A(x)® ~,o (xe*)’. Donc h(x)® ~, X%

Par définition des équivalents il existe a € R et une fonction r: ]a, +oco[— +oco telle que f(x) = r(x)xe*
et lim,_, . r(x) = 1. Alors
In(h(x) + 3x%) = In(xe*(r(x) + 3xe™) = In(xe®) + In(r(x) + 3xe™).

On a In(xe*) = In(x) + In(e*) = In(x) + x, et lim,,, In(r(x) + 3xe™) = In(1) = 0 par croissances
comparées. Donc In(h(x)+3x?) ~ .o In(x)+x, soit aussi In(a(x)+3x?) ~,. X par croissances comparées.

2. (4 points) On pose k(x) = V2 +1-V2+x+1.

Donner le DL, en 0 de k(x), puis un équivalent simple en +co de k(x).
Question bonus 2 points : Donner le DL, en x = 1 de k(x).

DIL,(0) de k(x) : via les DL usuels on a

2 (x+ xz)2

Ve+l1-Ve+x+1= (1 + %xZ +0(x2)) (1 + =(x + x? )+ (——) o(xz))
= —lx + 1x2 + o(x?)

3 9

Equivalent simple en +co de k(x) : on a

V2 + 1=V +x+1 :x%(\S/l +x 2= V1 +x! +x*2)
1 1
= x} (—gx1 + §x72 + 0(x2))
1 1 4
= ——xT7 + §x_% +o0(x73)

3
oll la deuxiéme ligne vient du DL,(0) de k(y) calculé ci-dessus, en posant y = x~!. Donc V2 +1 -

; 1
Va2 +x+ 1~ =375,



2

Question bonus : on pose x = 1 + &; alors

k()= VA +h)2+1—=~A+h?+ 0 +h)+1

= VEi/%(hz +2h) +1 - %i/lmz +3h) + 1

- {/5(1 + %(%(;ﬁ +2h)) + (—g)w + o((l(h2 + 2h))2))

-3 (1 + %(%(hz +3h) + (—%)M + O(XZ)J
- A+ [%-%) + olh)
=V2-V3+ [%—i)( - 1) +o((x—1)).

3. (4 points) Calculer la limite de

1 1
sin(x2)  In(1 + x2)

fx) =

lorsque x tend vers O.

On a via les DL usuels

1 1
0= (=L 1o(xf) (-2 +o(xt)

1 1 1
2 [(1 “Zhod) -+ o(xz»)

1 x* 4 x? )
—;((1+€+o(x ))—(1+5+0(x)))

1 2
=-5 + % +o(x?).
Donc lim,_, f(x) = —%.
4. (5 points) Donner le développement de Taylor-Lagrange en 0 a I’ordre 3 de —— F ou x> —1.

On a = +x) > et la dérivée quatrieme

1\Y (3 (5[ 7 s
=l—=]. (-] -] |{-=z|Q+x)2
V1 +x 2 2 2 2
Alors d’apres le théoreme de Taylor-Lagrange il existe 6 strictement compris entre O et x tel que

1 1 1 3\ x? 1 3 5\ x°
=l-=x+|—=]|-=zl=+|-=z||-=||—=|=
V1 +x 2 2 2) 2 2 2 2) 3!

1 3 5 7 _9)64

(3} oo s

1 3x* 152 35

_ _ e ——4
(D) =1 2x+ 2 13 128(1+9)

\/T




(@) En déduire un nombre rationnel r tel que |r — %I <107

On prend x = 10~!. Donc 0 < 6 < 107! dans la formule (1), et cette formule montre que le

: — 1 _ o', 31072 _ 15107 <. _ 1L |_235 2104 -4
nombre rationnel » := 1 5+ =3 ~s— Vérifie [r T,1| = 551 +6)72107" < 107"

(b) Démontrer que pour tout x > —1 on a
1 x  3x*  15x%°
>

-2 42 - =

Viex 2 8 48

Ona(l+ 9)‘%x4 > 0 pour tout x > —1, donc la formule (1) implique cette inégalité.

5. (5§ points) On considere la fonction f: R — R définie par

f(x) =

ex

1+ x2

(a) Justifier sans calculs que f possede un DL, en tout point x € R et pour tout n € N.

La fonction f est de classe C* (c’est un quotient de fonctions C*, et le dénominateur ne
s’annule jamais). D apres le cours, il s’ensuit que f possede un DL, en tout point x € R et pour

tout n € N,
(b) Déterminer le DL, de f en x = 0.
On a
ex
flo = 1+ x2

2
1+x+ % +0(x2)).(1 —x2+0(x2))

2
:1+x—%+0(x2).

(c) Donner I’équation de la tangente au graphe de f en (0, f(0)), et sa position par rapport au graphe

de f.
Notons D cette droite. D’apres le cours et le calcul précédent, 1I’équation cartésienne de D est
y=x+1,etcomme f(x)—(x+1) = —% + o(x?) est négatif au voisinage de x = 0, D se trouve

au-dessus du graphe de f au voisinage de (0, £(0)).

(d) Question bonus 2 points : Donner 1’équation de la tangente au graphe de f en (1, f(1)), et sa
position par rapport au graphe de f.

Il faut faire le DL,(1) de f. On pose x = 1 + h; alors
L+h

FO =TTy

|

eh
1+ 1+ 2h))
2

L+ h+ % v o(hQ)) . (1 — S0P+ 20 + GO + 2 + o(h2>)

NI NI IR

h? h?
1+h+E+o(h2)).(1—h+?+o(h2))

= = (1+ 7 + o(h?))
e

> (1 +(x— 12+ o((x — 1)2)) .

Donc I’équation de la tangente au graphe de f en (1, f(1)) esty =
sous le graphe de f. En fait, (1, (1)) est un minimum local !

%, et elle se trouve localement



