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Exercice 1 (10 points)

1. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues fn : R → R. Rappeler la définition
de la convergence normale sur tout compact de la série

∑
fn. Expliquer pourquoi

la fonction F (x) =
∑∞

n=0 fn(x), x ∈ R, est continue lorsque la série
∑

fn converge
normalement sur tout compact.

2. On suppose que la série
∑

an est convergente. Montrer que le rayon de convergence
de la série entière

∑
anz

n est supérieur où égal à 1.

3. Montrer que les séries entières
∑

anz
n et

∑
n2anz

n ont le même rayon de conver-
gence.

4. Déterminer la suite (an) pour laquelle on a
∑∞

n=0 anx
n = 1

(1−x)3
pour tout x ∈]−1, 1[.

Exercice 2 (10 points)

Pour x > 0, on pose

F (x) =
∞∑
n=1

1

n+ n2x
·

1. Montrer que la fonction F :]0,+∞[→ R est bien définie.

2. Montrer que F est continue sur ]0,+∞[.

3. Montrer que la série dérivée
∑∞

n=1
d
dx

(
1

n+n2x

)
converge uniformément sur les com-

pacts de ]0,+∞[. En déduire que F est de classe C1.

4. Déterminer la limite de F en 0+. On utilisera le fait que F est une fonction mono-
tone.

5. Montrer qu’il existe c > 0 tel que

F (x) ∼
x→+∞

c

x
·

1


