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Correction du Devoir Maison

On considere la suite de fonction S,, : R\ Z — R définie par

n

Sn(w) = Z T j— k

k=—n

(a) Montrer que la suite (S,) converge simplement sur R \ Z vers une fonction que
I'on notera S.
On remarque que pour tout n > 1,

n

1 1 1 1 - 1
() = = == -2 — .
Sn(2) ZE+ZZE+I€+ZL‘—]{J T x(;k@—ﬁ)

k=1

Sachant que Flﬁ ~ 1%2 lorsque k£ — o0, et que la série > k% est convergente, on peut
conclure que (S,(x)) converge pour tout x € R\ Z.

(b) Montrer que la convergence est uniforme sur tout intervalle [a,b] contenu dans
R\ Z.
Soit N € Z tel que [a,b] C]N, N + 1[. On remarque que pour tout x € [a,b], |z| <
|N| + 1, ainsi
sup | 2x < 2(IN|+1)
z€[a,b] k? — x? k% — (|N| + ]')2

pour tout £ > |N| + 2. Comme la série ZkZINIH % converge, on a montré la

convergence normale (donc uniforme) de la suite (S,(x)) sur U'intervalle [a,b] C R\ Z.
(¢c) Montrer que S est continue sur R\ Z, impaire et 1-périodique.
Comme S est une limite uniforme sur tout compact de R\ Z de fonctions continues,
elle est continue.
On remarque pour tout z € R\ Z, on a

Sp(—z) = =S,(x), VneN.

En passant a la limite sur n, on obtient S(—z) = —S(z),Vz € R\ Z: S est une fonction
impaire.
On remarque pour tout € R\ Z, on a

n

Sp(x+1) = Z

k=—n
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- =5, — , N.
z+k+1 S<x)+x—|—n+1 T —mn vn €

En passant a la limite sur n, on obtient S(z + 1) = S(x),Vo € R\ Z: S est une fonction
1-périodique.

(d) Montrer que la fonction

r € R\ Z+— g(z) := mcotan(mx) — S(x),

1



se prolonge en une fonction G : R — R, continue, impaire et 1-périodique.

On vérifie facilement que la fonction € R \ Z —— mcotan(mx) est continue, impaire
et 1-périodique. Ainsi g : R\ Z — R est continue, impaire et 1-périodique.

I1 suffit de montrer que la fonction g admet une limite finie en tout point de Z. Comme
g est 1-périodique, il suffit de regarder ce qu’il se passe en 0.

On voit tout d’abord que

1
(%) S(x) =——2xH(z), VreR\Z,
x
ol H(x) = > 1 7= est une fonction continue sur | — 1,1,
Utilisons un DL des fonctions cos et sin au voisinage de 0: on a
cos(mx) L+o(x) 1 (1+o(x)) 1
7= =

t == =
meotan(mz) 7Tsin(mc) T+ o(x? 1+ o(x) x

(1 + o)) = = +o(1).

La relation précédente, associée a la relation (), montre qu’au voisinage de 0 on a g(x) =
o(1), c’est a dire lim,_,o g(z) = 0.

(e) Montrer que G vérifie de plus

G(%)+G(%1) =2G(x), VzeR

Calculons

n

1 1 1 1
z ztly =2
Sn(5) + 5u(57) Z z 4k 1“51_|_lg (Z x—|—2k+m+2k+1>

k=—n 2

Ainsi S, (£) 4 Sn(5) = 285,(z) +

sur n, on obtlent

anH pour tout z € R\ Z. En passant a la limite

(&) S(3)+S(55) = 25(2), VecR\Z
Pour z € R\ Z, calculons

cos(m2) sin(m ) + cos(m ) sin(mf)
sin(7%) sin(r2Eh)

sin(rz + §)

x—l—l) —

meotan(7s) + weotan (75

Steos(mz + 2)

= WM = 2rcotan ().
sin(mx)

La relation précédente, associée a (&), permet de conclure que
G(%)+ G(H) =2G(z), VzeR\Z.

Comme G est continue sur R, la relation précédente est vraie pour tout = € R.

(f) En déduire que G est la fonction identiquement nulle.



Comme G est continue, il existe a € [0, 1] tel que G(a) = sup,¢p; G(x). Alors on a
G(8) + G(#51) = 26(a)

et aussi G(%) < G(a) et G(*H) < G(a) car £,%1 € [0,1]. Cela donne les relations :

2
G(a) = G(%) = G(“t'). Le méme raisonnement permet de montrer que

sup G(z) = G(5x), Vn € N.

z€[0,1]
En passant a la limite sur n, on obtient sup (1) G(2) = limy, o G(57) = G(0) = 0.

Pour conclure que G est la fonction identiquement nulle, on vérifie tout d’abord que
G est nulle sur [0,1]. On a deux fagons de procéder:

e Faire le méme raisonnement avec la borne inférieure de G sur [0, 1]. On montre que
infyep,1) G(x) = 0, et donc G est nulle sur [0, 1].

o Comme G est l-périodique, on sait que sup,_;g G(t) = sup,epq1 G(x) = 0.
Comme G est impaire, on a 0 = sup,_1 G(t) = —infiep1)G(t). On montre
ainsi que G est nulle sur [0, 1].

Ensuite, on peut conclure que G est nulle sur R par 1-périodicité.

(g) Calculer les sommes )~ | 55— pour tout entier o > 2, au moyen de la fonction
cotangente.
Les calculs précédents montrent que pour tout x € R\ Z, on a

= 1 1 S 1 =
T —— | = — - —= = — — —cotan(wx).
2x 2 2¢ 2

[e.9]

1 1l — 1 11 =
- - = - = _ Zcot YY) = Z - Zcotan(Z).
— — a( 5 €O an(wa)) cotan(Z)



