1 Compléments de la Feuille 1
Exercice 1. (a) On a les inclusions (strictes) suivantes
Ala,b]) € P([a,B]) € " (fa, b)) € C([a,B))  CM([a,b)) € R((a,b)) € T([a, b))

En effet, une fonction affine est un polynoéme de degré 1 et tout polynome est
dérivable & dérivée continue (méme C*°), d’out les deux premiéres inclusions.

Ensuite, toute fonction dérivable est continue, et toute fonction continue est
clairement continue par morceaux. Une fonction continue par morceaux admet
une limite a droite en tout point de [a, b] et une limite & gauche en tout point de
Ja, b], donc appartient a R([a, b]) d’aprés Théoréme 2.7.6 du cours. Finalement,
toute fonction continue par morceaux est intégrable.

Ensuite, on a

E([a,b]) € AM ([a,b]) C R([a,b]).

Une fonction en escalier est par définition une fonction constante (donc affine
par morceaux). Une fonction affine par morceaux est affine sur chaque intervalle
d’une subdivision et admet une limite & droite en tout point de [a, b], ainsi qu'une
limite & gauche en tout point de ]a, b].
On a enfin
A(la, b)) € AM ([a,b]) C R([a, b]).

Cela exhauste toutes les relations d’inclusion entre les espaces donnés. On re-
marquera que tous ces espaces sont inclus dans I'espace des fonctions intégrables.
(b) Remarquons d’abord qu’une preuve purement topologique (du type “A =

B donc A = A = B = (") ne s’applique pas car on aurait envie de travailler
sur un espace de fonctions A muni de la norme sup, mais celle-ci n’est pas a
priori bien définie sur A. Pour cause, il existe des fonctions non bornées (donc
a norme infinie) intégrables.

Nous raisonnons alors selon les suites de fonctions. Il s’agit de montrer que
toute fonction dans C' est limite uniforme d’une suite de fonctions dans A.
Comme B est dense dans C, toute fonction f € C est limite uniforme d’une
suite de fonctions (f,)nen dans B.

On va construire a partir de la suite (f,)nen une suite de fonctions dans A
qui converge vers f.

Comme A est dense dans B, f; est limite uniforme d’une suite (f1,,)nen avec
fin € A pour tout n € N. Par définition, pour tout € > 0, il existe N(1) € N
tel que

1Finvey = fill <e/2

En raisonnant de méme pour tout n € N, on montre qu’il existe N(n) € N et
fn.N(n) € A de sorte que

||fn,N(n) - fn”oo < 6/2

Montrons alors que la suite (f,, N(n))neN converge uniformément vers f. En
effet, pour tout € > 0, il existe n > Ny tel que || f, — f|| < &/2. Par I'inégalité



triangulaire des normes, on a pour n > Ny

Par construction la suite (f,, n(n))nen est une suite de fonctions dans A, donc
A est dense dans C.

(c) Soitf la limite uniforme de fonctions réglées (f,)nen C R([a,b])N. Par
Théoréme 2.7.6 du cours, f, admet une limite a gauche et & droite en tout
point de ]a, b], ainsi qu’une limite & droite en a et une limite & gauche en b. En
appliquant le théoréme d’interversion CU/ continuité (cf. Théoréme 2.3.3 du
cours), la fonction limite f a aussi une limite & gauche en tout point de ]a, b] et
une limite & droite en tout point de [a,b[. Par suite, f est réglée encore selon
Théoréme 2.7.6.

(d) Puisque |sin(1/z)| < 1 pour tout x €]0, 1], il s’ensuit que | f(z)| < 1 pour
tout x € [0, 1], donc f est intégrable.

Si f est limite uniforme de fonctions en escalier, f est continue a droite en
0, c’est-a-dire.

lim f(z) = £(0) =0,

z—0+
oil la notation x — 07 signifie que = > 0,z — 0. On cherche alors une suite
z, — 0T de sorte que la suite (f(z,,))nen n’a pas de limite en 0, ce qui sera une
contradiction. Il suffit de prendre par exemple

2
Tz, = — > 0.
nmw

On vérifie immédiatement que
F(zn) = sin(1/z,) = sin(ng) = (-1)",

donc la suite (f(x,))nen n’a pas de limite bien définie. En conclusion, f n’est
pas limite uniforme de fonctions en escalier.

(e) On peut, sans perdre de généralité, travailler sur Uintervalle [0,1]. En
effet, si f est un fonction continue sur [a, ] alors g(z) := f(£=2) est une fonction
continue sur [0, 1] (cf. Preuve du Théoréme de Stone-Weierstrass). Par suite,
si g, est une suite de fonctions affines par morceaux sur [0,1] qui convergent
uniformément vers g, alors f,(z) := g,(z(b — a) + a) est une suite de fonctions
affines par morceaux qui convergent uniformément vers f.

Soit maintenant g une fonction continue sur [0, 1]. On peut subdiviser [0, 1]
en n intervalles de longueur 1/n, et prendre sur chaque intervalle la fonction
affine qui en relie les deux extrémités.

Pour étre précis, écrivons

0,1] = Up= oI, I := [fb k:l} )
Définissons alors la fonction affine par morceaux g,, qui s’écrit sur chaque inter-
valle I;, comme

st oo (52) o)) ko) o (52)




Il s’agit de I'unique droite affine reliant % et % Vérifons maintenant que g
est la limite uniforme de (g,,). On a

9(x) = gn(z) = (k + 1)g(z) — kg(z) — gn(z)

wenfo-o(3) o (45) )
(52 ()

On admet le théoréme de Heine : toute fonction continue sur un intervalle com-
pact est uniformément continue.
Ainsi, il existe IV tel que pour tout n > N et pour tout paire x, x( satisfaisant
|z — x| < 2, ona
1

lg(z) — g(z0)| < 32

En fixant un tel NV, on a pour tout n > N et pour tout x € I, |x — %| < % (car

I}, est de longueur %), d’on

k kE+1 1
1 — -1 < < —. 1
0ot - (B)| < 5 < o 0
De méme,
k+1 k 1
k —_— ] = < — < —. 2
o(S5) o) < 5 < 5, )
Ensuite,

S RO LG B FES

En combinant , , , on a pour tout n > N,

S|

|9(z) — gn ()] <

On en conclut que g est limite uniforme d’une suite de fonctions affines par
morceaux ¢, ce qui achéve la démonstration.

(f) Soit Pg([a,b]) 'ensemble des polynomes a coefficients entiers. Selon
Vexercice 17 (c), Pg([a,b]) est dense dans P([a, b]), qui est lui-méme dense dans
C([a,b]) d’apreés le théoréme de Stone-Weierstrass. On conclut alors du résultat
obtenu dans (b) que Pg([a,b]) est dense dans C([a, b]).

Exercice 2. Soit V = C([0, 1]).

(a) Clairement la fonction f — ||f||; = fol |f(z)| dx est positive. Vérifions
qu’elle vérifie les axiomes d’une norme sur V.

D’abord remarquons que || f||; = 0 ssi fol |f(z)| dz = 0. Montrons en utilisant
la continuité que f est la fonction identiquement nulle sur [0,1]. En effet, s’il
existe zg € [0,1] tel que f(zg) # 0, alors par continuité de f, il existe un



intervalle centré en o de rayon n > 0 tel que |f(z)| > |f(xo)| + 1 pour tout
x €] —n+ xg,x0 + n[ (cf. corrigé de Pexercice 16, (f)). Par suite

1 zo+n
[ 1r@ide> [ r@lde > 2@+ 1) >0
0 x

To—n

une contradiction. Donc f est la fonction partout nulle.
Ensuite, on a clairement

1 1
Ml = [ 1@l de = A [ 1@ de = 161,
Enfin, I'inégalité triangulaire de la norme suit de I'inégalité triangulaire

(@) + 9(@)] < |f@)] + |g(@)] . = € [0.1].
En effet,
||f+g||1=/0 |f<x>+g<x>|dms/o \f<x>|dx+/0 (@) dz = | f]l, + llgll, -

(b) Soit P(X) = GoX +2F1G1 X + F, ot

1 1 1
. f(z)dzx, G1:/0 g(z)dz, GQ:/O g(:c)2d:c, FQ:/O f(x)zdz

Par construction, P(X fo )+ Xg(z))?dz > 0 pour tout X. D’aprés le
théoréme sur les solut1ons d’'un polynome quadratique, le discriminant A(P) =
F2G? — F»G5 doit étre négatif, donc

FEG% S FQGQa

ce qui se traduit par

w)dr| < [|fll;llgll; -

Il s’agit de l’inégalité de Schwarz. On en déduit alors que

I +9ll5 = ||f\|2+||9||2+2/ f@)g(@)de < |IF[5+1gl5+2 11l

91l = (

On en conclut que f — || f||, est une norme sur V.
(c) On a

1£12 = / F2de < sup f(6)2 = (sup [(1)* = /%

te[0,1] te[0,1]

|f||2+||9||2)2-



Pour l'autre inégalité, on peut utiliser 'inégalité de Schwarz obtenue dans la
question précédente. En effet, en posant h = |f| et g =1, on a

(Aﬂfm>MQ2—([fhummmm) s(Almm%M)(Alm@%M)

1
— [ s@wrds
0
Autrement dit, ||f]; < |I£]l5-
(d) On peut prendre par exemple f,(z) = e~"*. Comme f, est une fonction
décroissante sur [0, 1] pour tout n, on a alors

[fnlloe = £(0) = 1.

1 1 e—2n -1
R A A T
0 0 2n

Il est immédiat de vérifier que lim || fn||§ = 0.
(e) Soit g,(z) = v/2cos(nmz). On a alors

/0 |9n ()| dx = \/5/0 |cos(nmz)| dx
=2 nnr) — s(nmx).
cos(nmz) /{gn<0} cos(nmz)

{gn>0}

2

D’autre part,

Comme I = [0,1] est compact, les ensembles I := {z € I, g,(x) >0} et I_ :=
{z € 1,g,(x) <0} sont aussi des compacts. On peut encore supposer que les I
sont réunion finie disjointe d’intervalles compacts. Ainsi, écrivons

I =Ui 0y, I =[ag,b], aj <b;.
On a alors

ko
/ on(@)d = Z/ cos(nz) = Z sin(nmb;) — sm(mraj),
Iy

j=1

qui tend vers 0 lorsque n — 400 car le numérateur est borné par 2k en valeur
absolue. De méme, limy, , o [; gn(z)dz = 0. Il sensuit que lim, 4o ||gnll; =
0.

D’autre part, pour tout n

1 1 1
lgnlly = / gn(z)?dz = 2/ cos? (nmx)dr = / (1 + cos(2nmzx))dx = 1.
0 0 0
(f) Supposons qu’il existe ¢ > 0 de sorte que

1flle <elflly, VYfeV.



On a alors d’aprés (d)
11l < Flly < W fllee < el Il
Soit (gy,) la suite trouvée dans (e). On a alors
lgnlly < llgnlly < llgnlly
d’olt en prenant la limite n — 400, on obtient
0<1<0,

une contradiction.
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