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Exercice 1 Soient / un intervalle de R et (f,)nen une suite de fonctions f,: I — R qui
converge simplement vers une fonction continue f.

(1) Montrer que si (f,) converge uniformément vers f, alors pour toute suite (z,) de
points de I qui converge vers x € I, la suite (f,(x,)) converge vers f(z).

On a fu(vn) — f() = fu(xn) — f(20) + f(20) — f(2) et donc
| fu(2n) = f(2)] < | falwn) = flan)| [ f(2n) = f(2)], VneN.
Comme | f(2,) = f(zn)| < supyeq [fu(t) — f(#)] = [ fu — flloo, on obtient

() fa(zn) = f@)] <[ fo = flloo + [f(2n) = f(2)], VneN.

Comme [ est continue, la suite |f(z,) — f(z)| tend vers 0, et comme (f,) converge
uniformément vers f, la suite || f,, — f]|co converge aussi vers 0. L’inégalité (x) permet de
conclure que la suite (f,,(z,)) converge vers f(x).

(2) Expliciter une suite de fonctions (f,,) et une suite (z,) de points de I, tels que (z,,)
converge vers x € [ alors que la suite (f,(z,)) ne converge pas vers f(x).

On prend la suite de fonctions continues f, : [0,1] — R définie par

pour tout n > 1. On Vériﬁe que (f,) converge simplement vers la fonction nulle, tandis
que (f,(55)) converge vers 1 # 0.

(3) Montrer que si (f,) converge uniformément vers f, alors (1/|fn) Converge uni-

formément vers \/|f|. On montrera au préalable que |\/|a|—+/|b|| < v/|a —b|, Va,b € R.

La symétrie entre a et b permet de voir que la phrase

Vial = Vbl < V]a=bl, VabeR

est équivalente a (&) +/|a| —/|b] < v/la —0b|, Va,b € R. Maintenant, Va,b € R, on

a les implications

Vi0al = Vbl < V]a =] <= V]al < /la =0+ /]0],
— |a| < |a— b+ [b] + 2¢/|a — b|\/]b)],

< |a| < |a—0b| + |b|.

La derniere inégalité étant toujours satisfaite, la relation (&) est démontrée.



Considérons maintenant une suite ( f,,) qui converge uniformément vers f sur I'intervalle
I. La relation

V@) = VIF@)I] < VIfalz) = f2)],  Voel

permet de montrer que

IV fal = VI oo € V1w = flloos V€N

Comme lim,, o || fn — fllo = 0, on obtient lim, o [[\/|fn] = V/|f] oo = 0. On a montré
que la suite (1/|fn|) converge uniformément vers /| f|.

(4) Expliciter une suite (f,) qui converge uniformément vers f, mais pour laquelle

(f?) ne converge pas uniformément vers f2.

I suffit de prendre f,(z) = 2 + 1 qui converge uniformément vers f(z) = z sur R.
Maintenant, la fonction

fn(x)Q - f(x)Q = 2776 + #a
n’est pas bornée sur R, c’est a dire || f2 — f?||.c = +0o. Cela montre (f2) ne converge pas
uniformément vers f2.

Exercice 2 Montrer qu’il existe une suite de polynomes S := (P, ),en avec la propriété
suivante : S converge uniformément vers la fonction nulle sur [0,1] et converge uni-
formément vers la fonction constante égale a 1 sur [2,3]. On montrera qu’il existe une
fonction continue sur [0,3], nulle sur [0, 1] et constante égale a 1 sur [2,3].

Donner un exemple dune telle suite.

Considérons la fonction continue F': [0, 3] — R définie par

0, si ze€l0,1],
Flx)=qxz—1, si z€]l,2],
1, si z€[23].

D’apres la théoreme de Weiertrass, il existe une suite de polynomes (P,) qui converge
uniformément vers F' sur l'intervalle [0, 3]. Alors, la suite de polynémes (P,) converge
uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1] et converge uniformément vers la fonction
constante égale a 1 sur [2, 3].

Posons G(z) = F(3x), « € [0,1] et considérons la suite de polynomes de Bernstein
associée a la fonction continue G : [0,1] — R:

B,(z) = C*G(E)ak (1 — ).

n n

On sait que (B,,) converge uniformément vers G sur l'intervalle [0, 1]. Cela implique que
Po(t) = Ba(£) = Y CRF(E)(HF(1 - 4"
k=0

est une suite de polynémes qui converge uniformément vers F' sur 'intervalle [0, 3].



Exercice 3 Etudiez la convergence simple, uniforme, et uniforme sur les compacts des
suites de fonctions (f,,),>1 définies ci-dessous.
. 2., -
L. fa(z) = 225, pour z € R.

n2 +£I72 )

On voit que lim, s fn(z) = = pour tout x € R: la suite (f,) converge simplement
vers la fonction f(x) = x sur R.
Ona fu(z) — f(z) = 725, Ainsi limy 2o |fu(@) — f(2)| = +00 et donc || £, — fllo =
+00. La suite (f,) ne converge pas uniformément vers f sur R.
Pour tout [a,b] C R, on a
sup [u(a) — ()| <

z€[a,b]

avec C' = max{|a|?,|b]*}. Cela montre que (f,) converge uniformément vers f sur [a, b].
2. fu(z) =e™In(n+ ), pour z € [1,+o00].

On voit que lim,_,o fn(z) = 0 pour tout = > 1: la suite (f,) converge simplement
vers la fonction nulle sur [1, 4o00].

Les fonctions f,, prennent des valeurs positives. Vérifions que les fonctions f, sont
décroissantes. On a pour tout x > 1 et tout n > 1:

—nx

1
fi(x) ne " ln(n+ ) + e o

—In(n + x))

Siz,n > 1 alors n(nlﬂ) <1 <In(2) <In(n+z). On a montré que f,(z) < 0,Vz,n > 1.

On a donc ||fullee = fu(l) = e ™In(n + 1), ¥n > 1. Cela montre que f, converge
uniformément vers la fonction nulle sur [1, +o0[.
Ainsi, f,, converge uniformément vers la fonction nulle sur tout compact de [1, +o00].

3. falz) = (1+ %), pour z € R.
Soit x € R. Des que n > /|z|, on a 75 €] —1,1] et on peut écrire

fu(z) = (14 5)" = exp(nin(l + 5)).
Siz =0, ona f,(0) =1, pour tout n > 1. Siz # 0, alors In(1+ %) = % + o(-3) et donc

fal@) = exp(% + o(3))-

Cela montre que (f,,) converge simplement vers la fonction f constante égale a 1.
La fonction f, — f est un polyome de degré n. Ainsi f, — f n’est pas bornée sur R:
cela implique que (f,,) ne converge pas uniformément sur R vers la fonction f.
Considérons la suite de fonctions g,(z) = f.(x) — f(x), z € [a,b]. La dérivée ¢, est
positive sur [a, b] dés que n > y/max(|al, |b]). Comme ¢, (0) = 0, on en déduit que g, est
positive sur [a, b] des que n > y/max(|al, |b]). Cela montre que

sup [gn(z)| = gn(b)
z€[a,b]

des que n > y/max(|al, |b]). Comme lim,,_, ¢,(b) = 0, on peut conclure que (f,,) converge

uniformément vers la fonction f = 1 sur tout compact.



