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TD 8 : Intégration

Subdivisions et fonctions étagées

Exercice 1 :
Déterminer si les suites suivantes définissent une subdivision de l'intervalle [0, 1].

1. (0,0.1,0.2,0.8),

2. (0.1,0.2,0.9,1),

3. (0,0.7,0.5,0.8, 1),

4.z, =k/N, ke{o,... N},

5.z, =1—1/2% ke N.
Exercice 2 :
Soient a, b deux réels tels que a < b. Soit

v:[0,1]] = R
x—a+z(b—a).

Etant donné (zo, . .., zy) une subdivision de [0, 1], montrer que (p(z0),...,@(xx)) est une sub-

division de Pintervalle [a, b].

Exercice 3 :
Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont en escalier ?

f:0,1] - R g:[0,1] =R
1, sixze€l0,1/2], 3z, sixzel0,1/3],
<0, size€]l/2,3/4], r— Q1 si x €]1/3,2/3],
2, sinon, 1 —x, sinon,
h:[0,1] = R
: _ n _ n+1
e {n s €]1—1/20,1 - 1/2M],
0, sinon.

Exercice 4 :
Soient f,g € Esc(]0,1]).

1. Montrer que f + g € Esc([0,1]).
2. Montrer que |f| € Esc([0,1]).



Fonctions intégrables

Exercice 5 :
Soit f:[0,1] — R croissante. Pour N € N*, on fixe

(@) = f((k+1)/N), Vz € [k/N,(k+1)/N[, Vk=0,...,N—1,
(@)= f(k/N), Vxelk/N,(k+1)/N[, Vk=0,...,N—1.

1. Tllustrer la construction de fz—vk et de fy sur un dessin.

2. Montrer que, pour tout N € N*, f; et de fp sont en escalier.

3. Montrer que )
| (0 - rx@) ae = (50 - ).
0
4. En déduire que f € £([0,1]).
Exercice 6 :
Soient f,g € £1([0,1]).

1. Montrer que f + g € £'([0,1]).
2. Montrer que x +— max(f(z),0) € £([0,1]).

Exercice 7 :
Soient deux réels a,b tels que a < b et f € C([a,b]). Montrer qu'il existe ¢ € [a, b] tel que

/ F(H)dt = £(©)(b— a).

Calculs d’intégrales

Exercice 8 :
Soit f(z) = 1/(1 + 2?) définie pour = € [0, 1] et

n—1
n *
unzzn72+k2, Vn € N*.
k=0

1. Montrer que
1 1
1
/ flz)de <uy, < / f(x)dr + —, Vne N
0 0 2n

2. En déduire que la suite (uy,),en+ converge et calculer sa limite.



Exercice 9 :
Dans chacun des cas suivants, donner le domaine de définition, de continuité et de dérivabilité
de la fonction et calculer sa dérivée.

1. f( ) f3x sln(t)dt

)= [ V/1+[In(t)]2dt,
= [y V14t —2e%dt.

Exercice 10 :
Dans chacun des cas suivants, calculer les primitives de la fonction f et déterminer les intervalles
sur lesquels ces primitives sont bien définies.

L @)= s
2 () =
30) =
@)= g
5. f(2) = 5
6. fle)= 5——.

Exercice 11 :
Dans chacun des cas suivants, calculer les primitives de la fonction f et déterminer les intervalles
sur lesquels ces primitives sont bien définies.

1. f(z) = zexp(—32?),
2. f(z) = sin®(z) cos®(x),

3. fla) = m
4 f@) =

5. f(2) = 2*In(a),

6 Jlw) = xhi(a:)

Exercice 12 :
Calculer les intégrales suivantes.

1. fo xsin(z)dx,

w/4

2 /4 cos(x ) dz,
x/4 sin(2zx)

3 -~ 7
Jo 1 + cos?(z) “

fl arctan(t)

dt
0 1442 7



5. fl/rjél exp(t) cos(t)dt,

. JO R
0 Vexp(t) + 1

Exercice 13 :
Pour n € N, on note

/2
= / [sin(8)]"dt.
0

1. Calculer Iy et I;.

2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que

1
n+I

Inio = n-
2= 00

3. En déduire que, pour tout n € N, on a

(n+ DI, = g



