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TD 4 : Matrices d’applications linéaires, changement de
base

Matrices d’applications linéaires

Exercice 1 :
Ecrire les matrices des applications suivantes dans les bases canoniques.

R?® — R3 C—C Py — Py
(x,y,2) = (r —y, 2z + z,2 + 3y — 2), zrexplia)z, a € R ppz —2),
Py — R

D /01 p(z)dz.

Note : 'ensemble Py désigne ’ensemble des fonctions polynomiales de R dans R de degré au plus
2.

Exercice 2 :
Dans chacun des cas suivants, exprimer ’application ¢ dont la matrice dans les bases canoniques
est

1 -1 1

A=10 1 =2

0 O 1
1. ¢:R3 = R3,
2.30:732—>'PQ,
3.QDZP2—>R3.

Note : I’ensemble P, désigne ’ensemble des fonctions polynomiales de R dans R de degré au plus
2.

Changement de base

Exercice 3 :
Soit 'application ¢ : R? — R? dont la matrice dans la base canonique est

7 25
-1 =3/
1. Trouver un vecteur non nul e puis un vecteur e tels que
ple) =2, @(é)=2e+e.

2. Montrer que £ = (e, &) est une base de R? puis calculer la matrice de ¢ dans cette base.



Exercice 4 :
Soit ¢ : R® — R? I'application linéaire dont la matrice dans la base canonique (eg, ez, e3) est

~1/2 3/2 3/2
111
5/2 0 1/2 1/2

On note £ la famille contenant les trois vecteurs
€ =e; +e, € =ex+e3, €3=e;+es.

Montrer que £ est une base puis exprimer la matrice ¢ dans la base £.

Exercice 5 :
Soit ¢ : R? — R? telle que
o(z,y,2) =(—x+y+ 2z, —6x+4y + 22,3z —y + 2).

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R3.
Montrer que ¢ o ¢ = 2. En déduire que, pour tout e € Im(y), on a p(e) = 2e.
Montrer que Ker(yp) et Im(y) sont supplémentaires dans R3.

Ll O e

Construire une base de R? en utilisant les bases de Kery et de Imy. Ecrire la matrice de
© dans cette base.

5. Trouver une équation linéaire caractérisant les composantes des éléments de Im(y).

Exercice 6 :
Soit n € N* et ¢ € L(K") telle que p o p = .
1. Montrer que Ker(¢) NIm(p) = {0k~ }.
2. En utilisant que tout = € K™ peut s’écrire x = (z — ¢(z)) + ¢(z), montrer que Ker(yp) +
Im(p) = K™,
3. En déduire qu’on peut construire une base £ de K™ en concaténant une base de Ker(yp)
et Im(p). On suppose que £ est une telle base par la suite.
4. Montrer que ¢(z) = x pour tout = € Im(yp).

5. En déduire la matrice de ¢ dans la base £.

Pour aller plus loin

Exercice 7 :
Soit f une application linéaire sur R? telle que f # 0 et f2 = 0.

1. Démontrer que dim(ker(f)) = 2.

2. En déduire qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

0 0 1
0 0 O
0 0 O



Exercice 8 :
Soit u l’application linéaire de R® dans R? dont la matrice dans leur base canonique respective

est
2 -1 1
A= (3 2 3) ’
On appelle (e1, 2, e3) la base canconique de R? et (fi, f2) celle de R2. On pose

! / /
€ep =ex+e3, ey =e3z+e;, e3=e;+ey,

et
=5t ) Fi=50h—fo)

1. Montrer que (€}, e}, €4) est une base de R? puis que (f], f3) est une base de R2.

2. Quelle est la matrice de u dans ces nouvelles bases 7

Exercice 9 :
Soient A € M3 2(R) et B € M;3(R) tels que

AB =

o O O
o = O
= O O

Démontrer que BA = ((1) (1)>



