Limites des centralites
de degré, de proximite, d'intermeédiarite

* On peut avoir une centralite de degré élevée mais on ne tient pas
compte de la qualité des liens, ni de I'importance des voisins.

* On peut avoir une centralité de proximité artificiellement élevée
pour des nceuds isolés qui ne sont pas connectés au reste du réseau.

* On peut avoir une centralité d’intermediarité faible car il peut
exister de nombreux chemins redondants dans le réseau mais le
nceud peut étre toujours important pour la connectivité du réseau.
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

« Idée:
o Donner du poids aux nceuds qui ont un degré élevé,
o quisont adjacents a des sommets ayant un degré élevé,
o quisont eux mémes adjacent a des sommets qui ont un degré élevé,

O

* (Cest une centralité qui prend en compte 'importance de nos
voisins, des voisins de nos voisins, ...

* Centralité globale : tient compte de la structure globale du réseau
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

« Idée:
o Donner du poids aux nceuds qui ont un degré élevé,
o quisont adjacents a des sommets ayant un degré élevé,
o quisont eux mémes adjacent a des sommets qui ont un degré élevé,

O

* (Cest une centralité qui prend en compte 'importance de nos
voisins, des voisins de nos voisins, ...

* Centralité globale : tient compte de la structure globale du réseau

Celvi)= Y, Ce(vy)

v; voisin de v;
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Co(vi)= >

v; voisin de v;
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Ce(v;)
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Ce(vi)= Y, Ce(v)

v; voisin de v;
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Co(vi)= > Ce(vy)

v; voisin de v;
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)

Parametres de centralité

Bonacich (1972)

(Co(v1) = Co(v2) + Co(v3
Ce(vg) = Ce(v1) + Ce(v3) + Ce(vy)
Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2

( Ce(v4) = Ce(v2)
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)

Bonacich (1972)
i (Ce(v1) = Ce(v2) + Ce(vs
% C\T)q ) Ce(vz) = Ce(vr) + Ce(v3) + Ce(va)
Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2
- \Ce(UZL) = 06(7)2)

Q)
c
[

o
-
N

A Solution unique et triviale : <

)
>
o~

QA QO Q0

~—~~ I~~~
<
w

~— — — —
]

o o O O
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)

Parametres de centralité

Bonacich (1972)

(Co(v1) = Co(v2) + Co(v3
Ce(vg) = Ce(v1) + Ce(v3) + Ce(vy)
Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2

( Ce(v4) = Ce(v2)
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

i : Q r)\ Ce V1) — Ce () Ce<?)3)

(v1) (v2) +
o <we(w) = Ce(v1) + Ce(vs) + Ce(va)
Nouvelle idée A Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2)
Résoudre le systeme suivant : \ A\ C., (,U 4) — 06(1)2)
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

(A Ce(v1) = Ce(v2) + Ce(vs)
o <)\Ce(v2) = Ce(v1) + Ce(vs) + Ce(va)
Nouvelle idée A Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2)
Résoudre le systeme suivant : \ A\ C., (,U 4) — 06(1)2)

« S’il existe un réel A tel que le systéme possede une solution non
nulle a € pres, on obtient une centralité pour chaque sommet qui
dépend de la centralité de ses voisins a un facteur 1/ pres.
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)

Bonacich (1972)
(A Ce(v1) = Ce(v2) + Ce(vs
y ) A Ce(v2) = Ce(v1) 4+ Ce(v3) 4 Ce(v4)
Nouvelle idée A Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2
Résoudre le systeme suivant : L\ C(vg) = Co(v2)

Bonne nouvelle !

A= 21701, C.(v1) = 0.2696, C.(v2) = 0.3154, C.(v3) = 0.2696, C,(v4) = 0.1454

(2.1701 x 0.2696 = 0.3154 + 0.2696
2.1701 x 0.3154 = 0.2696 + 0.2696 + 0.1454
2.1701 x 0.2696 = 0.3154 4+ 0.2696

(2.1701 x 0.1454 = 0.3154

4 1073 pres
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)

Bonacich (1972)
(A Ce(v1) = Ce(v2) + Ce(vs
. ) A Ce(v2) = Ce(v1) 4+ Ce(v3) 4 Ce(v4)
Nouvelle idée A Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2
Résoudre le systeme suivant : L\ C(vg) = Co(v2)

Bonne nouvelle !

A= 21701, C.(v1) = 0.2696, C.(v2) = 0.3154, C.(v3) = 0.2696, C,(v4) = 0.1454

(2.1701 x 0.2696 = 0.3154 + 0.2696
2.1701 x 0.3154 = 0.2696 + 0.2696 + 0.1454
2.1701 x 0.2696 = 0.3154 4+ 0.2696

(2.1701 x 0.1454 = 0.3154

4 1073 pres

Parametres de centralité 92



Centralite de vecteur propre (eigenvector)

Bonacich (1972)
(A Ce(v1) = Ce(v2) + Ce(vs)
N <)\Ce(v2) = Ce(v1) + Ce(vs) + Ce(va)
Nouvelle idée A Ce(v3) = Ce(v1) + Ce(v2)
Résoudre le systeme suivant : A C.(vq) = Co(v2)

Bonne nouvelle !

A =2.1701, Ceo(v1) = 0.2696, C.(vs) = 0.3154, C,(v3) = 0.2696, C,(vs) = 0.1454

(2.1701 x 0.2696 = 0.3154 4 0.2696 Comment
2.1701 x 0.3154 = 0.2696 + 0.2696 + 0.1454 5109 prés O\lz)j;iscss
2.1701 x 0.2696 = 0.3154 + 0.2696 .

(2.1701 x 0.1454 = 0.3154
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‘, ® [ W@ |1
. @ 0O 1 0 O
Ce(’Ui) = Z Ce('Uj) ai1 aio al
v; voisin de v; as1 499 agz
mn A -
= Z aij Ce (Uj) an1 QAp2 Ann
j=1
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Ce(v1) = a11Cc(v1) + a12C(v2) + a13C(v3) + a14Ce(v4)
k —0xH5+1x5+1x5+0x3=10 /

Co(vi)= > Ce(vy)

“— ail a9 .. a1n
v; voisin de v; a a a
21 22 <. 2n
n A= .
= ) ai; Ce(vy) (ni Gnz . G
Jj=1
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

Ce(vi) = Zaz’jce('vj)
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

Ce (’U,L) _ Z a,z'j Ce (’UJ) Normalisation >
j )\:ZZaijC’e(vj)
i
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Celvi) =D aijCe(vy) —y Celvi) = 1 ) aijCe(v;)
j A= ZZaijC’e(vj) ]
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Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Celvi) =D aijCe(vy) —y Celvi) = 1 ) aijCe(v;)
j A= ZZaijC'e(vj) ,]

* Notation matricielle : (', = %AC}
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Celvi) =D aijCe(vy) —y Celvi) = 1 ) aijCe(v;)
j A= ZZaijC'e(vj) ,]

* Notation matricielle : (', = %AC}
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(vi) = Y a5 Ce(vy) ——===y Co(v) = 5 > aiCe(vy)
j A= ZZaijC’e(vj) ,]

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

0 1 1 O
1 01 1
4= 1 1 0 0
0O 1 0 O
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(vi) = Y a5 Ce(vy) ——===y Co(v) = 5 > aiCe(vy)
j A= ZZaijC’e(vj) ,]

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

0 1 1 O
1 01 1
4= 1 1 0 0
0O 1 0 O
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(vi) = Y a5 Ce(vy) ——===y Co(v) = 5 > aiCe(vy)
j A= ZZaijC’e(vj) ,]

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

0 1 1 O
1 0 1 1
1 1 0 0
0O 1 0 O
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(’vi) = ZaijCe(vj) o > Ce(vz') = X Zaijce(vj)

j A= ZZaijC’e(vj) ,]
? J

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

0 1 1 O 0.28
. 1 0 1 1 0.3
1 1 0 0 0.28
0O 1 0 O 0.13

Parametres de centralité A= 2, 3
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(’vi) = ZaijCe(vj) o > Ce(vz') = X Zaijce(vj)

j A= ZZaijC’e(vj) ,]
? J

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

0 1 1 O 0.28
. 1 0 1 1 0.3
1 1 0 0 0.28
0O 1 0 O 0.13

Parametres de centralité A= 2, 3
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

 Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Ce(vi) = Y a5 Ce(vy) ——===y Co(v) = 5 > aiCe(vy)
j A= ZZaijC’e(vj) ,]

(&

* Notation matricielle : (', = %AC

01 10 0.2696 0.585 0.2696

1 01 1 0.3154 0, 6846 1 0.3154
A: = = ’ - .

1 1 0 0 Ce 0.2696 AC. 0.585 2.1701AC€ 0.2696

01 00 0.1454 0.3154 0.1454
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Parametres de centralité

Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Bonacich (1972)

Facteur de normalisation :

ormalisation 1
Celvi) =D aijCe(vy) —y Celvi) = 1 ) aijCe(v;)
j A= ZZaijC'e(vj) ,]

Notation matricielle : (', = % AC,

Algebre matriciel :
o Valeur proprede A : A AX — AX

o Vecteur propre associé : X

I existe n valeurs propres. Des théoremes mathématiques assurent
que la plus grande valeur propre donne un vecteur propre positif et
unique.

Méthode algorithmique pour déterminer une valeur approchée de la
plus grande valeur proche et du vecteur propre associe :

Puissance itérée (power iteration) "



Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

* Permet d’approximer la plus grande valeur propre dune matrice et
un vecteur propre associe.

* Algorithme simple, mais qui ne converge pas tres vite, a utiliser sur
des matrices creuses.

/ Algorithme de puissance itérée \

1. Commencer par associer une centralité aléatoire C' a tous les sommets
telle que toutes les valeurs somment a 1.

2. Recalculer la centralité de chaque noeud comme la somme des centralités
de leurs voisins, i.e. calculer AC, et affecter le résultat dans C. .

3. Normaliser le vecteur-colonne C, en divisant tous les éléments par la
colonne ne varient plus (a € pres).

somme des valeurs.

4. Recommencer les étapes 2 et 3 jusqu’a ce que les valeurs du vecteur-
Parametres de centralité 112




Centralite de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

—_ = O
OO = =
o O~ O
~_

2

I
R
-
PN
~_
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

1
Ce:XACe
2]
" 0O 1 1 0 14
: < 1011 R
Q A=111 0 0 03(1/4)
01 0 0 1/4

Parametres de centralité
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

1
Ce:_ACe
A
2]

O 1 1 O 1/4
% N o4 | 1011 co_ | v
Q 1100 e | Ya
0 1 0 0 L4
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

1
Ce:_ACe
A
2]

O 1 1 O 1/4
% N o4 | 1011 co_ | v
Q 1100 e | Ya
0 1 0 0 L4
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

AC,
1 1 O 1/4
0 1 1 o | Ya
1 00 06(1/4)
1 0 0 1/4

Parametres de centralité
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

1
Ce:XACe
0O 1 1 0 14
1011 | Ya
11 0 0 03(1/4)
01 0 0 1/a

Parametres de centralité
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

1
Ce:_ACe
A
2]

O 1 1 O 1/4
% N o4 | 1011 co_ | v
Q 1100 e | Ya
0 1 0 0 L4

23/38 23/84

— 25 19 25
4 3 /38 119 4 /84
Ci=act=| ¥ | =—> ci=Poi=| 0
13/38 13/84
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

2]
. O 1 1 O 1/4
s v,
O a1 o011 00 1/4
1 1 0 0 1/4
01 0 0 1/4
05
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Centralité de vecteur propre (eigenvector)
Algorithme de puissance itéree

2]
. O 1 1 O 1/4
A v,
O a1 o011 00 1/4
1 1 0 0 1/4
01 0 0 1/4
(V23

—75 0.6846 — 1 0.3155

20 _ 19 — —_— 20 — 20 _
Cem = ACY = 0,585 € 2.170e | 0.2696
0,3154 0.1453

Valeurs égales a 102 pres

0.5851 0.2696 /
—57 0,6845 — 1 0.3154
21 20 ) _) 21 __ 21
Ce’ =ACE = 0.5851 Gt = 2.1701 Ce = 0.2696
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Que calcule la centralite de vecteur propre ?

i
ct=| 1,
1/4

OO = =
OO =, O
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Que calcule la centralite de vecteur propre ?

i
ct=| 1,
1/4

OO = =
OO =, O
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Que calcule la centralite de vecteur propre ?

i
ct=| 1,
1/4

OO = =
OO =, O
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Que calcule la centralite de vecteur propre ?

i
ct=| 1,
1/4

OO = =
OO =, O
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Que calcule la centralité de vecteur propre ?

SO = =
o O = O
Q
o
—
==
~— T T T
N N S
;/
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Que calcule la centralite de vecteur propre ?

SO = =
o O = O
Q
o
—
==
~— T T T
N N S
;/
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Que calcule la centralité de vecteur propre ?

SO = =
o O = O
Q
o
—
==
~— T T T
N N S
;/

—AC —)—A AC, A%2C, —> —A A2 A3
N Ay X<)\1 ) = )\1)\2 A3 X()\l)\z Ce) = Yo, Ce
1 1 1
A A3C, A*
> LA RA ) T ound @
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Que calcule la centralité de vecteur propre ?

SO = =
o O = O
Q
o
—
==
~— T T T
N N S
;/

—AC —)—A AC, A%2C, —> —A A2 A3
N Ay X<)\1 ) = )\1)\2 A3 X()\l)\z Ce) = Yo, Ce
—> 1A><( ! APC,) L ¢ —

¥ Maohs T T N e
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Que calcule la centralité de vecteur propre ?

Ce — _ACe
A
2
" 0 1 1 0 1/4
(" Iy
Q A - 1 0 1 1 o = 1/4
1 1.0 0 /4
01 0 0 L4
03
1
—A —)—A A A%2C, —> —A A? A3C,
N, ACe Ay X<)\1 Ce) = )\1)\2 A3 X()\l)\z Ce) =
—> iA><( ! AC,) = AC, = - —> L,
A4 MAads T Mgy € HEPY
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A quoi correspond la puissance g™ de la
matrice d’adjacence ?

0 1 1 0 2 1 1 1 2 4 3 1 7 6 6 4
1 0 1 1 > |1 3 1 0 3 | 4 2 4 3 4 | 6 11 6 2
1 1 0 0 A7 = 11 2 1 A% = 3 4 2 1 A7 = 6 6 7 4
0 1 0 O 1 0 1 1 1 3 10 4 2 4 3

Ex. avec la valeur en ligne 2, colonne 3 de A?:
nombre de chemins de longueur g reliant le sommet v, au sommet v;

AL 3
A
I B .
A
2 3 T 3 2 A 2 3
o9 o, * * *
()" Sle U 3 2 2 1 3
2 A 2 A 3 2 A 2 A 3
(VN * * * ° ¢ - * ° °
L“Z’ A ) Z 3 2 2 A ¥ 3
2 3 L A 3 2 W Py 1 3
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A quoi correspond la puissance g™ de la
matrice d’adjacence ?

01 1 0 2 1 1 1 2 4 3 1 7 6 6
1 0 1 1 > | 1310 s [ 4 2 4 3 s | 6 11 6
T 1 o0 1121|3421 |6 6 7
010 0 1 0 1 1 1 310 4 2 4

Ex. avec la valeur en ligne 2, colonne 3 de A?:
nombre de chemins de longueur g reliant le sommet v, au sommet v;

Et AIC, ?

A

O

7 6 6 4 1/4 23/4

0 6 11 6 2 1/4 25/4
4 _

ACe = 6 6 7 4 Vs | | 23/a

4 2 4 3 1/4 13/4

Parametres de centralité
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Nombre de chemins

Sachant que ¢, = / i a l'initialisation, A“C. calcule, le nombre

moyen de chemins de longueur g qui atteingnent chacun des sommets

depuis chaque sommet v.

# moyen de chemins de longueur ¢ qui atteignent chacun des sommets depuis le sommet vq
# moyen de chemins de longueur ¢ qui atteignent chacun des sommets depuis le sommet v

qr —
AlCe = # moyen de chemins de longueur ¢ qui atteignent chacun des sommets depuis le sommet v3
# moyen de chemins de longueur ¢ qui atteignent chacun des sommets depuis le sommet vy4
Nous avons : Et donc:
3180604 3722857 3180605 1714550 2949654
421 3722857 4352902 3722857 2008307 A2 3451730.75
- 3180605 3722857 3180604 1714550 c 2949654
1714550 2008307 1714550 923802 1590302.25
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Nombre de chemins

2210941341
Nous avons : Et donc:

3180004 3722857 3180605 1714550 2949654

A2 _ | 3722857 4352902 3722857 2008307 o _ | 345173075

- 31800605 3722857 31800604 1714550 ¢ 2949654

1714550 2008307 1714550 923802 1590302.25
0.2696
. ) i 1 0.3154

Apres normalisation : A2, =

P 10941341 c 0.2696
0.1454

Centralité de vecteur propre : tient compte de I'importance des voisins,
des voisins des voisins, ...

Un sommet est important si beaucoup de chemins arrivent jusqu’a lui,
ce qui donne de I'importance a ses voisins qui sont atteignables a un
pas de plus.
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Comparaison des parametres

Highest
betwegnness Best
centrality

closeness
centrality

i 3
Highest
eigenvector Highest
centrality degree
o centrality
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Comparaison des parametres

é

A. Intermédiarit

B. Proximité
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