1.2 Familles, bases et dimension
1.2.1 Familles génératrices, libres et liées
Soit E' un K-espace vectoriel. Soient z1,...x, € E, n vecteurs de E, n € N.

Définition 7. (Famille finie) On appelle la donnée (x1,...x,) une famille finie de vecteurs de
E, on écrit (pour alléger les notations)

= (xly"'wxn)'

Définition 8. (Combinaison linéaire) On dit que y € E est une combinaison linéaire de la
famille x = (xq,...x,) 8’il existe A1, ..., A\, € K des scalaires tels que

Yy=MT1+ ...+ \xp = Z/\kxk.
k=1

Définition 9. (Sous-espace vectoriel engendré) On appelle sous-espace vectoriel (sev) engendré
par la famille x, l'ensemble de ses combinaisons linéaires et on note (x) = (T1,...,Zn).

Proposition 4. (x) est un sous-espace vectoriel de E et tout sous-espace vectoriel de E qui
contient x1, ... T, contient (x).

Démonstration. On vérifie les trois points
— O0z1+ ...+ 0z, =0 € (z);
— M1+ dxn) + (pam F o pnTn) = (A p)zr o (At )T, € ()
— MMz + o Axn) = (AT o+ ANE,) € ().

Donc (z) est un sous-espace vectoriel de E.

Si F' C E est un sous-espace vectoriel et z1,...,x, € F, alors \yx1 + ...+ Az, € F. Donc
(z) C F. O
On écrit aussi

(x) = (x1,...2,) = span(xy,...,z,) = vect(zy,...,2y).
Définition 10. (Famille génératrice) On dit que la famille (x1,...,2z,) engendre E, ou qu’elle

est une famille génératrice de E, si
<$1,.. .,In> =F.

Cela revient a dire
VyeE,H()\l,...,)\n) EK”' y:>\1$1+>\n1}n

Définition 11. (Famille libre et liée) On dit que (x1,...,%,) est une famille libre (de E) si
limplication suivante est vraie

V()\l,...,)\n) eKn, M1+ ... 2, =0 A =...= ), =0.
On dit que la famille (x1,...,x,) est une famille liée si elle n’est pas libre.
Cela veut dire qu’il existe (Aq,...,A,) € K" des scalaires non tous nuls tels que

Az + ...z, = 0g.

Ceci s’appelle une relation de liaison.



1.2.2 Bases et théoréme de la base incompléte

Définition et proposition 1. (Base) On dit que (z1,...,x,) est une base de E si c’est une
famille libre et génératrice de E. Cela revient & dire que tout y € E s’écrit de maniére unique

y=Mx1+...+\zxn, €K

Démonstration. L’existence d’une telle écriture prouve en fait que x est génératrice.
Démontrons 'unicité. Supposons que

y:)\1$1++>\n$n
=MW1+ ...+ fnZnp,
Alyeees Any 1y - iy € KL

Alors
M1+ F ATy — 121+ Ty =0
()\1 — /£1)1'1 +...+ ()\n - ﬂn)xn =0.
Comme z est libre, cela implique que Vi, A; — pu; = 0 i.e. \; = p;. O
Les coefficients A1, ..., A, s’appellent les coordonnées du vecteur y dans la base (x1,...,z,).
Remarque 4. Si (x1,...,2,) est une famille libre de vecteurs de E, elle engendre (x1,...,2,),
donc c’est une base de (x1,...,Ty).

Définition 12. (Dimension finie) Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension
finie s’il existe une famille génératrice finie (x1,...,x,) de E.

Théoréme 1. (de la base incompléte)
Soit E un K-espace vectoriel. Soient
— (z1,...,2p) une famille libre de E, p € N,

— (Y1,- -+, Ym) une famille génératrice de E, m € N.
Alors on peut construire une base (e1,...,e,) de E, n € N vérifiant :
1. p<m,

2. e, =x; pouri=1,2,...,p,

3. pouri>p,e; €{yi,..  Ym}-
Autrement dit on peut compléter une famille libre de E en une base en ajoutant des éléments
d’une famille génératrice.

Démonstration. On se donne (z1, ..., z,) une famille libre et (y1,. .., Ym) une famille génératrice
comme dans I’énoncé. On pose £ = (z1,...,x,) une famille libre.

(1) Si (¢) = E, c’est une base et c’est gagné.

Sinon (€) # E = (y1,...,Ym). Donc il existe i € {1,...,m} tel que y; & (£).

On remplace ¢ par €U {y;} (on ajoute le vecteur y; & la fin de &). a

On reprend & (1).

Le programme s’arréte pour ({) = E. Alors £ est une base de E. Le processus s’arréte aprés au

plus m étapes parce que (yi,...,Ym) a m éléments. O
Remarque 5. Point important : (Z1,...,%m,y;) est libre si

AMx1+ .+ Ay + py; = 0.

Sip=0, alors on a A\, =0 et la famille (x1,...,Tm) est libre.

Sip #£0, alors y; = ——(Mx1 4+ ...+ Anm) et yi € (T1,...,xm) = (£), le choiz de y; est
1 S

contraint.



On admet le résultat suivant, trés important.

Lemme 1. Soit E un espace vectoriel. Soient L une famille libre et G une famille génératrice
de E. Alors card(L) < card(G).
Corollaire 1. (Dimension et famille) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors

1. E admet une base.

2. Toutes les bases de E ont le méme nombre de vecteurs. Ce nombre d’appelle la dimension
de E et on le note dim(E).

3. Soit x = (x1,...,xp) une famille de vecteurs de E.
(a) Siz est libre alors p < dim(E) et x est une base si et seulement si p = dim(FE).
(b) Six est génératrice p > dim(E) et x est une base si et seulement si p = dim(E).
Démonstration. 1. F admet une famille génératrice y = (y1,...,Ym). Soit z la famille vide

(ne contenant aucun vecteur). z est libre. Par le théoréme de la base incompléte, il existe
une base formée des vecteurs de y.

2. Soient (z1,...,x,), famille libre, et (y1,. .., Ym), famille génératrice, deux bases de E. Par
le théoréme de la base incompléte, on a p < m et m < p. Donc m = p.

3. Soient (z1,...,z,) une famille libre et (y1,...,¥m) une base (c’est en particulier une
famille génératrice). Par le théoréme de la base incompléte, p < m = dim(E).
Si p = m, par le théoréme de la base incompléte, on compléte (z1,...,%,,) en une base
(e1,...yen) = (T1,. ., Tmy €ty .- €pn). Donc n =m. Ainsi (z1,...,%,,) est une base.
On fait de méme pour une famille génératrice.

O

En particulier, si E est de dimension n, pour montrer qu’une famille est une base, il suffit de
vérifier qu’elle a le bon nombre de vecteurs n et qu’elle est libre OU génératrice.

1.2.3 Propriétés liées a la dimension
Proposition 5. (Sous-espace vectoriel de dimension finie) Soit E un K-espace vectoriel de
dimension finie. Si F' C E est un sous-espace vectoriel de E alors

1. F est de dimension finie (cela signifie qu’il existe une famille génératrice qui engendre
F),

2. dim(F) < dim(FE),
3. dim(F) = dim(E) si et seulement si F = E.

Démonstration. Soit (eq,...,ep) une famille libre de F. Soit (g1, ...,&,) une base de E.

On sait qu’on peut prolonger (e; ..., ep) en une base (e1,...,€p, €pt1, ..., €y ) de E en complétant
(e1,...,ep) par des vecteurs pris dans (e1,...,&,) (c’est le théoréme de la base incompléte : une
famille libre de F' est une famille libre de E).

On a m =n donc p < n = dim(E). Soit (eq,...,ep) une famille libre de F' de cardinal maximal.
Alors F = (eq, ..., ep) sinon on pourrait trouver e,11 € F\(eq,...,ep,) desorte que (eq, ..., ept1)
soit une famille libre dans F' et de cardinal p+1. Ce qui contredit que (ey, ..., e,) soit une famille
de cardinal maximal.

Donc (eq, ..., ep) est une base de F' et dim(F) = p < n. On vient de démontrer les deux premiers
points.

Pour le dernier point, on remarque que si F' = E, on a bien dim(F) = dim(FE). Supposons
maintenant que dim(F') = n. Puisque F = (e1,...,¢,), on a p = n et (e1,...,e,) se compléte
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en une base de E qui a forcément n vecteurs. Donc (ey,...,e,) est déja une base de E. Ceci
implique que F = F. O

Proposition 6. (Ezistence d’un supplémentaire) Soit E un K-espace vectoriel de dimension n
et F C FE un sous-espace vectoriel. Alors F' admet un supplémentaire dans E.

Démonstration. On cherche G C E sous-espace vectoriel de E tel que FNG = {0} et F+G = E.

Par le théoréme de la base incompléte, soit (eq,...,ep) une base de F. On la compléte en une
base (e1,...,e,) de E.

Soit G = (epy1,...,en). On a & € FNG si et seulement si © € F et € G. Puisque F =
(e1,...,€ep), on a a la fois

T=Aer+...+ ey
T = fpt1€p41 + .o+ finCnp.

Donc
Aer 4.+ Apep — lpri€pr1 — ... — pnen = 0.
Or (eq,...,ey) est libre car c’est une base de E. Donc
AM=...=2=0(= ppt1 = ... = fin)-

On a donc z = 0, ce qui implique que F NG = {0}.
Soit z € E. Alors
T =MXNei+...+\en

= )\161 + ...+ )\pep+>\p+16p+l +...+ )\nen .

cF e
Donc £ = F +G. Ol

Le résultat suivant est peut-étre le théoréme le plus important de la section...

Théoréme 2. (Théoréme des quatre dimensions) Soient E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F,G C E deux sous-espaces vectoriels de E. Alors

dim(F) + dim(G) = dim(F + G) + dim(F N G).

Corollaire 2. Si F et G sont en somme directe (c’est-a-dire E = F &G = {0}) alors dim(F) +
dim(G) = dim(FE) .

Démonstration. La démonstration repose sur 'analogie avec la formule de la théorie des en-
sembles
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(A N B).

Soit Bpng = (21,...,2p) une base de F' N G. On compléte Bpng en une base de F : Bp =
(xla s Tpy Ypt1s - 7yq)'

On compléte Bpng en une base de G : Bp = (21, ..., Zp, Wpt1,. .., Wy).

On va montrer que la famille B = (21,...,Zp, Ypt+1; - - - » Yg, Wp1, - - - , Wy) €st une base de F + G.

B est une famille génératrice de F' + G car Bp génére F' et Bg génére G.
Il reste & montrer que c’est une famille libre. On considére la combinaison linéaire

p q T
dawi+ Y By + Y wwp =0
i=1

j=p+1 k=p+1

— P _ q _ T
Posons @ = 3 iy ciwi, y = 325,11 Biys et w =3y VW
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Onax+ye Fetaussiz+y=—w € G. Donc z+y € FNG. De plus z € FFNG, ce qui implique
que y € F'N G. Cela signifie que les 3; = 0 pour tous les j. On a maintenant

P r
Zaizi + Z Yewy = 0.
i=1

k=p+1

Or Bg est une base donc ; = 0 et v, = 0 pour tous les indices ¢ et k. Donc B est une base de
F+G.
Il ne reste plus qu’a compter les éléments de chaque base :

— dim(F NG) = p,
— dim(F) = ¢,
— dim(G) =,
— dim(F+G)=—-p+q+r.
On a donc dim(F) +dim(G) =q+r=q+r —p+p=dim(F + G) + dim(F N G). O

Proposition 7. (Produit cartésien et dimension) Soient E, F deuz K-espace vectoriels de di-
mension finie. Alors E x F est de dimension finie et dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

Démonstration. Soient (eq,...,e;) une base de E et (fi,..., f,) une base de F.
Alors ((e1,0),...,(er,0),(0, f1),...,(0, fp)) est une base de E x F.
Reste & démontrer que c’est effectivement une base, ce qui est laissé en exercice. O

Remarque 6. Soit E tel que dim(E) = n. Soit F C E un sous-espace vectoriel. ' est de
dimension p si et seulement si F' a une base constituée de p vecteurs ui,...,up :

F = {)\1’&1 ++)\pup7 )\k S K}

On vient de faire une description paramétrique de F', une définition en extension. Il est vrai
aussi que F' est de dimension p si et seulement s’il est donné par n — p équations linéaires
indépendantes. On parle d’une description en intension.
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