Chapitre B.4

Applications linéaires de K" dans KP




B.4.A) NOTION D’APPLICATION LINEAIRE.



Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :

¢AZ M,m(K) — ij(K)
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X') € [K")?
P X+ X)) =AX+ X)

» pour tout (A, X) € K x K"
PA(AX) = A(MX).




Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :
®p: KT — KP
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X') € [K")?
P X+ X)) =AX+ X)

» pour tout (A, X) € K x K"
PA(AX) = A(MX).




Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :
®p: KT — KP
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X’) € [K"?
Pa(X + X') = AX + AX’

» pour tout (A, X) € K x K"
PA(AX) = A(MX).




Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :
®p: KT — KP
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X') € [K")?
¢A(X + X,) = CDA(X) + q)A(XI)

» pour tout (A, X) € K x K"
PA(AX) = A(MX).




Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :
®p: KT — KP
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X') € [K")?
¢A(X + X,) = CDA(X) + q)A(XI)

» pour tout (A, X) € K x K"
PA(AX) = A(AX).




Un premier exemple
K =RouC (n,p) € [N*]2
Soit A € M, 5(K). On lui associe :
®p: KT — KP
X — AX.

Proposition. Lapplication ¢, satisfait :
» pour tout (X, X') € [K")?
¢A(X + X,) = CDA(X) + q)A(XI)

» pour tout (A, X) € K x K"
SA(AX) = Aba(X).




Généralisation
K =R ou C (p,n) € [N*]?
Définition. Soit une application ¢ : K" — KP. Si ¢ satisfait
» pour tout (X, X’) € [K"?
O(X + X') = d(X) + o(X)
» pour tout (A, X) € K x K"
O(AX) = AP(X).
on dit que ® est une application linéaire.

Exemple. Toutes les applications ®4.

Notation. On note
L(K", KP) = {®: K" — K" linéaire } .




Généralisation
K =R ou C (p,n) € [N*]?
Définition. Soit une application ¢ : K" — KP. Si ¢ satisfait
» pour tout (X, X’) € [K"?
O(X + X') = d(X) + o(X)
» pour tout (A, X) € K x K"
O(AX) = AP(X).
on dit que ® est une application linéaire.

Exemple. Toutes les applications ®4.

Notation. On note
L(K") ={$: K" — K" linéaire }.




Autres exemples/contre-exemples

Exemple.
(O R® — RR?

X

X1 — X X+ X
2 2X3 — X1

X3

Contre-exemple.
v R — R?

X

X1 s X1+X2+X3+1
2 2X3—X1

X3

n’est pas linéaire car :
V(03) # 0s.




Autres exemples/contre-exemples

Exemple.
(O R® — RR?

X
x1 s (M T Xet X
2 2X3 — X1
X3
Contre-exemple.

v R® — R?

X1
X1 Xo
X2
X3
X3

n’est pas linéaire car :

(()7+()-~ ()




Opérations sur les applications linéaires
K =RouC (p,n) € [N*]2
Proposition. Soit A € K et
(b1, 92) € LK™, KP), ¥ € L(KT, K")
alors
» &1+ &, € L(K™; KP) avec

¢1+¢22 K" — KP
X s (X)) + da(X)

» Aoy € L(K"; KP) avec

)\¢1Z K" — KP

» &0V e L(K9I; KP)




Preuve

» &, 0V est linéaire

Pour tout (X, X)) e K9et A€ Kona:
SPioW( X+ X') = o (V(X)+ V(X))
= O (W(X)) + &y (W(X)
= O;0V(X)+ d10V(X).
S0 V(AX) = d1(A\V(X))
= A0 (V(X)))
= >\¢1 o \U( )




B.4.B) APPLICATIONS LINEAIRES ET CALCUL MATRICIEL.

D



Application linéaire et combinaison linéaire
K =RouC (p,n) € [N*]2

Soit ¢ € £(K"; KP).
Pour tout (X, X') e K" et (\,\) e K2ona:

SOX +XX) = SOX) + d(NX)
= AO(X) + NO(X).




Application linéaire et combinaison linéaire
K =RouC (p,n) € [N*]2

Soit ¢ € L(K"; KP).

Supposons que
"Pour tout (Xi,..., Xk) et (A1,...,\k)ona:

® (Z A,-X;> =D A0(X)

Alors, pour tout (X1, ..., Xki1) €t (A,..., A1) ONa
k+1 k
® (Z A,-X;> = ¢ (Z AiXi + Ak+1xk+1>
i=1 i=1
k+1

= D NB(X).




Application linéaire et combinaison linéaire
K =RouC (p,n) € [N*]2

Soit ¢ € L(K"; KP).

Supposons que
"Pour tout (Xi,..., Xk) et (A1,...,\k)ona:

® (Z A,-X;> =D A0(X)

Alors, pour tout (X1, ..., Xki1) €t (A,..., A1) ONa

K1 K
P (Z )\iXi> = o (Z )\iXi> + A1 D (Xkr1)
i—1

i=1
k+1

= D NB(X).




Application linéaire et combinaison linéaire
K =RouC (p,n) € [N*]2

Proposition. Soit ¢ € L(K"; KP).

Pour tout k € N*, pour tout (Xi, ..., Xk) € [K" et
(M,..., ) €KFona:

® (Z A,-x,-> =Y AB(X)"




Conséquence
K =R ou C, (p,n) € [N*]?

Proposition. Soit (¢4, ®2) € L(K"; KP) deux applications
linéaires et (Xi,..., Xk) € [K"]¥. On a l'implication
suivante :
”¢1()(I):¢2()(I) vj€{17"’7k}',
— "¢1(X) = (DZ(X) VX e <X1, e ,Xk>”

Rappel.




Exemple

Soit
o R® — RR2
X Xy + Xo + X:
Xo — ( ! 2 3)
2X3 — X1
X3
On rappelle




Exemple

Soit
b : RS — R2

X

X1 . X{ + Xo + X3
2 2X3 — X1

X3




Exemple

Soit
b : RS — RR?

X

X1 N X1+ Xo 4+ X3
2 2X3 — X1

X3

On pose :




Exemple

Soit
(OJ RS — R2
X X1+ Xo + X
Xo — (1 2 3)
2X3 — X
X3
On pose :
1 1 1
A= (—1 0 2>
Alors

<D(e1) = Aeq (D(EQ) = Ae, ¢(E3) = Aes.




Exemple

Soit
b : RS — R2

X

X1 N Xq + Xo + X3
2 2X3 — X1

X3

On pose :

Donc & = ¢,4.




Résultat principal
K =RouC, (p,n) € [N*]?
Proposition. Soit ¢ € £(K"; KP). Notons
C,':(D(e,') Vie {1,...,n}.

et A € M, »(K) la matrice de colonnes Cy, ..., C,.
Alors ® = ¢ 4.

Rappel. e; est le vecteur de K" dont toutes les
composantes sont nulles sauf la i-ieme qui vaut 1.




En pratique

Soit
(O} RS — R2

X4

X1 — 2X2 + 4X3
() (2
X3

1 -2 4
b =Py avecA:(_1 0 2>

Alors :




En pratique

Soit
b R® — R?
X4
(Xz) — (X1 — 2X2 + 4X3)
2X3 — X
X3
Alors :
1 -2 4
d=9¢, avecA= (_1 0 2)
Remarque :

Xy —2X +4Xx3\ 1 X + (-2)x X2 + 4xX3
2X3 — Xq (D) xx; + O0xxo + 2x%xXx3




Correspondance et opérations

Proposition. Soit A € K et (¢4, ®,) € L(K"; KP),
V e L(K9 K") associées resp. a (A1, Az) € Mpn(K) et
B € M, 4(K), c’est-a-dire :

q)1 :¢A1 ¢2:¢A2 \U:q)B

Alors :
> ¢1 + ¢2 = ¢A1+A2
> APy = Dy,

> (D1 O\U:¢A1B.




B.4.C) SUR LINJECTIVITE DES APPLICATIONS LINEAIRES.

D



Applications linéaires injectives
¢ : K" — KP application linéaire
Rappel. ¢ injective <—

V(X X) € KPP "(O(X) = (X)) = (X = X')’

Exemple. & injective —
VX eK" "((X)=0,) = (X =0,)"

Définition. On appelle noyau de ¢
Kero ={XecK" tg. &(X)=0,}




Applications linéaires injectives
¢ : K" — KP application linéaire
Rappel. ¢ injective <—

V(X X) € KPP "(O(X) = (X)) = (X = X')’

Exemple. & injective —
VX eK" "((X)=0,) = (X =0,)"

Définition. On appelle noyau de ¢
Ker® = &71({0,}).




Applications linéaires injectives
¢ : K" — KP application linéaire
Rappel. ¢ injective <—

V(X X) € KPP " (O(X) = (X)) = (X = X)"

Exemple. & injective —
VX eK" "((X)=0,) = (X =0,)"

Définition. Pour A € My 5(K), on appelle noyau de A
KerA={XecK" tqg. AX=0,}.




Etude du noyau

Remarque. Calculer Ker A c’est résoudre le systeme
correspondant a I'équation AX = 0.

1 2
A:<4 2 1)

Xq
Alors X = | xo | € K® alors
X3

Exemple.

XeKerA= AX =0,




Etude du noyau

Remarque. Calculer Ker A c’est résoudre le systeme
correspondant a I'équation AX = 0.

1 2 -1
A:(4 ) 1)

Xq
Alors X = (x2> e K3 alors

X3

Exemple.

X1+ 2X2 — X3 — 0
X eKer A<— <4)(1 —2X2+X3> B (0>




Etude du noyau

Remarque. Calculer Ker A c’est résoudre le systeme
correspondant a I'équation AX = 0,.

1 2 -1
A:(4 ) 1)

X
Alors X = (x2> e K3 alors

Exemple.

X3

X € Ker A
X1 +2Xp — Xz =

<= (X1, X2, X3) solution de { A% — 2% + X3 —




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
d(X) =d(X')=0,
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
d(X) =0,




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
(X + X') = d(X)+ (X)) =0,
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
d(X) =0,




Etude du noyau

Soit ¢ : K" — KP linéaire

Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,

X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
d(X) =0,




Etude du noyau

Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :

» 0, € Ker ¢

» pour tout (X, X’) € Ker ¢,

X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
P(AX) = AP(X) =0,




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
AX € Ker ¢




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
AX € Ker ¢

Corollaire. Si Ker ¢ # {0,} alors
0,# Xp € Ker @




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire
Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
AX € Ker ¢

Corollaire. Si Ker ¢ # {0,} alors
(Xo) C Ker @




Etude du noyau
Soit ¢ : K" — KP linéaire

Proposition. Ker ¢ est un sous-espace vectoriel de K" :
» 0, € Ker ¢
» pour tout (X, X’) € Ker ¢,
X+ X' € Ker ¢
» pour tout X € Ker d et A\ € K,
AX € Ker ¢

Corollaire. Si Ker ¢ # {0,} alors
Ker ¢ est infini




Résultats principaux

Soit ¢ : K” — KP” linéaire,

Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ® estinjective
i) Pourtout X e K"ona"®(X)=0,= X=0,"
i) Ker & = {0,}.

Corollaire. On a l'implication

¢ injective — p > n.




lllustration
Soit A € M34(K) (ona3 < 4)

AX:03 <~ (50) (

* X X
* X X
* Xk X
* X X

o O o
N~ —

Algorithme de Gauss :

» Etape 0+1
x x % x 0
(&)< [0 = = x O
0 x x = 0
» Etape 2

*
* X X
o O o
N~ —

I S
(50) < 10 *
0 0 x




lllustration
Soit A € M34(K) (ona3 < 4)

o O o

* X X

*
*
k

* Xk X
* X X

AX:03 <~ (50) (

|

Le systéme échelonné est compatible et contient au
moins une variable libre :

x % % x 0
(&)< |0 x x = 0
0 0 «x =0

Ker A est infini

Donc




B.4.C) SUR LA SURJECTIVITE DES APPLICATIONS
LINEAIRES.



Applications linéaires surjectives
¢ : K" — KP application linéaire
Rappel. ¢ surjective <—

VYeKP IXeK,Od(X)=Y

Définition. On appelle image de ¢
Imé={YeK’ tg 3IXecK" oX)=Y}

Définition. Pour A € My 5(K), on appelle image de A
ImMA={YeKP tg. 3IXecK" AX=Y}




Applications linéaires surjectives
¢ : K" — KP application linéaire
Rappel. ¢ surjective <—

VYeKP IXeK,Od(X)=Y

Définition. On appelle image de ¢
Im® = &(K”")

Définition. Pour A € My 5(K), on appelle image de A
ImMA={YeKP tg. 3IXecK" AX=Y}




Calcul de I'image

Remarque. Montrer que B € Im A revient a montrer que le
systéme associé a I'équation AX = B est compatible.

1 2 -1
A:<4 2 1)

Alors B = <b1) c R2 alors
bo

Exemple.

BcimA«— 3IXcR3tg. AX=8B




Calcul de I'image

Montrer que B € Im A revient a montrer que le
systeme associé a I'équation AX = B est compatible.

1 2 -1
A:(4 ) 1)

Alors B = <b1) c R? alors
bo

BelmA

X1 +2X — X3 = by

<= J(x4, X2, X3) solution de { A% — 2%+ X3 = by




Calcul de I'image

Montrer que B € Im A revient a montrer que le
systeme associé a I'équation AX = B est compatible.

1 2 -1
A:(4 ) 1)

Alors B = <b1) c R? alors
bo

BelmA

Xy +2X— X3 = by .
= { A% — 2% + xs = by est compatible.




Poursuite de 'exemple
Soit B € R?

(5) Xy +2X— X3 = by
5 4x1 — 2%+ X3 = b
Alors

X1-|—2X2—X3 = b1
(55)‘:){ —10x, +5x3 = b, — 4by

Conclusions. A est surjective et

o] -
HDRIHRE

~ N~ O




Résolution de I'équation AX = B
A€ My ,(K)

Proposition. Pour tout B € ImA et Xg € ¢, ({B}) on a
¢, ({B}) = {Xg + X, X € Ker d,}.

Corollaire. Pour tout B € KP on a l'une des trois
situations : suivantes
» I'équation AX = B n’a pas de solution
(B¢ Im A)

» I'équation AX = B a exactement une solution
(B € Im Aet Ainjective)

» I'équation AX = B a une infinité de solutions
(B € Im A et A non-injective)




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y=0(X) Y =X
» pourtout Y elm®et A € K|
Y = ¢(X)




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y+Y =0(X)+d(X) =d(X+ X)
» pourtout Y elm®et A € K|
Y = ¢(X)




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y+Y elmo
» pourtout Y elm®et A € K|
Y = ¢(X)




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y+Y elmo
» pourtout Y elm®et A € K|
AY = AP(X) = d(A\X)




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y+Y elmo
» pourtout Y elm®et A € K|
AYelmo




Etude de I'image
Soit ¢ : K" — KP
Proposition. Im & est un sous-espace vectoriel de KP :
»0p,cimo
» pourtout (Y,Y’) € Im o,
Y+Y elmo
» pourtout Y elm®et A € K|
AYelmo

Corollaire. Pour tout A € M,, ,(K) de colonnes Cy,...,C,
ona:
ImA=(Cy,...,Cp).




Résultats principaux

Soit A € Mpn(K),

Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) A est surjective

ii) Pourtout B € KP I'équation AX = B admet au moins
une solution.

i) (Cy,...,Cp) =KP
Corollaire. On a l'implication

&4 surjective = p < n.




lllustration
Soit A € My3(K) (ona3 < 4) et B e K*

x % % by
AX=Be (&) |, - ° 223
x x x by
Algorithme de Gauss :
» Etape 0+1
kook ok ok
0 * * =%
(€5) = 0 * * x*
0 * *x =x




lllustration
Soit A € My3(K) (ona3 < 4) et B e K*

x % % by
AX=Be (&) |, - ° 223
x x x by
Algorithme de Gauss :
» Etape 2
ko ok ok ok
0 * * =
(€)= 10 0 « «
0 0 % =




lllustration
Soit A € My3(K) (ona3 < 4) et B e K*

x % % by
AX=Be (&) |, - ° 223
x x x by
Algorithme de Gauss :
» Etape 3
*x ok ok X
0 * *x
(8) =10 0 « «
0 0 0 =«




lllustration
Soit A € My3(K) (ona3 < 4) et B e K*

b S S b1

b

AX =0 (&) | - ° bi
x ok x by

Le systeme échelonné équivalent peut étre incompatible :

*

(50) 54

O % ¥ %

O O O
O O * %




B.4.D) BIJECTIVITE DES APPLICATIONS LINEAIRES.

D



Rappels

K =R ou C, (n,p) € [N*]?

Définition. Une application linéaire ¢ : K" — K est
bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

Contraintes. Soit ¢ : K" — KP linéaire bijective :

¢ injective — n<p

} = n=p
¢ surjective — n>p

Proposition.
Si ¢ : K" — KP est linéaire bijective alors n = p.




Bijectif vs inversible
Rappel. ® € L(K") est bijective si et seulement si il existe
V: K" — K" telle que
¢O\U:idKn WOq):idKn.

Remarque. W est unique etona ¥ € L(K")
"d(x)=yeto(xX)=y" =0(x+x)=y+y

Convention.

» Si ® € L(K") est bijective on dit qu’elle est inversible.
On note ® ' I'application W associée.

» GUK") = {® € L(K"),inversible}




Bijectif vs inversible
Rappel. ® € L(K") est bijective si et seulement si il existe
V: K" — K" telle que
¢O\U:idKn WOq):idKn.

Remarque. W est unique etona ¥ € L(K")
"x=V(y) et X =V() = x+x =V(y+Yy).

Convention.

» Si ® € L(K") est bijective on dit qu’elle est inversible.
On note ® ' I'application W associée.

» GUK") = {® € L(K"),inversible}




Bijectif vs inversible
Rappel. ® € L(K") est bijective si et seulement si il existe
V: K" — K" telle que
¢O\U:idKn WOq):idKn.

Remarque. W est unique etona ¥ € L(K")
V(y)+V(y)=V(y+y) deméme WV(\y)=V(y).

Convention.

» Si ® € L(K") est bijective on dit qu’elle est inversible.
On note ® ' I'application W associée.

» GUK") = {® € L(K"),inversible}




Vision matricielle
Définition. Une matrice A € M,(K) est dite inversible si il
existe B € Mp(K) tel que
(%) AB=BA= I,

Remargue. Si A est inversible :
» KerA={0,} et ImA=K"
» si B et B’ satisfont (x) alors
BAB' = B’




Vision matricielle
Définition. Une matrice A € M,(K) est dite inversible si il
existe B € Mp(K) tel que
(%) AB=BA= I,

Remargue. Si A est inversible :
» KerA={0,} et ImA=K"
» si B et B’ satisfont (x) alors
B =BAB (= B)




Vision matricielle
Définition. Une matrice A € M,(K) est dite inversible si il
existe B € Mp(K) tel que
(%) AB=BA= I,

Remarque. Si A est inversible :
» KerA={0,} et ImA=K"
» 31 B € M,(K) satisfaisant (x)

Convention.
» Si A e M,(K) est inversible. On note A ' 'unique B
satisfaisant (x).

» Gln(K) = {A € M,(K),inversible}




Deux résultats
K=RouC, neN*

Proposition Soit A € G/,(K) alors pour tout y € K" il
existe un unique x € K" tel que Ax = y.

Proposition Soit (A, B) € [G{(K)]? alors
» Al e Glp(K)et[ATT]TT=A
» AB € Gly(K) et [AB] 1 = B-1A".

Cette proposition n’est vraie que pour
le produit et en particulier pas pour la

somme de deux matrices inversibles.




Exemples

Matrices de permutation

Soit
010 010
A=1|1 0 0 B=(1 00
0 0 1 0 0 1

AB = BA=l; = A€ Gl5(R)

Ici, le fait que A~' = A est trés particulier.
Ce n’est pas le cas en général.

Alors




Généralisation

Matrices de permutation

Proposition. Soit n € N et ki, k, € {1,..., n} distincts.
Soit Plki, ko] € M,(K) définie par :
1 sii=jetid¢ {ki, k}
pij=< 1 si'i=ketj=k"ou"i=ketj=Kk"
0 sinon
Alors Plky, ko] est inversible.

Remarque. ®py, k) - K" — K" satisfait
> Ppp k)(€1) =€ sii ¢ {ki, Ka}
> Dpi, k(€K ) = €k,
> d)P[kth] (ekz) = €y
= PPk k] © Ppiky ko] = Ik




Exemples

Matrices de combinaison

Soit
1 0 0
1 00
A=|-5 4 3 B=| 2 1 _3
0 0 1 4 4 4
0 0 1
Alors

AB=BA= Iy = Ac Gl4(R)




Généralisation

Matrices de combinaison

Proposition. Soitne N, k e {1,...,n} et(ay,...,a,) € K"
tel que ax # 0.

Soit TX € M,(K) définie par :
1 sii=j#k
t,'yj—{ 0 Sll#jetl#k
a sii=Kk
Alors Tk est inversible.
Remarque. ¢ : K" — K" satisfait

> bri(e)) =e;+ aexsii#k
> (DT:(ek) = dak €.




Recherche de l'inverse

Premier essai
1 -3 0
3 —-12 -2
-2 8 2

Soit
A
VB € R® AX = B a une unique solution”

alors

"Ainversible <—

Remarque. De plus, si A est inversible A~" est donné par
la formule qui donne X en fonction de B.




Recherche de l'inverse

Premier essai

Matrice augmentée du systéme AX = B :
1 -3 0 b
3 —-12 -2 b
-2 8 2 b
Etape 1 :

1 -3 O b
0 -3 -2 b2—3b1 Lg(—L2—3L1

0 2 2 b3+ 2by Ly + L3+ 2L;4




Recherche de l'inverse

Premier essai

Travail préparatoire pour I'étape 2 :

1 -3 0 b,
0 -1 0 by+bz— by
0 2 2 byiop ) e lbth

Etape 2 :

1 -3 0 b
0 1 0 bi—bo—by| Lot —Ls
0 0 1 by+3bs/2) Ly (Ly+2Ly)/2




Recherche de l'inverse

Premier essai

Remontée :

1 0 0 4by —3b, —3b3 Ly <+ Ly + 3L
010 b—b—>bs
0 0 1 b2+3b3/2

Conclusion : Lunique solution de AX = B est

4by — 3b, — 3bs
X = by — b, — bs
bo + 3b3/2




Recherche de l'inverse

Premier essai

Remontée :

1 0 0 4by —3b, —3b3 Ly + Ly + 3L
010 by—b—bs
001 byt3by2

Conclusion : A € Gl3(R) et

4 -3 -3
Al=11 -1 -1
0 1 3/2




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans variable libre (i.e. Ker A= {0,}) alors

» le systeme échelonné équivalent a n variables
principales sur n équations différentes

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle indépendamment de
B

—> AX = B est toujours compatible




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans variable libre (i.e. Ker A= {0,}) alors

» le systeme échelonné équivalent a n variables
principales sur n équations différentes

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle indépendamment de
B

— ImA=K".




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans variable libre (i.e. Ker A= {0,}) alors

» le systeme échelonné équivalent a n variables
principales sur n équations différentes

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle indépendamment de
B

— A€ Gly(K).




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans condition de compatibilité (i.e. Im A = K")
alors

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle
» le systéme échelonné équivalent n’a jamais de
variable libre
= AX = 0, a une unique solution




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans condition de compatibilité (i.e. Im A = K")
alors

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle
» le systéme échelonné équivalent n’a jamais de
variable libre
— Ker A= {0,}.




Interprétations du calcul précedent

» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B

Soit Ae M,(K) et Be K" Sila
résolution par Gauss du systéme AX = B aboultit & un
systeme sans condition de compatibilité (i.e. Im A = K")
alors

» le systeme échelonné équivalent n’a jamais de ligne
de coefficient globalement nulle
» le systéme échelonné équivalent n’a jamais de
variable libre
= A € G(n(K).




Interprétations du calcul précedent

Soit A € M, (K),

Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Ae Gln(K)

i) Ker A={0,}

i) ImA=K"

Cette proposition n’est vraie que pour
des matrices carrées




Interprétations du calcul précedent

Soit & € £(K"),

Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) ® e GUK)

i) ® estinjective

iil) @ est surjective

Cette proposition n’est vraie que pour
des applications linéaires entre espaces

de méme dimension




Interprétations du calcul précedent

Remarques.
» Les différentes étapes du calcul ne dépendent pas de
la donnée B
» Pour calculer A~1 il suffit de calculer I'unique solution
de

AX =e

pour tout élément e de la base canonique. On
construit alors A~' en rangeant dans I'ordre les
solutions.




Algorithme de Gauss Jordan
Soit A € Mp(K)

. On écrit la matrice et a son c6té la matrice
identité de méme taille.

» On applique I'agorithme de Gauss en opérant
simultanément les combinaisons sur la matrice qui
contenait I'identité.

» A la fin de Gauss la matrice qui contenait A est
triangulaire supérieure
» sitous les coeff. diag. sont non nuls A est inversible
» sinon A n’est pas inversible




Algorithme de Gauss Jordan

» On réduit la matrice triangulaire supérieure en
opérant simultanément les combinaisons sur la
matrice qui contenait I'identité.

» Une fois la réduction finie, la matrice qui contenait A
est maintenant la matrice identité et la matrice qui
contenait la matrice identité contient A=".




Algorithme de Gauss

Exemple
Soit

A 3 —-12 -2

I
~//
| -
N

o I
w
N, O
N———

Préparation




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 |
3 —12 -2 |

2 8 2 |



Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 | 1 00
0 3 -2 | -3 1 0| L+ Lp—3L,

0 2 2 | 2 0 1) Ly Ly+2L,




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0| 100
0 -3 2] -310
0 0 2 | 0 23/ L3+3L;+2L,

—> A est inversible




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 | 1 00
0 -3 2] -310
00 2 | 0 23

—> A est inversible
B. Calcul de A~

1 -3 0] 10 0
0 -3 -2]-31 0
0 0 1 | 0 1 3/2) Ly« Ly2




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 | 1 00
0 -3 2] -310
00 2 | 0 23

—> A est inversible
B. Calcul de A~

1 301 0 0
01 0] 1 -1 —1
00 1]0 1 32 Ly + (Lo +2L4)/(—3)




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 | 1 00
0 -3 2] -310
00 2

—> A est inversible
B. Calcul de A~

100]4 -3 -3
(o 10 ] 1 —1 —1) Ly Lo+ 3l

001 |0 1 32




Algorithme de Gauss

Exemple

A. Inversibilité ?

1 -3 0 | 1 00
0 -3 2] -310
00 2 | 0 23

— A est inversible
B. Calcul de A~

4 -3 -3
Al=[1 -1 —
0 1 3/2




Justification de I'algorithme de Gauss-Jordan
A € M,(K)
Remarque.

Par construction, Si A est inversible, la matrice P
construite lors de I'algorithme de Gauss Jordan satisfait :

AP = I,

Question. A-t-on PA= 1,7




Justification de l'algorithme de Gauss-Jordan
A € M,(K) de lignes (L4, ..., Lp).

Proposition. Etant donnés ki, ko € {1,..., n}. La matrice

Plk1, ko] A est la matrice obtenue en permutant les lignes
Lk1 et Lk2 de A.

Proposition. Etant donnés k € {1,...,n} et

(ai,...,an) € K"la matrice TXA est la matrice obtenue en
remplacgant la ligne k de A par

n
Z a,-L,-.
i=1




Justification de 'algorithme de Gauss Jordan

Corollaire. Notons A%) et P |es matrices de gauche et
de droite obtenues aprés k étapes de I'application de
l'algorithme de Gauss-Jordan. On a :

PYA = A¥ quelque soit k

Remarque. En particulier, si A est inversible, a la fin de
I'algorithme de Gauss-Jordan, la matrice P construite
satisfait

PA = I,




