Chapitre B.3

Calcul matriciel



B.3.A) LES MATRICES.



Définitions
K=RouC
Définition. Etant donnés (n, p) € [N*]?, on appelle matrice

a p lignes et n colonnes a coefficients dans K un tableau
d’éléments de K contenant p lignes et n colonnes.

> A= (8 g ?) est une matrice a 2 lignes et 3

colonnes.
» Les matrices de coefficients, les matrices
augmentées de systémes sont des matrices.

M, n(K) = { matrices M & p lignes et n colonnes }




Définitions

K=RouC
Définition. Etant donnés (n, p) € [N*]?, on appelle matrice
a p lignes et n colonnes a coefficients dans K un tableau
d’éléments de K contenant p lignes et n colonnes.

> A= <2) g est une matrice a 2 lignes et 2 colonnes.

» Les matrices de coefficients, les matrices
augmentées de systemes sont des matrices.

M, (K) = { matrices M & p lignes et n colonnes }




Définitions
Définition. Une matrice carrée est une matrice qui a
autant de lignes que de colonnes.

Notation.

Mp(K) = { matrices carrées M a n lignes }

Vocabulaire.
Soit A une matrice a p lignes et n colonnes
» sip =1 Ila matrice A est dite (vecteur) ligne
» sin=1lamatrice A est dite (vecteur) colonne




Conventions

Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

» On note :
aiy aiz ... ain
doq dop ... donp
A= | . . .
ap,‘] apvz ce aP,n
ou

A= (aij)1<i<p
1<

s/sn

» On note a;; le coefficient a I'intersection de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne.




Lignes et colonnes

Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

a1 a2 ... ain

doq dpp ... d2p
A= . S .

ap71 ap72 N apyn

A est constituée de n matrices colonnes C; € M, 1(K)

ai 1 ai,n

o 4 ao n
C1 - . Cn - .

ap,1 Ap,n

appelées colonnes de A




Applications

Notations. Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

a1 a2 ... ain

doq dop ... don
A= . S .

ap71 ap72 . e apyn

A est constituée de p matrices lignes L; € M ,(K)
Ly = (31,1 aip ... a1,n)

appelées lignes de A.




Opérations sur les matrices
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Définition. Etant donnés (A, B) € [Mpq(K)]2 et A € K, on
note
> A+ B=(aij+ bij)i<i<p
1<<

J<

> M = (Aai))1<i<p
1]

YA

On ne peut additionner que
des matrices de méme taille




Exemple

Parmi les opérations suivantes, dire lesquelles
sont bien définies et donner leur valeur le cas échéant

123 10
A:2(012>+3<o 1)7
10 10
B=|[2 1|+2[ 1 1
3 2 1 2

10
2 1 —2(_01 ?)
3 2

C




Exemple

Parmi les opérations suivantes, dire lesquelles
sont bien définies et donner leur valeur le cas échéant

1 2 3 10
Azz(o 1 2>+3<o 1>’
10
B=|4 3
5 6
10
cC=12 1 —2(_01 ?)
3 2




Le K-espace vectoriel (Mp n(K), +, *)

K =RouC, (n,p) € [N*]?

Proposition. Etant donnés (A, B, C) € M, »(K) et
A, dans K

» A+B=B+A
» A+(B+C)=(A+B)+C
> A+ (0)1<icp, = A

1<j<n
> on peut construire une matrice D € M, ,(K) tq
A+ D=0,
> A+ u)A= XA+ LA
» \(A+B)=)A+)B
> ApA) = (An)A, 1+sA=A




Le K-espace vectoriel (Mp n(K), +, *)

K =RouC, (n,p) € [N*]?

Proposition. Etant donnés (A, B, C) € M, »(K) et
A, dans K

» A+B=B+A

» A+(B+C)=(A+B)+C

> A+0pn=A

> on peut construire une matrice D € M, ,(K) tq
A+ D=0,

> A+ pu)A= ) A+ LA

> \(A+B)=)A+)B

> ApA) = (An)A, 1+sA=A




Décomposition d’une matrice
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Définition. Pour tout ip € {1,...,p}etjo€{1,...,n}on
note Ej ;, € My »(K) de coefficients donnés par :

1 Sii:ioetj:jo,
e =
H 0 sinon.

Exemple. Pourn=p=2

10 0 1
Ein = <o o) Ere = (o o)
00 00
Far = (1 o) Faz = <o 1)




Décomposition d’une matrice
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Définition. Pour tout ip € {1,...,p}etjo€{1,...,n}on
note Ej ;, € My »(K) de coefficients donnés par :
1 Sii:ioetj:jo,
€ij= .
0 sinon.

Exemple. Pourn=p=2

Avec ces notations :

<_22 ?) =2E11+3E12—2E1 + Epp.




Décomposition d’une matrice
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Définition. Pour tout ip € {1,...,p}etjo€{1,...,n}on
note Ej ;, € My »(K) de coefficients donnés par :

0:J0
1 Sii:ioetj:jo,
el?j = H
0 sinon.

Exemple. Pourn=p=2

Avec ces notations :

ais a2
=ai1Ei1+ai2Ei2+ a1E + asbon.
doq a2




B.3.B) PRODUIT DE MATRICES.



Définition du produit matriciel

Définition. Soit (p, n, g) € [N*]® et deux matrices
A€ Mpn(K) Be M;q(K).

On note C = AB € M, 4(K) dont les coefficients sont
donnés pas :

Clj_zalkbkj ’./ 6{1 7p}><{177q}

Avant de multiplier des matrices, il faut vé-
fi rifier que le produit est compatible :

Mpn(K) x M q(K)




En pratique

Ac M273(R), B e M374(R) = AB ¢ M274(R)




En pratique




En pratique




En pratique




En pratique

+ B« -+

2 * -2




En pratique




En pratique

(-1 2 4) (—5 0 -6 19
2 5 7 12 16 —-18 3




En pratique

(-1 2 4) (—5 0 -6 19)
2 5 7 12 16 —-18 3

5 0 -6 19
AB:<12 16 —18 3)




Propriétés du produit matriciel
K=RouC, (np,q,r)c [N]*

Proposition. Soit A, B, C des matrices et A € K.
> si A€ Mpn(K) et (B,C) € [Mpq(K)]?
AB+ C)=AB+ AC
> si (A, B) € [Mpa(K)]? et C € M, 4(K)
(A+B)C=AC+ BC
> siAe Mpn(K) et Be M;,q(K)
(M)B = \(AB) = A(\B)
> siAe Mpn(K), Be M, q(K)et Ce Mg (K)
A(BC) = (AB)C




Mises en garde

Le produit matriciel n’est pas
commutatif !

Contre-exemples.
> Ac Mys(K) et Be Mj4(K) alors
AB existe ((A, B) € Mz3(K) x M34(K))
BA n'existe pas ((B, A) € M34(K) x M3 3(K))

> Ac M2’3(K) et Be M372(K) alors
AB € MQ’Q(K) ((A, B) € Mg?s(K) X Msg(K))
BA € M35(K)  ((B,A) € M32(K) x M23(K))




Mises en garde

Le produit matriciel n’est pas
commutatif !

Contre-exemples.
> on pose

>

vy ]
>
o =N
O_L_I.
_L_LO
~_ —

oy)

>

Il
~
O_L_L
o
~




Une matrice particuliére
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Etant donnée n € N* on note :

10 ... 0
0 1 0

In: . .. . GMn(K)
00 ... 1

Cette matrice s’appelle la matrice identité.
Proposition. Etant donnée A € M, ,(K)on a:

Al = A A= A.




B.3.C) MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES.



Produit matrice ligne/matrice

(1 2 4) (-5 0 -6 19)




Produit matrice ligne/matrice
1 2 2 1
2 -1 0 4
0 1 2 3
(1 2 4) (-5 0 -6 19)

(<5 0 —6 19) = (~1)«(1 2 -2 1)
+2x(-2 —1 0 4)
+4%(0 1 -2 3)



Interprétation du produit matrice ligne/matrice
K =RouC, (n,p) € [N]?

Proposition. Soit A € My »(K) et (L4, ..., Lp) ses lignes.
Pourtout Y = (y1 ... Jyp) € Mip

ona
YA:y1L1 +...+prp.




Interprétation du produit matrice ligne/matrice
K =RouC, (n,p) € [N]?

Proposition. Soit A € My 5(K) et (L4,. .., Lp) ses lignes.
Pourtout Y = (y1 ... Jyp) € Mip

ona p
YA= >yl
i=1




Produit matrice/matrice colonne



Produit matrice/matrice colonne

8

L) )



Interprétation du produit matrice/matrice

colonne
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Proposition. Soit A € My 5(K) et (Cq, ..., Cy,) ses
colonnes.
X4

Pourtout X = | : | € M,
Xn

on a
AX = x1Cy + ...+ x,C,.




Interprétation du produit matrice/matrice

colonne
K =RouC, (n,p) € [N*]?

Proposition. Soit A € My 5(K) et (Cq, ..., Cy,) ses
colonnes.
X

Pourtout X = | : | € My
Xn
ona

n
AX =" xG;.
Jj=1




Réecritures du produit matrice/matrice

COl&oﬂQ\ € M3(R), (B, X) € [M31(R)]?

1 —1 2 b1 X1
A=|2 2 5| B=|bk| X=[x
1 2 3 bs X3

alors
X1 — Xo + 2X3 b1
AX=B <« 2X1 — 2Xo + 5X3 = bz
X1 4+ 2Xo + 3X3 bs
"Xy + Xo + 2X3 = b1”
— et "2x1—2X% +5x3 = by
et ”X1 + 2X2 =+ 3X3 = b3”




Réecritures du produit matrice/matrice
COlé)Olt e M3(R), (B, X) € [M31( )]2
1 —1 2 b; Xq
A=[2 25| B=(b]| X=|x
1 2 3 bs X3
alors

X1 — Xo + 2X3 b1
AX=B <+ 2X1 — 2Xo + 5X3 = b2

Xy + 2Xo + 3X3

X1—|—X2—|—2X3 = b1
— 2Xy —2Xo +5x3 = bo

X1 + 2X2 + 3X3




Equivalence

Proposition. Etant donné un systéme S a ninconnues

» de matrice augmentée A dont on note B la derniére
colonne
» de matrice de coefficients A.

(x1,...,Xn) € R" est solution du systéme S si et
seulement si

X — . G Mn,1 (R)

satisfait
AX = B.




