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Chapitre B.1

Géométrie affine et vectorielle




B.l.A) POINTS ET VECTEURS.



Rappels

Repeéres, cordonnées dans le plan

Convention :
> x abscisse
» y ordonnée

A |dentification :

A(XA, yA) < ]Rz

A 4




Rappels

Repeéres, cordonnées dans le plan

YA-

v

Convention :
> x abscisse
» y ordonnée

|dentification :

(xA,yA) € Rz




Rappels

Vecteurs
T Deux points définissent un
vecteur :
A(Xa,¥a) B(xs,Ys)
A
/ﬁ _ (XB - XA)
Y8 —Ya)
B
Remargue : On notera
(0]

AB € R2.




Rappels

Vecteurs
1 Deux points définissent un
vecteur :
A(Xa,¥a) B(xs,Ys)

ya{--—----"----- TA

| aB—(ja ).

| B — YA
Loy

, Remarque : On notera

@) XB XaA

AB € R2.




Rappels

Vecteurs

1 Deux points définissent un
vecteur :

A(Xa,ya) B(xs,¥s)

8- ()

YB—VYa

. Remarque : On notera

AB € R2.




Points et vecteurs

A tout point du plan on peut associer un vecteur

H
Axayn)  — OA:(x)

En particulier, 'ensemble des vecteurs est noté R2.

A tout vecteur de R? on peut associer un
point du plan

u= (u1> — Aus, p)

u>

Distinguer point (en ligne) et
vecteur (en colonne)




Opération point-vecteur
Définition [Translation] Soit
un vecteur u € R?

- (&)

On définit 'application "trans-

A. lation de vecteur u" comme
g ci-dessous :
(@]
Tu: R? R?

—
(Xa, ¥a) — (Xa+ Ui, ya+ Uo)




Opération point-vecteur
Définition [Translation] Soit
un vecteur u € R?

o= (i)
U>
/ On définit I'application "trans-
lation de vecteur u" comme

ci-dessous :

(Xa, ¥a) — (Xa+ Ui, ya+ Uo)




Opération point-vecteur
Définition [Translation] Soit
un vecteur u € R?

o (i)
U>
B & & . . .
u On définit I'application "trans-
lation de vecteur u" comme

ci-dessous :

(Xa, ¥a) — (Xa+ Ui, ya+ Uo)




Rappels

Repéres, cordonnées dans I'espace

4 Convention :
> x abscisse
» y ordonnée
A » z cote

Identification :

> A(Xa, Ya, Za) € R®




Rappels

Repéres, cordonnées dans I'espace

1 Convention :
> x abscisse
P77 EE—— . » y ordonnée
A > Zz cote

Identification :

A(Xa, Ya, Za) € R®

0 2




Rappels

Repéres, cordonnées dans I'espace

1 Convention :
> x abscisse
P77 EE—— . » y ordonnée
A > Zz cote

Identification :

> (Xa, Ya, 2a) € R®




Rappels

Vecteurs

Deux points définissent un
vecteur :

A(Xa, Ya, Za) B(Xs, ys, Z)

A X — Xa
5 ’ﬁ(yByA)

ZB — ZaA

W

Remargue : On notera

AB € R®,




Rappels

Vecteurs
Deux points définissent un
T vecteur :
A(Xa, Ya, 2a) B(Xs, Y8, Z8)

ZA/ ************* 7
ﬁ/,/, 7777777777 P
; A XB — XA
! 4,,,,,8 3 AB = YB—Ya
: zgt ¢’ ! Zg — Za
: XB 1 ! (Y
/0O VB Ya
! Remargue : On notera
A

AB € R®,




Rappels

Vecteurs
Deux points définissent un
T vecteur :
A(Xa, YA, Za) B(xs, Y8, Z8)
ZA/ ************* 7
(Leleeeanaeass L - x
‘ | B — AA
! AQ/ 3 AB = YB—Ya
: Zgl’! ¢’ ! Zg — Za
: XB 1 ! (Y
/O VB Ya
! Remargue : On notera
A

AB € R®,




Points et vecteurs

A tout point de I'espace on peut associer un

vecteur
XA
_>
A(Xa, ya, Za) — OA=|ya
ZA

En particulier, 'ensemble des vecteurs est noté R3.

A tout vecteur de R3 on peut associer un
point de I'espace

tn
u= | w — A(uy, Us, Us)
Us




Opération point-vecteur

Définition [Translation]
Soit un vecteur u € R?

On définit 'application "translation de vecteur u" comme
ci-dessous :

(Xa, Ya,2a) — (Xa+ Ui, Ya+ Uz, Za+ Us)




Généralisations

Géométrie en "dimension n"
Soit n un entier non-nul.
» Un n-uplet est associé a un point de I'"espace a n

dimensions"
Exemple © A(X1, X2, ..., Xp) € R”

» Deux points de I""espace a n dimensions" définissent
un vecteur :
Exemple : A(X1, X2, ..., Xn) B(Y1,...,¥n)

Yi—X
,ﬁ: : e R".

Yn — Xn




Généralisations

Géométrie en "dimension n"

Soit n un entier non-nul.

» Un n-uplet est associé a un point de I'"espace
complexe a n dimensions”
A(X1, X2, ..., X,) € C"

» Deux points de I""espace complexe a n dimensions
définissent un vecteur :
AX1,Xo,....Xn) BW1,---,¥n)

Yi—X
AB — : e C".

Yn — Xn




Opération point-vecteur

dans I'espace "a ndimensions" K =R ou C

Définition [Translation]
Soit un vecteur u € K"

On définit 'application "translation de vecteur u" comme
ci-dessous :
Tu . Kn —> Kn
— (X1 + Uty ..., Xn + Up)




Définition de matrice

Définition. Etant donnés (n, p) € [N*]?, on appelle matrice
a p lignes et n colonnes a coefficients dans K un tableau
d’éléments de K contenant p lignes et n colonnes.

Définition. Une matrice carrée est une matrice qui a
autant de lignes que de colonnes.

M, (K) = { matrices carrées M a n lignes }

Soit A une matrice a p lignes et n colonnes
» si p =1 la matrice A est dite (vecteur) ligne
» sin=1lamatrice A est dite (vecteur) colonne




Conventions

Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

» On note :
aiy aiz ... ain
doq dop ... donp
A= | . . .
ap,‘] apvz ce aP,n
ou

A = (aij)1<i<p
1<j<n

» On note a;; le coefficient a I'intersection de la i-ieme
ligne et de la j-ieme colonne.




Lignes et colonnes

Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

a1 a2 ... ain

doq dpp ... d2p
A= . S .

ap71 ap72 N apyn

A est constituée de n matrices colonnes C; € M, 1(K)

ai 1 ai,n

o 4 ao n
C1 - . Cn - .

ap,1 Ap,n

appelées colonnes de A




Applications

Notations. Soit A une matrice a p lignes et n colonnes.

a1 a2 ... ain

doq dop ... don
A= . S .

ap71 ap72 . e apyn

A est constituée de p matrices lignes L; € M ,(K)
Ly = (31,1 aip ... a1,n)

appelées lignes de A.




B.1.B) NOTIONS D’ESPACE VECTORIEL



Opérations sur les vecteurs
K=RouC,n>2
Définition [somme, multiplication par un scalaire]
Etant donnés
> u et v deux vecteurs de K"
» A e K
on définitw — u + vetx = \x«upar
Uy + vy AUj
w= : ;o X=1
Un+ vy AU,
Exemple :

) )




Opérations sur les vecteurs
K=RouC,n>2
Définition [somme, multiplication par un scalaire]
Etant donnés
» u et v deux vecteurs de K”
» A e K
on définitw = u + v et x = \u par
Uy + vy AUj
w= : ;o X=1
Un+ vy AU,
Exemple :

) )




Opérations sur les vecteurs

Proposition
Etant donnés u, v et w trois vecteurs de K", A et x dans K
> u+v=v+u

> u+(V+w)=(Uu+v)+w
» u+0,=u
» on peut construire un vecteur x € K" tq

u+x=0,
(A4 p)u=Au+ pu
AU+V) =AU+ v
A(pu) = (Apju
1xu=u

vvyyvyy

Remarque : On dit que (K", +, %) est un K-espace
vectoriel.




Opérations sur les vecteurs

Proposition

Etant donnés u, v et w trois vecteurs de K", A et x dans K
> u+v=v+u

U+ (v+w)=(u-+v)+w

u+0,=u

on peut construire un vecteur x € K" tq

vvyy

u+x=0,
(A4 p)u=Au+ pu 0
AU+V)=Au+ v 0,=|:
A(pu) = (Apju 0
1xu=u

vvyyvyy

Remarque : On dit que (K", +, %) est un K-espace
vectoriel.




Combinaison linéaire de vecteurs

Définition. Etant donné un entier k > 2 et

» u ... u® des vecteurs de K"
> A XK des éléments de K
on appelle combinaison linéaire des uM, ..., u® de

coefficients A() ..., AX(¥) |e vecteur

ADUM 4 Ak

Exemple : XD =2 et \®) = —1

2 1 3
(1 — (2 — MM @u® =
u = (7). we—(g) . A (3)




Combinaison linéaire de vecteurs

Définition. Etant donné un entier kK > 2 et

» u ... u® des vecteurs de K"

> A K des éléments de K
on appelle combinaison linéaire des u, ..., u® de
coefficients A() ..., A(%) |e vecteur

k
3 A0u0)
j=1

Exemple - XD =2 et \@) = —1

2 1 3
M — 2 — (MM 2)y(2) —
u _(1>, u _<O)’ AUt + A9 _(2>




Sous-espace (vectoriel) engendré

Définition. Etant donné un entier k > 1 et une famille
u™. ... u® de k vecteurs de K", on appelle espace

engendré par les u™_ ... u® le sous-ensemble de K"
défini par :

™, ... u®) = {combinaisons linéaires des u™, ... u®} .
Exemples :

» Pour tout vecteur u de K", on a :
(u) = {tu, t € K}.

> Pour e(') = (8) . e® = (?) .ona:

(e e®) = K2




Sous-espace (vectoriel) engendré

Définition. Etant donné un entier kK > 1 et une famille
u™. ... u® de k vecteurs de K", on appelle espace
engendré par les u™_ ... u® le sous-ensemble de K"

défini par :
)y = {Z)\”u A ) eK"} :

Exemples :
» Pour tout vecteur u de K", on a :

(u) = {tu, t € K}.

» Pour e(') = (8) . e = (?) .ona:

(e e®) = K2




Sous-espace vectoriel de K”

Proposition. Soit E un sous-espace de K" engendré par
des vecteurs u, ... u®) de K". Alors,on a :

» le vecteur nul est un élément de E
» pourtoutue Eetve E,u+vekE
» pourtout \ e Ketue E, \u € E.

Définition. Soit E un sous-ensemble de K”. Sion a:
» le vecteur nul est un élément de E
» pourtoutuc Eetve Elu4+vekE
» pourtout \ e Ketue E, \ue E.

on dit que E est un sous-espace vectoriel de K",




Sous-espace vectoriel de K”
Parmi les ensembles E suivants, lesquels sont
des sous-espaces vectoriel de R”.
> E=TR"
> pourn=2 E = {(;) ethquuex2+y2:1} ,

14+t
» pourn=23, E = t ,teER
—t

t+s
> pourn=3, E = t—s| ,(ts)eR?
2t

Si ce sont des sous-espaces vectoriels, dire s’ils sont
engendré par une famille finie de vecteurs.




B.l.C) RETOUR A LA GEOMETRIE



Notion de droite affine

Définition. Etant donnés A(xa, ya) un point du plan et u un
vecteur de R? non nul on appelle droite affine passant par
A et de vecteur directeur u le sous-ensemble Dx[u] du
plan défini par :

DA[U] = {Ttu(A)a te R}

Par les coordonnées, on a la définition
équivalente :

Dalu] = {(Xa + tus, ya + tuz), teR}.

Proposition. Etant donnés deux points distincts A et B, il
existe une unique droite (affine) passant par A et B.




Notion de droite affine

Définition. Etant donnés A(Xxa, ¥a, Za) un point de I'espace
et u un vecteur de R3 non nul on appelle droite affine
passant par A et de vecteur directeur u le sous-ensemble
Dy[u] du plan défini par :

DA[U] = {Ttu(A)a te R}

Par les coordonnées, on a la définition
équivalente :

DA[U] = {(XA+ tU1,yA—|—tU2,ZA+tU3), t e R}

Proposition. Etant donnés deux points distincts A et B, il
existe une unique droite (affine) passant par A et B.




Notion de droite affine

Définition. Etant donnés A(xi,. .., X,) un point de I'espace
a ndimensions et u un vecteur de K” non nul on appelle
droite affine passant par A et de vecteur directeur u le
sous-ensemble Da[u] du plan défini par :

DA[U] = {Ttu(A)a te R}

Par les coordonnées, on a la définition
équivalente :

Dalu] = {(x1 + tuy, ..., x, + tup), teR}.

Proposition. Etant donnés deux points distincts A et B, il
existe une unique droite (affine) passant par A et B.




Notion de droite vectorielle

Toutes les droites de méme vecteur directeur
(=paralleles) partagent la méme "direction"”.

Définition. Etant donné u un vecteur de K" non nul on
appelle droite vectorielle dirigée par u le sous-ensemble
de K" défini par :

Dlu] = {tu, teR}

Proposition. Etant donné u un vecteur de K" non nul, on a
Diu] = (u).

Une droite vectorielle se "dessine" comme
une droite affine passant par l'origine.




Droites vectorielles, droites sécantes

Proposition Etant donnés deux vecteurs u et v de K”, on
a deux possibilites

i) il existe t et s dans K non tous deux nuls tels que
fu+sv=_0
alors (u,v) = (u) ou (u,v) = (v).
i) pour tout (t, s) € K2 on a I'implication
(tu+sv=0)=(s=0ett=0)

alors (u) U (v) C (u,v) avec (u) U (v) # (u,v)




Droites vectorielles, droites sécantes

» Siuou v sont nuls, on est dans le cas i).

> Siu#0
Cas i) situ+ sv =20 alors

s#0ettu+sv=0

Cas ii) On appelle plan vectoriel
ensemble (u, v).




Droites vectorielles, droites sécantes

» Siuou v sont nuls, on est dans le cas i).
» Siu#0
Cas i) situ+ sv=0alors
s#0etv= —Iu
s

Cas ii) On appelle plan vectoriel
'ensemble (u,v).




Droites vectorielles, droites sécantes

» Siuou v sont nuls, on est dans le cas i).

> Siu#0
Cas i) situ+ sv =20 alors

v est colinéaire a u

Cas ii) On appelle plan vectoriel
ensemble (u, v).




Notion de plan affine

dans l'espace (a n dimensions n > 2)

Définition. Etant donnés A(xi, ..., X,) un point et u, v deux
vecteurs non-colinéaires de K”, on appelle plan affine
passant par A de plan directeur (u, v) le sous-ensemble
Palu, v] de K" défini par :

Palu,v] = {Tw(A), we (uv)}

On a la définition équivalente :

Proposition. Etant donnés trois points du plan non-alignés
A, B et C il existe exactement un plan passant par A, B et
C.




Notion de plan affine

dans l'espace (a n dimensions n > 2)

Définition. Etant donnés A(xi, ..., X,) un point et u, v deux
vecteurs non-colinéaires de K”, on appelle plan affine
passant par A de plan directeur (u, v) le sous-ensemble
Palu, v] de K" défini par :

Palu,v] = {Tw(A), we (uv)}

On a la définition équivalente :
Palu,v] = {(x; +tus+8us, ..., Xp+tup+8v,), (t,s) € K?}.
Proposition. Etant donnés trois points du plan non-alignés

A, B et C il existe exactement un plan passant par A, B et
C.




Propriétés des plans affines

» Le seul plan affine du plan est lui-méme

» Sion oublie de vérifier que u et v ne sont pas
colinéaires, il peut arriver que (u, v) soit une droite
vectorielle et Pa[u, v] une droite affine ... voire un
point.




