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TD 3 : Applications linéaires, rang et Théoréme du rang

Applications linéaires

Exercice 1 :

Les applications suivantes sont-elles linéaires 7 Si oui, en déterminer le noyau et 'image.

f:R? 5 R? g:C*=C h:R?* - R?

(JJ, y) = (xQ - y27 xy), (x7 Y, Z) = 2z — y+z, (fB, y) = (SiIl(fﬂ) + Sil’l(y), COS(:E) - COS(y)).

Exercice 2 :
Les applications suivantes sont-elles linéaires (on considére les ensembles écrits munis de leurs

additions et dilatations usuelles) ?
p:C([0,1) =R P : Py — Po n:CYN - N
f — f(o)f(1)7 p(x) = p(CE - 2)u (un)nGN — (u2n)n€N~

La notation Py désigne ici les fonctions polynomiales de degré 2 définies sur R.

Exercice 3 :
Soit la matrice

1 2 0
A=10 -1 2
1 0 1

1. On pose E = {(z,y,2) € R3| 2 + 2y — 2 = 0}. Déterminer une base de I'image de E par
A puis une équation qui la caractérise.

2. On note e = (1,1,3) € R3 et on pose F' = vect(e). Donner une base de I'image réciproque
de F par A.

Rang et théoréme du rang

Exercice 4 :
Calculer la dimension de 'image de chacune des matrices suivantes en fonction du parameétre
aeR:

1 1 -1 2 1 a a a
0 1 a
1 0 -1 a 1 1 1 a 1 a a
4 3 0 ’ 1 -1 3 =3}’ a a 1 a
4 2 0 a a a a 1



Exercice 5 :
Dans les cas suivants, déterminer, sans calcul de base, la dimension de F.

1. F={(z,y,2) €R3| x — 2y + 32 =22 — y = 0},

2. F={(z,...,02,) € R¥"| 30| 20; = 31"y Ti41 = 0},
3. F={(z,y,2,t,u) ER®| 2 —y+2—t+u=a+2y+z—2t=x—4y+2z—2t+3u=0}.

Exercice 6 :
Soit n € N*. Dans M,,(R), on note

Sp(R)={A e M,[R), t.q A=A"}
An(R) = {A e M,(R), t.q A=—AT}.

1. Calculer la dimension de S3(R) et la dimension de Az (R).

2. Montrer que, pour tout n € N*|
dim(S,(R)) + dim(A,(R)) = dim(M,(R)).

3. En déduire que toute matrice de M, (R) se décompose de maniére unique comme la somme
d’une matrice symétrique de S, (R) et d’une matrice de A, (R).

Pour aller plus loin

Exercice 7 :
Soit E = R* et F = R2. On considére H = {(z,y,2,t) € RY 2 = y = 2z = t}. Existe-t-il des
applications linéaires de E dans F dont le noyau est H?

Exercice 8 :
Soit E un espace vectoriel et f,g € L(E, E). Démontrer que

E = Im(f) + Ker(g) & Im(g o f) = Im(g).

Exercice 9 :

1. Démontrer que pour tout z € E, x # 0, il existe un scalaire A, tel que f(z) = A\ 2.
2. Soient z,y € E \ {0}.

(a) Comparer A, et A, lorsque (z,y) est liée.

(b) Comparer A, et A, lorsque (z,y) est libre.

3. En déduire que f est une homothétie.



