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Chapitre 1

Introduction

1.1 A propos de ces notes

Ce formulaire accompagne le cours HAP931P “Théorie quantique des champs” de la deuxieéme
année du master “Cosmos, champs et particules” a la faculté des sciences de 1’Université de Mont-
pellier. En ce moment il contient surtout les formules et trés peu d’explications. De plus, il contient
sans doute toujours des erreurs typographiques et manque des signes perdus — merci de me le
signaler si vous trouvez I'un ou l'autre (felix.bruemmer@umontpellier.fr).

Les prérequis pour ce cours sont des connaissances au niveau de la licence et du M1 en physique
théorique : Mécanique analytique, théorie des champs classiques (électrodynamique), relativité
restreinte, mécanique quantique avancée, introduction a la physique théorique des particules. Coté
mathématique, des connaissances élémentaires de 1’analyse complexe et de I’analyse fonctionnelle
seront utiles.

Littérature et sources pour ce texte et le cours :

e M. E. Peskin and D. V. Schroeder, An Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books
1995.

e M. Srednicki, Quantum Field Theory, Cambridge Univ. Pr. 2007.

e P. Ramond, Field Theory : A Modern Primer (2nd ed.), Westview 2001.

o A. Zee, Quantum Field Theory in a Nutshell, Princeton Univ. Pr. 2003.

e M. Schwartz, Quantum Field Theory and the Standard Model, Cambridge Univ. Pr. 2014.
e S. Weinberg, The Quantum Theory of Fields vols. I, II, Cambridge Univ. Pr. 2000.

e Notes de cours en ligne par M. Gaberdiel (Zurich), M. G. Schmidt (Heidelberg), D. Tong
(Cambridge), T. Weigand (Heidelberg).

1.2 Motivation et apercu

A quoi sert la TQC?
Problemes de la mécanique quantique : Non-relativiste dans sa formulation habituelle (éq. de
Schrodinger n’est pas invariant par Lorentz, le temps joue un role spécial). Nombre de particules
fixe, impossible de décrire diffusion inélastique et désintégration. Solution : TQC.
Domaines d’application :

e physique des particules élémentaires a hautes énergies

e physique nucléaire et hadronique

e cosmologie

e physique statistique (pas forcement TQC relativiste)



matiere condensée (TQC non relativiste)

Apercu du cours :

Observables (en physique des particules & hautes énergies) = sections efficaces de diffusion,
taux de désintégration.

Données par les éléments de la matrice S (aux facteurs cinématiques pres).

Matrice S = opérateur unitaire dont les éléments de matrice sont les amplitudes de transition
entre un état “incident” |i) &t — —oo et un état “final” |f) & ¢ — +oo = les amplitudes
quantiques de probabilité de passer de |i) & |f).

Calcul des éléments de la matrice S : résidus des fonctions de correlation en ordre chrono-
logique sur couche de masse transformées par Fourier, d’apres la formule de réduction de
LSZ.

Partie majeure de ce cours : Calcul de ces fonctions de correlation.
Outil principal : I'intégrale de chemin de Feynman évaluée en théorie des perturbations.

Aux ordres supérieures en théorie des perturbations, résultats souvent donnés par des
intégrales impropres divergentes. Nécessité de régulariser et renormaliser la théorie afin
d’obtenir des réponses finies aux questions physiques.

Le formalisme est le plus simple pour des champs scalaires (de spin 0), qui nous serviront
comme premier exemple. Mais il s’applique, avec quelques modifications, aussi aux champs
de spin 1/2 (fermions) et de spin 1 (bosons de jauge), ce qui permet de traiter des théories
réalistes comme 1’électrodynamique quantique — fin du cours.



Chapitre 2

Théorie relativiste des champs

classiques

2.1 Rappel de la relativité restreinte

Métrique de Minkowski en signature (+ — ——) :
+1
-1
g= (g;w) = -1
-1
gM¥ = métrique inverse, mémes coeflicients car
+1 +1
-1 -1
VA __ _
(Gug”") = 3 1 =1.
-1 -1

Ici et partout : convention de sommation,

3
a,bt = Z a,bt = aoh® + a1b' + agb?® + asb®
pn=0

ou les indices sont levés et abaissés avec la métrique,

& L, et (u=0) v
=0

Transformations de Lorentz propres orthochrones A € SOT(3, 1):

ATgh =g, det A = +1 (propre), AY > 0 (orthochrone) .

Les coordonnées de I'espace-temps

z=(z") = ( ; ) (convention : ¢ = 1)

se transforment comme un vecteur de Lorentz :

r — Ax.

(2.4)

(2.5)



Dérivées par rapport a x :

0 0 -
9
O = g, = ( 2 ) (2.9)
32

2.2 Champs classiques

L’équation de Schrédinger (convention : i = 1)

0
i) = HIY) (2.11)

n’est pas covariante de Lorentz : linéaire en temps mais quadratique en espace, p.ex. pour une

p -
particle libre : H = 2 = f%. Mécanique quantique : temps = parametre du systéme, pas un

opérateur ; espace = (valeur propre de 1’)opérateur de position. TQC : espace devient un parametre
également.

Représentation de Heisenberg : opérateurs en mécanique quantique dépendent du temps.
Opérateurs en TQC dépendent du temps et de Iespace de fagon covariante : ®(t) — D(¢, 7).
Les états (= vecteurs de U'espace de Hilbert) sont indépendants de I’espace-temps, contrairement
a la représentation de Schrodinger.

Les champs quantiques sont alors des fonctions de l'espace-temps a valeur opérateur. Mais dans
ce chapitre on va d’abord considérer des champs classiques : fonctions de ’espace-temps a valeur
réelle ou complexe.

Quantité fondamentale : action S.

Trois postulats : S est une fonctionnelleEI
1. réelle (observables = réelles; en MQ lié & la conservation de probabilité),
2. invariante par les transformations de Lorentz (théorie relativiste),
3. locale (structure causale)

sur ’espace des champs @;.

Localité :

S[®;] = /d% L(®i(z),0,P:(),0,0,P;(x),...) (2.12)

ou la fonction £ (densité lagrangienne, “lagrangien”) dépend des champs et d’un nombre fini de
leurs dérivées a un seul point x de l'espace-temps. Cf. formalisme lagrangien de la mécanique
classique,

ﬂw:/wuamﬂmm> (2.13)

Invariance : Postulat 2. = £ est une fonction scalaire, £ = £ (aux dérivées totales pres, voir
ci-dessous), puisque

S = 8§ = /d4x detA L' =8 (2.14)

avec det A = 1.

1. Une application qui associe a une fonction un nombre, voir annexe



Principe fondamental : principe de moindre action.

Chemin classique (dans l’espace de configuration des champs) <+ action stationnaire,

08
0P,

= 0. (2.15)

Cf. les trajectoires classiques en mécanique vérifiant g—j =0.
i

On a
)
S[®; + 0®;] = S[®,] + 53, 0% + O (][604]?)
oL oL oL
_ . 4 ) )
_S[<I>Z]+/d x (6@ * 50, @)a 0D, +8(8M61,<I’i)8“8”5¢1+"'
oL oL

4

_— — — ... | 0D,
+ O (||o®:]] )

Troisieme égalité < intégrations par parties, P, et toutes ses dérivées supposées de s’annuler &
I'infini.

Alors d’apres Eq. (2.15)

oL oL oL

(équations de mouvement).

Quatrieme postulat :

4. L’action est telle que les équations de mouvement sont au maximum de second ordre en
temps (et alors en espace aussi, grace a la covariance relativiste).
Cf. mécanique : F = m 2.
Implication : £ peut dépendre de 0,®; (au maximum quadratiquement) ou de 0,,0,®; (au maxi-
mum linéairement), mais pas des dérivées supérieures. Un terme qui dépend de 0,0, ®; linéairement
peut toujours s’écrire comme

ofr

7%, (0u25) (0, 2;) (2.18)

f(q)j)auavq)i = 8u (f((bj)auq>i>
—_— ——

dérivée totale

On regarde seulement des configurations ou tous les champs et toutes ses dérivées s’annulent a
I'infini = on peut supprimer les dérivées totales dans L car

OF(®;,0,8;,..) = | F(®;,0,8;,...)=0 (2.19)
R4 OR4

pour une fonction F quelconque. Du postulat 4. et de (2.18) on conclut que, sans perte de
généralité, £ ne dépend que de ®; et de 9, P; (et de ce dernier au maximum quadratiquement).

Les e.d.m. deviennent les équations d’Euler-Lagrange,

oL oL

Cf. équations d’E-L en mécanique,
oL doL

Be ~ H5E = (2.21)



Exemple : Le champ scalaire réel

Un seul champ ¢(x) a valeurs réelles qui se transforme comme ¢(x) — ¢(A~1x). Le lagrangien
est

L:%@@W¢-V@) (2.22)

e Le terme cinétique %auqba“(b : le terme le plus simple permis par l'invariance de Lorentz
qui implique des dérivées. Coefficient % choisi par convention (normalisation du champ).
Implication : dimension [¢] = 1.E|

e La densité d’énergie potentielle V(¢) = une fonction quelconque ; développement limité en
0:

1 1 1
V(9) = Vo + M ¢+ om?¢® + 26 + A" + . (2.23)
La constante V) ne figure pas dans les équations de mouvement. Le terme linéaire peut étre

absorbé par une redéfinition du champ ¢ — ¢ — cte. et des autres coeflicients. Alors, sans
perte de généralité, les premiers termes dans ) sont

V() = gm6” + b + At (2.24)

On pourrait ajouter des termes de dimension > 4 & £ comme ¢9,,p0H ¢, $?0,¢0"¢,..., ¢°, ¢5, ...
etc. (avec des coefficients de dimension < 0). En physique quantique, ces termes représenteront
des interactions non renormalisables, comme on verra plus tard — il y a des bonnes raisons de les
exclure.

° Equation de mouvement pour le cas spécial =0, A =0,

L= % . pOH p — %m2¢2 (2.25)
(“champ libre”) : Equation de Klein-Gordon,
(O+m?)o=0.] (2.26)
Solution : superpositions des ondes planes
o(z) = Za(p) ePus” p?=m?. (2.27)

P

, . o« . . > 2
Interprétation de m? : P = quadri-impulsion, alors p? = E?—p? = m?, alors m? = (masse)”.
e Equation de mouvement au cas général :

A
Z43. (2.28)
6
Interprétation du membre de droite : termes non-linéaires dans I’équation de mouvement =
termes d’interaction. Si p # 0 et/ou A # 0 : plus de solution exacte, plus de principe de
superposition, auto-interaction, diffusion.

et

(@O +m*)¢=-50"-

2.3 Le théoréme de Noether

Dans une théorie de N champs ®;,7 = 1... N, on considere une transformation continue dépendant
d’un parametre réel « :

®;(z) = Pi(z) = i(x) + ad®;(z) + O(|af?) (2.29)
2. Avec h = c = 1 il n’y a qu'une seule unité, celle de la masse : [masse] = [énergie] = [impulsion] = [temps™!]
= [distance~!]. L’action est sans dimension, le lagrangien est de dimension [masse]* (ou 4 en bref), donc [¢] = 1

est une conséquence de [0/dzH] = 1.



Si Iaction reste inchangée,
S[®;] = S[®}] (2.30)

(2

la transformation est une symétrie de la théorie. S inchangée < L change au maximum par une
dérivée totale d’une fonction qu’on appelle J¥*. Au premier ordre en « :

L — L4 ad,J"(z)

oL oL
oL oL oL '
“O‘a“(a<<m>i>‘S ‘)*a(a@z— 8“8@@»)‘5 1
=0

Pour rappel, ici une somme double sur p =0,1,2,3 et i = 1... N est sous-entendue. En comparant
la premiere et la derniere ligne :

N oL
IJ/ p— —_— y
OudJ Ou (8(3“@)5@1) (2.32)
et alors
OpJ*(z) =0 (2.33)
avec
oL A
wo— L jn
J 8((%@1)5(1)1 JH. (2.34)

On a établi le théoréme de Noether : (symétrie ®; — ®%) = ( I courant conservé JH(x)).

Conséquence d’un courant (ou plus précisement : densité de courant) satisfaisant ’équation de
continuité 9, J"* = 0 : I'existence d'une charge conservée @) car pour J* = (p, )

0=, J'=p—-V-T (2.35)
alors en intégrant sur I’espace,
d -, L o=
— p= V7= 7-dS=0. (2.36)
dt espace espace infini spatial
——

=Q

Exemple : Champ scalaire libre sans masse

L:%Hw% (2.37)

Symétrie : ¢(x) = ¢'(z) = ¢(x) + a avec o une constante, d,o =0
Variation du lagrangien nulle, £ — £, alors J* =0
Courant conservé : d¢ = 1 alors JH(x) = O'¢p(x)

Ici : conservation du courant < éq. de mouvement ¢ = 0.

Exemple plus intéressant : symétrie de translation C symétrie de Poincaré

Symétrie d’espace-temps z# — z* —a* (quatre parametres = composantes de a*). Pour un champ
scalaire,

$(@) = ¢(a+a) = ¢(x) + (Oup)a* + O(|al[*). (2.38)
Transformation du lagrangien au premier ordre :
L — L+ (0,L)a" =L+a"d,(6LL) (2.39)
Y
J

10



Un courant conservé par translation indépendante, groupés dans un tenseur T :

oL A oL
50,90~ = g gy tee —ME=TE
alors les équations de conservation sont
9,1} =0.
On appelle T} le tenseur d’énergie-impulsion.
Charges conservées :
/d3a: T =H (hamiltonien) ,

/d3x T =pP", i=1,2,3 (impulsions / quantités de mouvement) .

11

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



Chapitre 3

La quantification canonique du
champ scalaire libre

3.1 Le développement des champs en modes de Fourier

On considére un champ scalaire réel libre,

1 1
L = iaudaa“qﬁ - 57’)’12(;52 . (31)
Apres une transformation de Fourier
d*k ikE T, T
o(t,x) = /WG o(t, k) (3.2)
I'équation de Klein-Gordon (I + m?)¢ = 0 devient
0 712 2\ 1

Oscillateur harmonique avec fréquence

wp = |l§|2 +m?2 (racine positive) . (3.4)

Rappel : en MQ, le hamiltonien de l’oscillateur harmonique

1 w?
H=_-p*+—¢ 3.5
5P+ 5 (3.5)
se diagonalise par une transformation canonique,
(a+ta) N (36)
= a+a'), =—iy/=(a—a .
q o p D)
ot [q,p] = i, alors [a,a’] = 1, alors
1
H=w (aTa + 2) (3.7)
avec les états propres
[n) o (a")"[0). (3.8)

Pour quantifier le champ scalaire, on définit le moment conjugué w(t, ) de ¢(t, &) (aucune relation
avec le nombre )

L oc
7(t, ) = 90T (3.9)

12



Pour un champ scalaire réel libre, éq. (3.1 donne
7(t, Z) = (t, 7). (3.10)

De plus, la densité hamiltonienne H est

H=np—L, H:/d?’m?-[ (3.11)

ce qui donne pour un champ scalaire libre,

_ 1, 1 o 1 o9
H—27r +2(V¢) +2mq§. (3.12)

Cf. mécanique, p = % et H =pq— L.

On définit des fonctions a et b par les coefficients d’une transformation de Fourier spatiale :

3 . o P
B(t, ) = / 'k (a(k)e_i(wﬁt_k‘w)+b(k)ez(‘“l¥t+k‘l)> (3.13)

avec wy défini dans éq. (3.4). Ici f est une fonction réelle quelconque (redondante, pourrait étre

absorbée dans la définition de a et b) que l'on spécifiera aussitot. Avec éq. (3.13)), ¢ est une solution

de I’équation de mouvement car w% — k2 =m?2.

¢ est réel, alors

1

3 T
(;5: (b* — / d’k (a*(k)ei(w,;t— -T) _i_b*(k)e_i(w]zt.:,_k.gg))

(k) )
d3k o o L L .
= - a*(_k)ez(w;;t-i-k.z) + b*(_k)e—z(wgt—kw)
/ f(I&) ( )
En comparant avec éq. .
b*(=F) = a(k) (3.15)
donc
a3k - o oo oo
¢(t7f) = / = G;(k’)e_z(wﬁt_k'z) + a*(_k)el(wgt+k-m)
f(IE) ( )
d3k - o oo o
= [ LE (a(f)etentED 4 g (Ryeiter-FD
/ J(IK]) ( ) (3.16)
d3k o oo
— — a(k)efzkz + a* (k)ezk:w
/ 5w ) -

Pour rappel, la notation kx signifie le produit scalaire de Lorentz, kxz = k,x*. On peut choisir la

fonction f (|E |) tel que f(Z|SI€k|) est invariant par des transformations de Lorentz propres orthochrones :

d*k 6(k? — m?)© (k) manifestement invariant

o 1 1
/ AROS(k2 — m2)O (k) = —— car b(g(r) = Y Sz —y).
N—— 2w !
o (k0)2—w2 R {ylg(y)=0} l9')I
Ainsi, si f(|k]) wg, alors f‘(fg') est invariant. Convention :
Flk]) = (2m)% 2wy (3.17)
Notation :
~ d3k T ,
dk = —— mesure d’intégration invariante . (3.18)
(271')32(4},;

13



En résumé :

é(x) = / dk (a(R)e=** 1 a* (R)es*) (3.19)

ot k¥ = wp = +4/ k|2 +m?2, impliquant k2 = m? (condition de couche de masse).

On peut montrer (— exercices)
- I o
a(k) = i/d:‘:ce“”C 0o d(x), ouf9g=fdg9) —(9f)g-. (3.20)
Pour le moment conjugué on trouve

m(t,7) = ¢(t, ) = / dk(—iwz) (a(E)e*i’m - a*(z;’)eikw) . (3.21)

3.2 Les relations de commutation canoniques

Quantification : champs — opérateurs, relations canoniques de commutation a temps égaux

[¢(t7 "f)’ ¢(t7 f/)] = 07
[71'(?5, f)> 7r(t, fl)] =Y, (3.22)
[p(t, @), w(t,z")] = i6®) (7 —2').

Cf. mécanique quantique, [¢;, ¢;] = [pi,p;] = 0 et [g;, p;] = 90s5.
Equivalent & éq. (3.22) (— exercice) :

[a(k), a (K')] = 2w;(2m)36®) (k — ) . (3.23)

(Opérateurs — conjugué complexe a* remplacé par conjugué hermitien a'.)
Quantification canonique du champ scalaire réel libre.
Ensuite on va montrer que

H= /d”k;w,; o (B)a(F) + Eo (3.24)
avec Fj une constante (comparaison : en mécanique quantique, pour un ensemble d’oscillateurs,
H=Y,wlala; +1)).

Densité hamiltonienne :

1, 1 2 L 59
7—[—27r +2(V¢) +2m¢

+ % /&7{ dk’ (—E. K (a(];)e—ikx — al(k)etke (G(E/)e—ik x aT(k/)eik/x))

m? [~ ~

+ o dk d&’ (Q(E)e—ikw Jraf(]‘{')eikx) (a(l_ﬂﬁ/)efik/w +GT(E/)eik,$> .

14



Hamiltonien, en utilisant [ d3z e'?% = (27)36(3)(q) et avec w = wy et W' = wy, -

H= /d%%

2/dk k' (2m)?3 <5<3)( E)(ww’+l¥-1¥’+m2)

(a(E)a(E')e“wW)t + aT(E)aT(E’)e—i<w+w’>f)> (3.26)

5 [ Fogn (2 + B b m?) (ol Bralh) + Bl ()

2w?

1 Ni 2 2 2 T ™\ 21wt TN~ 2iwt
+2/dk2w( Wtk +m)(a(k)a( B)ert + ot (B)at (—F)e )

0

% / 0k w (af (F)a(F) + a(R)a’ ()

On peut échanger 'ordre des a et a' en prenant compte des relations de commutation éq. (3.23)) :

-

H= [ dkw a'(k)a(k) +/El’w2 (27)36%)(0) . (3.27)

Eo

Ey diverge : somme sur toutes les énergies du point zéro d’une infinité d’oscillateurs.

3.3 L’espace de Fock

Espace de Hilbert sur lequel ces opérateurs agissent : espace de Fock.
o (Y|H — Ey|t)) = 0 pour tous les états |¢)
car (Y|H — Eg|y) = fdk wlla(k £)[4)||2 manifestement défini positif

e Jun état |0) (le vide) tel que a(q)|0) =0V ¢
car sinon : soit ¢ un état propre de H avec énergie E, H|i)) = E|¢) ; par application répétée
des a, on pourrait abaisser ’énergie a volonté pour enfin arriver aux valeurs négatives,

Ha(@)) = / dk weal (F)a(R)a(@)|) + Bo a(@)¥)
— o H) + / dkw; [0l (F),a@]  a(®)le)

720.)ﬂ(271')35(‘3)( —q)
= (B — wg)a(@),
ce qui est une contradiction (voir oscillateur harmonique en MQ).

e On appelle Ey lénergie du vide : constante divergente. L’ajout d’'une constante a H ne
change pas les observables — redéfinir H pour y absorber Ejy.

Origine :

1. énergie calculée dans un volume infini,

/ &Pz T = (21)%6 (p) = “Vis” = / &z = (2m)%63)(0)
R3

15



Divergence infrarouge (on prend la somme sur des longueurs d’onde arbitrairement
grandes). Quantité finie dans I'IR : densité d’énergie du vide, ey = 5—2
R

. €p diverge toujours dans l'ultraviolet :

1 d3k
— 2 2 2
60_2/(2 . VIR +m? = 2/ AIE] [F]2\/ IR +m

Interprétation physique : on prend la somme sur des longueurs d’onde arbitrairement
courtes. A trés courtes distances, la théorie devrait étre remplacé par une théorie plus
fondamentale. En particulier : ’énergie du vide n’est pas observable en TQC, mais
elle est importante pour la gravité = au-dessous de ’échelle de longueur de la gravité
hG
C

quantique Cplanck = 1/ & ~ 1073% m, besoin d’une structure qui remplace la TQC.

o Interprétation des opérateurs de champ :

3.4

e l’action af (E) sur le vide crée un état propre de ’hamiltonien avec impulsion E,

k) = o' (k)|0) (3.28)

Opérateur de création. |k) = “état a une particule” dont I'impulsion est bien définie
(mais de localisation maximalement incertaine)

a(K)|0) =0 VE, et

a(k)|k) o |0) (3.29)

Opérateur d’annthilation.

¢ Spectre de 'hamiltonien libre = {états & n particules}, obtenus par l'action successive

des at sur le vide.

e Normalisation :

(kIK) = (0] a(k)a' (k') |0)
——
[a(F),af (k)] +at (K)a(k)
= (0](2n)*208™ (k — £')|0) + (0lal (K') a(k)|0) (3.30)

= (27)% 2w 6 (k — )

e ¢(z) crée particule localisée a x, |z) = ¢(x)|0) (mais d’impulsion maximalement incer-

taine)

o (plr) = e

e (z|a’) = amplitude de probabilité pour 1’évolution de |z') & (z|. Voir section suivante.

Propagateurs

Causalité

Amplitude de propagation de x & y :
D(z —y) = (z[y) = (0l¢(z)d(y)|0)

/dk dk,<0|< (Fje=i*e 4 gt (,;)em) (a(]g/)e_ik/y+aT(E’)eik’y) |0)
_ /(ﬁ dk (0le= ™ a(F)at(K) ™*'v|0)

at (K)a(k)—[at (k'),a(k)]

= /dee—i’W—y).

(3.31)
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Pas de violation de causalité, car la quantité importante pour les mesures est le commutateur. Or

[6(2), 6(y)] = (Ol[o(2), 6()]|0) = D(x —y) — D(y — x)

_ , . (3.32)
=0 si(z—y)° <0 (— exercice).

La probabilité de propager de x a y s’annule avec la probabilité de propager de y a x, si I'intervalle
lorentzien entre x et y est du genre espace.

Généralisation pour le champ scalaire compleze :
(@), ') =0 si(x—y)” <0. (3.33)

Probabilité d’une particule (créée par ¢) de propager de x & y s’annule avec probabilité d’une
antiparticule (créée par ¢') de propager de y & .

Propagateur de Feynman

On définit

| Dr(e —y) = (0] T 6(@)9(y)|0) | (3.34)

(propagateur de Feynman), avec

Towom ={ G000 1l (3.5

= produit d’opérateurs en ordre chronologique, indiqué par le symbole T ; se généralise de fagon
évidente aux produits de plusieurs opérateurs. Explicitement :

Dp(z —y) =0(z" —y°)D(z — y) + 6(y" — 2°) D(y — 2)
_ o_,0 7. —ik(z—y) 0o_ .0 7. Lik(z—y)
Oz —y )/dke +O(y" —x )/dke (3.36)
Pk 1 pag 0 0y, —iw(z®—y° 0 0y, iw(z®—y°
:/Wﬂe ( y)(@(aj — e @@ ) L 9y — 20)e( y)).
On cherche une expression manifestement covariante pour Dg(z — y). On note d’abord que
e~k (z°—y°)

0 — w) (k0 4+ w)

1 L 0_,0 1
0_ ,0y =~ —iw(@’—y") _ 0 _ ,0y — dk:O
O —y)5e 0@ —y)om féf (k

) (3.37)

0 0y ¢ o0 e
= — — dk” —————
Ol —y )27r /,oo (k9)2 — w? + ie

avec la courbe C_ dans le plan complexe définie par

Im &0 4
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Explication : Voir annexe A pour un rappel du calcul des intégrales avec le théoréme des résidus.
10,0 0
o= ik0(=0—40)

La premiere égalité dans (3.37) s’obtient avec le résidu de la fonction f(k°) = =0Ty a

B = 4w
e—iw(@®—y°)
= 3.38
res (f,) = - (3389)
Le deuxieme pole & kY = —w n’est pas inclu dans la courbe C_ et ne contribue alors pas &

I'intégrale. Pour obtenir la deuxieme égalité, on note que z° — y° est positif grace a la fonction O,
alors l'intégrande décroit exponentiellement pour |k°] — oo si ImkY < 0. On peut alors fermer la
courbe d’intégration dans le demi-plan complexe inférieur sans que Parc a |k°| — oo contribue &
Iintégrale ; le seul apport provient de l'axe réelle. Le “+i€” au dénominateur est simplement un
moyen mnémotechnique pour rappeller que l'intégration sur k° est définie par le contournement
du pole a —w par dessous et du pole a +w par dessus.

De méme,

1 . o0_ o0 1 B_iko(xo_yo)
0_ .0y~ jiw(z"—y") _ .0 0
Ol —a )Qwe —O" )27r % dk (kO — w)(k° + w)

0 —Zko("c )
= dk
27r / (£9)2 — w2 + e
Meéme raisonnement mais maintenant la courbe C; doit étre fermée dans le demi-plan supérieur
puisque 20 — 1 est négatif, donc I'intégrande décroit exponentiellement pour Im k° > 0. Elle inclut

(3.39)

alors le pole & k% = —w au lieu de celui & k° = 4w.
Im £° 4
TG
V/ _ “ -
””” > ””’14*””” - -z - - - - - -
- +® Re k°

Insérer éqgs. et (| - dans éq. -

d3k k. kg e~k (@ =y")
_ _ &-y_ = - 0o _,0 0 _ .0

=1

Utiliser (k%)% — w? = (k°)2 — [k[2 —m2 = k2 — m?2 :

4 .
Dpw—y) = [ -LF i —ik(a-y) (3.41)
F Y (2m)4 k2 — m2 + de ’ '

Exercice — iDp(x — y) est une fonction de Green pour 'opérateur de Klein-Gordon,

(O+m?)Dp(z —y) = —idW(z —y). (3.42)

(Rappel : si G est une fonction de Green pour Popérateur D, D, G(z,y) = §(x—1y), alors 'équation
différentielle D, f = J a la solution f(z) = [dy J(y)G(x,y). Fonctions de Green différentes pour
conditions aux limites différentes.)

Exercice — propagateur avancé, propagateur retardé.
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Chapitre 4

La formule de réduction de LSZ

4.1

La théorie libre vs. la théorie avec interactions

Avant : théorie libre sans interactions.

£ = (0,00 — tmde?
équation de mouvement linéaire, ((J+ m3)¢ =0

= principe de superposition, pas de diffusion

théorie exactement soluble, spectre = états a n particules
premieére excitation : énergie au repos mg

décomposition en modes de Fourier : a(E), aT(lZ) ne dependent pas du temps, annihile / crée
un état a une particule bien normalisé :

a(B))0)y = k),  (K|k) = 2w(2m)?6@®) (k — k).

Maintenant : théorie avec interactions,

L= %(8H¢)2 — %mgcf — Vint(¢) avec Vint(¢) = polynéme de degré > 3

équation de mouvement non linéaire, (O + m3)¢p = =V} ()

(ou généralement : (O+m3)p = J avec J une fonction non linéaire de ¢ et d’autres champs)
= diffusion

théories généralement non solubles, spectre = états a n particules, états liés, résonances
instables. . .

énergie au repos du premier niveau excité m différent de my :

masse de la particule # paramétre mgy du lagrangien

on peut toujours définir des opérateurs a et a' par éq. (3.20) mais ils ne seront plus
indépendants du temps. De surcroit :

al (K, 1)|0) = a|0) + B[1) + ... (4.1)

A priori af (K, t)|0) sera une combinaison linéaire de tous les états du spectre (en particulier,
ne sera plus un état propre d’impulsion k).

On veut utiliser la TQC pour décrire des processus de diffusion. Dans ces processus, aux temps ¢t —
—00, les particules incidentes sont bien isolées les unes des autres = effectivement des particules
libres. Pareil pour les particules émergentes a ¢ — 4o00. On va alors redéfinir ¢ de fagon que
pour t — oo, aT(E, t)|0) devient un état & une particule bien normalisé, au moins “au sens
faible”, c.-a-d. dans les produits scalaires avec d’autres états. Ensuite, aux temps asymptotiques,
on pourra utiliser le formalisme de la théorie libre. La redéfinition de ¢ entrainera un changement
correspondant de I’expression du lagrangien.

Evolution temporelle des opérateurs selon |’équation de Heisenberg :

ot F) = T p(0, F)e M . (4.2)
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Généralisation relativiste : . '
¢(x) = e p(0)e (4.3)

avec les impulsions P* = T = les générateurs des translations en espace-temps, voir section

Redéfinition des champs :
1. On souhaite que
(Ol ()[0) = 0. (4.4)
En général,
(0l¢(x)[0) = (0le"*¢(0)e~*7*10) = (0[4(0)[0) = ¢ (cte.) (4.5)

ol on a utilisé 'invariance du vide par translations. Alors on redéfinit ¢(z) — ¢(z) — c.

2. On souhaite que l'état ¢(x)|0) soit bien normalisé par rapport aux états normalisés & une
particule |p) de quadri-impulsion p, p? = m

(plo(2)0) = e*. (4.6)
En général on aurait
(plo(2)|0) = (pleT¢(0)e™7|0) = ™ (p|¢(0)|0) = ™" Z (4.7)

ot Z = (p|#(0)|0) est une invariante de Lorentz (car Z peut dépendre seulement de p? = m?).
Dans la théorie libre, on a la relation souhaitée Z =1 :

2= plo)0) = (ol [ dk (alF) + ol (B)) 10) = [ dk o1k
(4.8)

Bk 1 o =
= /(27r>32w~(2”>3 2063 (k—p)=1.
k

Mais on peut montrer que Z = 1 uniquement dans la théorie libre, alors pour une théorie
avec interactions on redéfinit

¢ = ¢/VZ, (4.9)
impliquant un changement de la normalisation de tous les termes du lagrangien : “renorma-
lisation de la fonction d’onde”.

3. On peut montrer (— exercices) : Si (\p| est un état lié ot multiparticules avec impulsion p,

alors
i t(E _
t_l)lrjr[loo<)\p|a (k,t)|0) =0. (4.10)
Apres les redéfinitions 1. et 2. et avec la propriété 3. on conclut que
. lirg al(E,1)[0)  se comporte comme état & une particule bien normalisé. (4.11)
— +o0

4.2 La formule de réduction de LSZ

Processus de diffusion idéalisé pour deux particules entrantes, deux particules dans 1’état final :

temps
— > + o0

particule 1 particule 1’

i)

1)
particule 2 particule 2’
paquets d’onde temps paquets d’onde
bierllﬂzgz o intermédiaires: libres
sep interactions bien separes

20



Particules a t — 400 : paquets d’onde bien séparés, assimilés a des champs libres. Particules
a t intermédiaire : interactions. On cherche 'amplitude de probabilité quantique (f|i) pour une
transition de 1’état initial |¢) & 1’état final | f).

Pour justifier les manipulations suivantes, on considere des paquets d’onde de largeur finie, c.-a-
d. la convolution de a(k,t) et af(k,t) avec des fonctions de test appropriées f(k). Par exemple,
pour un paquet d’onde gaussien localisé autour de k; dans ’espace des impulsions :

202

L . k— k|2
o) = [ @k @l ). f1(F) o exp (") (4.12)
(largeur exacte o pas importante — & la fin du calcul on prendra o — 0, f1(k) — 6@ (k — ky)).
Alors on pose
i) = lim_af(t)a}(1)|0),

t— —oo

4.13
)= lim_al, (0al ()10} —

On utilise la définition des a et af, voir éq. (3.20)), pour calculer

al(+00)— af (—o0)

= —i/d3k f1(k) ( Jim /d3x (e‘ik’” 5; qb(x)) - lim d3z <e_“”’ é_(: (b(;v)))

~ L
- i/d3k fi(k) /d4m 12 <e"’” 12 qS(x)) (théoreme fondamental de 'analyse)

_ i/d% f1(k) /d% e (—ik%y + 95 + (K°)? + ik°0p) ()

- i/d3k f1(K) /d% e (2 + |k +mP)p(z)  (avec m? = k% = (k%)% — |E?)

fi/d3k fl(E)/d‘*a; e (O + m?)¢p(x) (IPP).
(4.14)

Pour la derniere égalité, la convolution avec fl(E) garantie qu’il n’y a pas de terme de surface

t

(décroissance exponentielle lorsque |k| — 00). Dans une théorie libre, les a] seraient indépendants

du temps car (O+m?)¢ = 0 (alors en particulier aJ{(Jroo) = a{(—00)), mais dans une théorie avec

interactions, ((J 4+ m?)¢ # 0.

i

Par conjugaison :
a1 (+00) —aj(—o0) = i/d3k fl(E)/d4x e (O + m?)g(x) (4.15)

On va utiliser ces relations pour réexprimer (f|i). Les opérateurs d’annihilation et de création dans
(f|i) sont en ordre chronologique, donc on peut insérer le symbole T (voir éq. (3.35))) sans rien
changer :

(f[é) = (Olay (+-00)ag: (+00)al (—oc)ah(—o0)[0)

4.16
= (0] T ay (c0)az (c0)aj (—oc)al(—o0)[0) 10

On supposera que les impulsions k1 o sont différentes des impulsions ks o (sinon : diffusion vers
Pavant, les particules n’interagissent pas). Dans ce cas on peut écrire

(F1i) = (0] T (a1/(00) = a1 (~o0)) (a2 (50) = az(=00)) (af (—o0) — al(00) ) (ab(—00) — al(o0))
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car les termes supplémentaires par rapport a impliquent tous des facteurs soit de a(—o0)
(annihilant |0) & droite) soit de a'(co) (annihilant (0| & gauche). (Si par contre quelques-unes
parmi les impulsions initiales sont égales aux impulsions finales, il y a des ambiguites d’ordre car
[a(00),af(00)] # 0 et pareil & —oc. Ce cas de diffusion vers 'avant nécessite un traitement spécial
que 'on ne discutera pas.)

Prenons maintenant la limite des impulsions précisément définies ou les largeurs des paquets d’onde
tendent vers zéro, f;(k) — 6@ (k — k;). Avec ([@.14) et (4.15) on obtient alors

R B s

(O + m2) (0 + m?) Oy + m?) Dy + m?) (0] T (1) b(2) (1) b(2)[0)

Formule de réduction de Lehmann-Symanzik-Zimmermann pour la diffusion 2 — 2, généralisable
aux processus n — n' de fagon évidente. Relation entre amplitude de transition (f|i) et fonction
de correlation en ordre chronologique (0| T ¢(x1) ... d(x,)|0).

Version équivalente apres transformation de Fourier :

(fli)y = (=) (ki = m?) (k3 — m?*) (ki — m?) (k3 — m®)G (ky, ka, kv, —k2) (4.19)

ou
G(k:17 k?; 71{31/7 71{:2/)

= / d*zy dlwy dlzy dhwy e Mo thera bRtk e (O T (a1 ) (w2) ¢(217) P22 )[0) -
(4.20)

e Sans la redéfinition des champs ¢ — ¢/v/Z (voir 4.1.2), on aurait obtenu une formule
équivalente avec des facteurs explicites de v/Z ; cette convention alternative est assez courante
dans la littérature.

e Dans éq. les particules sont sur couche de masse : k? = m?, alors k? —m? = 0 avec m =
masse physique de la théorie avec interactions. Contribution & (f|¢) non nulle seulement si la
transformée de Fourier de la fonction de correlation G(k1, ka2, k1/, k2) a un pole & k? = m?.
L’amplitude (f|:) est le résidu & ce pole.

e Un grande partie de la TQC et du reste de ce cours : Calcul de (0] T ¢(x1) ... ¢(x,)|0) (ou
bien G(k1,...ks)). La formule de LSZ permet ensuite de faire le lien avec observation :

section efficace = |(amplitude de transition (f]i))|? (aux facteurs cinématiques pres).

e Deux strategies équivalentes pour calculer fonctions de correlation : passage a la
représentation d’interaction dans le cadre du formalisme canonique (— exercices), ou quan-
tification par Uintégrale de chemin (— chapitre suivant).
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Chapitre 5

La quantification par l’'intégrale de
chemin

5.1 Les intégrales de chemin en mécanique quantique

Rappel : on travaille dans la représentation de Heisenberg ou les opérateurs dépendent du temps
et I’état d’un systeme est constant (hors mesurements). On place un systeme dans I’état |¢;), un
état propre de lopérateur de position §(t) & t = 0 avec valeur propre ¢;. On s’intéresse & son
recouvrement avec I'état |y, T'), un état propre de ¢(T) = e17G(0)e*HT avec valeur propre gy,
qui peut s’écrire |qp, T) = eT*HT|qs). Il ne faut pas confondre |g, T) avec un état de Schrodinger !
On a

{ar: Tlai) = {arle”"""lg:) - (5.1)

Expérience quintessenciée de la mécanique quantique : fentes de Young. On connait la position
d’une particule a la source a t = 0 et on la mesure encore sur ’écran a ¢ = T'. Entre la source et
I’écran il y a une plaque impénétrable percée par des fentes. Pour deux fentes :

ql
q;
-::j;x =1q
source 4
q,
plaque écran
=0 1=t =T
(arle™ T q:) = (qrle ™ T g ) (qrle™ 0 i) + (qrle ™ T |go) (qole ™ i) . (5.2)

Superposition cohérente des amplitudes de probabilité.
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n fentes :

plaque écran
=0 1=t, t=T
(arle™ gy = larle™ T ge) (grle ™" gs) (5.3)
k
Deux plaques, chacune avec n fentes :

q,| g

g, %

plaque plaque écran

t=0 t=t, t=t, t=T
(agle™ gy = > lasle T2 g ) gp e =7 ) (gmle™ " i) - (5.4)
mk

Infiniment de plaques avec infiniment de fentes (= plus d’obstacle) :

(grle 7T |q;) = Z (amplitude de suivre le chemin) . (5.5)

tous les chemins
possibles entre

qr et q;

Pour une discrétisation avec N pas en temps et N — oo, avec N intégrations sur des positions
intermédiaires g; :

ql
g q
—-— /3 . qf
4,
| | | | |
t=0 &t 208r 36t t=Not
N-—1

—4 . —iHZL —iHZL —4HZL
(agle """ q;) = ngnoo/ 11 (dgy) (aple™ ¥ lgn—1)lan—1le ¥ gy —2) - (@ le ¥ |g;) . (5.6)
j=1
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Cas spécial : hamiltonien libre, H = £-. On note les relations

[aataal=1. / Llphpl=1,  {alp) = (5.7

pour des états propres |¢) de Popérateur de position ¢(0) avec valeur propre g, et |p) de Popérateur
d’impulsion p(0) avec valeur propre p.

Pour le pas entre ¢; et gj41, avec 6t =T/N :

A2 dp 2
(qj+1] exp <Z5t) lgj) = /2 (gjs1]exp <15t) Ip) (pla;)
2
dp D .
o P <Z5t2m> exp (ip(gj+1 — ¢5)) -

Intégrale gaussienne :

1
00 1 213\ 2 b2
/ dx exp <2ia:1:2 + ibx) = <m> exp <12> (— exercices) , (5.9)
e a a

P2 m o\ 3 Wtm (qjy1 —qj 2
<qg+1exp<—15t)lqg> (m) exp< 5 ( 5 ) : (5.10)

Avec qo =qi et qnv = g5 :

alors

w|Z

“HTgy) =

(grle

N-1 m =L g 0\
. i+1 4
/qu exp 2(5755 Z (&) . (5.11)

=1 =0

Nl.—> 0 (2772 5t)

>~

Pour N — oo on remplace

2 T
qj+1 — g -2
=0 = — ot § — dt 12
( ot ) t - /0 o1

et on définit la mesure de 1'intégrale de chemin par

N N-—1
Dg= lim ( ) : / d 5.13
/ 1= N = oo \ 277 0t T - ( )

k=1

Expression compacte pour 'amplitude de transition :
4 o(T)=qy T

(grle ™7 q;) = / Dq exp (z/ dt 2mq'2> . (5.14)

0

q(0)=q:

Prescription : intégrer sur tous les chemins possibles ¢(t) avec ¢(0) = ¢; et ¢(T') = gy, pondérer
avec €' ot S = action classique le long du chemin.

Cas plus général : hamiltonien séparable,

H(p, §) =5+ V(). (5.15)

(Cas méme plus généraux : Termes mixtes, p.ex. pg, donnent lieu aux ambiguités d’ordre. Termes
d’ordre supérieur en p = intégrale sur p non gaussienne.) Selon la formule de Baker-Campbell-
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Hausdorff,

(gj+1] exp (—l ot ( + V(g ))) |9;)

A2 2

—Gagnaloxp (~i0t5 ) exp (-6 V(@) exp<jfn[ﬁ2, @)+ ow%) )

négligeable lorsque dt — 0

2

= / gp (qj+1lexp <—z 515) Ip)(p|exp (—i 6t V(q)) |g;) + O(5t?) (5.16)
/— exp (—z ot— + Z(QJJrl q; )p) exp (—i ot V(qj)) + O(5t2)

int. gaussienne m s (Ml —a)? 2
- omiot P <Z5t < 2 o Vigg) ) ) + 008

Dans la limite 6t — 0, les termes en parentheses deviennent i?

— V(g) = L (le lagrangien) et
Tatr q,q) = S|q]. Résultat comme pour le cas libre :
Jo

a(T)=ay .
rle M0y = [ Dy exp (511 (5.17)

q(0)=gq;

Utilité de ce formalisme : Calcul des éléments de matrice / insertions d’opérateurs, par exemple

(g, t= Tlfi(t =t1)lgi, t =0)
= (gsle”T1q(0)e =" g;)

= hm /qu (qrle™ gy 1) gn—1]e” T gn_2) --

cAqrrrle” 00 4(0)|gr) (arle™ ™ P lge_1) - - (qale % qi)  (avec ty = kdt)
axl k) (5.18)
= Jim /qu] ailarle™ ™ gy 1) - (qale” ™ gi)
a(T)=qs
= Dq q(ty)e"Sl
q(0)=¢
De méme, pour une insertion de deux opérateurs,
o(T)=qy
Dq q(t1)q(tz)e’!
q(0)=q; (5.19)
_ [ lap TNa(t)d(t2)lg)  siT >t > 12> 0
(g7, T)G(t2)§(t1)|qi) siT >ta >t1 >0
= (g7, T| T q(t1)q(t2)]a:)
ou pour n opérateurs :
a(T)=qy
Dq q(t1) .- q(ta)e’™ = (g7, T| Tq(t1) - - Q(tn)]as, 0) - (5.20)
q(0)=q:
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L’intégrale de chemin calcule les insertions des produits d’opérateurs entre |g;) et (gs| en ordre
chronologique. Il est important de noter que le membre de gauche d’éq. nimplique que
des quantités classiques qui commutent, tant que le membre de droite contient des opérateurs
quantiques.

5.2 Fonctionnelle génératrice

On définit -
Sila) = Sla. )= [ dt(Lia.d)+ IOa(0) (521)
0
Action en présence d'une source J(t). Utilité :
05y
=q(t 5.22
s = () (522)
(5(]6(t) exp (iSy[q]) = (885 eXp(iS)) g—i = iq(t) exp (iSs[q]) , (5.23)
(pour la définition de la dérivée fonctionnelle, voir Pannexe). Alors, sous l'intégrale de chemin
1.0 /Dq eSaldl — /Dq q(t)eis[‘ﬂ (5.24)
i 0J(t) J=0
ou plus généralement
Lso1 s
z P Dy 5714l
i6J(t) it 1€
q(0)=q: J=0
a(T)=qy (5.25)
= [ Daatt)..qftn) e

q(0)=q:
= <Qf,f, = T| Td(tl) PN (j(tn)\qi,t = O>
la derniere égalité correspondant & éq. (5.20]).

En TQC, il faudra évaluer éq. (5.25) pas entre |g;,;t =0) et (gr,t=T| mais plutdt entre
|0,t — —o0) et (0,t — +oo| afin de calculer les moyennes quantiques des produits d’opérateurs
en ordre chronologique dans le vide.

5.3 Les intégrales de chemin en théorie quantique des
champs

Objectif : calculer
(0] T (1) - .. p(an)|0) (5.26)

pour obtenir (f|i) avec la formule de LSZ, éq. (4.18]).

Pour un champ scalaire réel avec des interactions, on définit 'action en présence d’une source J(z)

116l = [ ate (50,07 - 3nt6? ~Viu(o) + 30 (5.27

et I'intégrale de chemin en présence de la source

o(t',B)=d (T)
@@ tlo@.0, = [ Dsesi, (5.28)
(t,%)=¢: (Z)
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L’intégration est sur tous les chemins dans l’espace de configuration de ¢. Comme avant on va
ignorer le probléme mathématique de la définition rigoureuse (comment définir la mesure sur
lespace des chemins. .. ?)

On choisit ¢; et ¢ de maniere que (¢¢|0) # 0 et (0]¢;) # 0. Quand t — —oo et t/ — +o0, seule-
ment les projections de |¢; s) sur 'état fondamental contribueront & I'intégrale. Pour démontrer
cela, supposons que H|0) = 0 (sinon on ajoute une constante & H) et insérons deux ensembles
complets d’états propres de H, H|n) = E,|n), dans lexpression de l'integrale de chemin,

H(+T.7)=¢5(Z)

i / D¢ exp <z [ i dt / Bz (L + J¢)>

¢(=T,%)=0¢:i(Z)
= i (o, Tlbi, =T).s (5.29)
= lim (b5, Tle” 0, T 5 (n|m)y (m, =TT =D gy, —T) 4

T — oo
mn

Jim S e EEEIT G Tin, T) 5 (n, 0fm, 0) 1 (m, ~T|i, =),
mn

On donne & T une partie imaginaire —ieT', puis on pose € — 0 aprés lintégration (cette
préscription fait partie de la définition de l'intégrale, voir intégrale gaussienne avec exposant ima-
ginaire — exercices). Alors

lim im0, TI6n=T)s = €(6510)(010)(0/6:) (5.30)

€0 T — oco(l—ie
Explication : Toutes les contributions & la somme de la derniere ligne de éq. (5.29) décroissent
exponentiellement lorsque |T| — oo, sauf celle de 1’état fondamental ou Ey = 0. De plus, on a

J = 04T — foo = les amplitudes (¢7|0)s et (0]¢;); deviennent celles sans source. On trouve
I'expression de I’amplitude de persistance du vide en présence de la source J :

€e—0 T — co(1—ie) N

T
(0]0); = % lim lim /D¢ exp <Z/T d*z (£+J¢)> = iZ[J] (5.31)

N = (¢£]0)(0]|¢;) est une constante de normalisation indépendante de J; pour que (0/0) = 1 il
faut que N = Z[0]. Z[J] est la fonctionnelle génératrice des fonctions de correlation & n points :

L1614
Z0) i 6J(x1) i 6J(xn)

O] T ¢(z1) ... ¢(xn)|0) = Z1J] (5.32)

J=0

Cf. physique statistique : moyenne thermique d’une observable donnée par la dérivée de la fonction
de partition (fonction génératrice), par exemple

32, Z =tre PH (5.33)

(H) o 5
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Exemple : Propagateur de Feynman de la théorie libre

On va utiliser ce formalisme pour retrouver la fonction de correlation & deux points dans la théorie
libre. On connait déja le resultat, a savoir le propagateur de Feynman. L’action est

2
ZSJ—’L/d.T( u¢ 2¢2+J¢>

wp / d'z (0 +m?)o — 2J0)
Mm‘ﬂ#/d4/‘ L4 v (3(p)(g? - D)) + 2T 0)d(0) )

e
:Z/ (? = m?)3(—p) + 2T (D)3(—)

(60
= — 2j(p) (p> —m?) <13(—p)+%j(—p)
e (5 ) =) (3 )

(5.34)

On fait un changement de variable &’(p) = é(p) + I)Q%mgj(p) A noter D¢’ = D¢ (ajout de
“constante” = d’'un terme fonctionnellement indépendant de ¢). On retrouve alors la méme
intégrale de chemin que pour J = 0 & un facteur pres :

Z[J] = exp <—Z/ ' j(p)j(_p)> Z[0]. (5.35)

2/ (2m)* p?2—m?

A priori I'intégrande n’est pas définie a cause des poles a p® = £/[p]2 + m? = Fwy. Or, pour
définir I'intégration de chemin dans Z[J], nous avions remplacé ¢ — ¢(1 — ie). En espace de
Fourier : p® — p°(1 + ie) = courbe de Feynman, évite le pole & —w; au-dessous et celui & +wy

au-dessus. Alors en fait
i [ d*p J(p)J(-p)
= - Z[0] . .
Z[J) exp( 2/(27r)4p2— T ic [0] (5.36)

Apres inversion de la transformation de Fourier, on obtient enfin la fonctionnelle génératrice pour
un champ scalaire libre :

Z[J] = exp (—; /d4x/d4y J(x)Dp(z — y)J(y)) Z[0] (5.37)

avec l’expression de Dp comme avant (voir éq. (3.41))),
d*p ) .
Dp(z —y) = —ip(@=y) 5.38
ro—) = | G (5.39)

On applique éq. (5.32)) pour trouver la fonction & deux points :

2
(0] T p(x1)p(x2)]0) = % (1) 6J?x1) 5J25I2)Z

ce qui est ’ancien résultat du chapitre

Exemple : Fonctions & n > 2 points dans la théorie libre

Avec éqgs. (5.32)) et ([5.37) on trouve pour la fonction & 3 points
(O] T ¢(z1)p(x2)¢(x3)|0)

= C)S 6wa1) 6me2) 5fo3) exp <;/d4x/d4y<f(fr) Drp(z —y) J(y)>
=0.

(5.40)

J=0



Raison : ’exponentielle est paire en J, sa dérivée troisieme est alors impaire et s’annule a J = 0.
Méme raisonnement pour toutes les autres fonctions & n = (2m + 1) points :

(0] T p(x1)p(x2) ... p(22m+1)[0) =0. (5.41)

Fonction & quatre points : on développe ’exponentielle. La seule contribution vient des termes avec
4 facteurs de J (termes avec moins que 4 facteurs : zéro sous la quatrieme dérivée fonctionnelle ;
termes avec plus que 4 : zéro & J = 0). On trouve ainsi

<0| T ¢($1)¢($2)¢($3)¢($4)|0>

= Dp(z1 — 22)Dp(x3 — 24) + Dp(x1 — 23)Dp (22 — 24) + Dp(x1 — 24)Dp(x2 — x3) . (5.42)

Résultat géneral : théoréme de Wick,

(O Td(e1)d(z2) ... d(w2n)0) = D Drlwi, — i) Dp(iy,_, —2is,) . (5.43)
appariements
Convergence et prolongement analytique

Nos intégrales de chemin sont pondérées avec une exponentielle e**1?! dont I'exposant est pure-
ment imaginaire. Pour les définir il fallait donner une petite partie imaginaire au parameétre .
Explicitement : Séparer les parties positives et négatives de S,

\2 = 2 2
S = Spos + Sneg » Spos = /dt Bz % Sheg = —/dt Bz <(V¢) + %qﬁ + Vint(aﬁ))

2

(5.44)
(en supposant que Vin, possede une borne inférieure, alors est positif apres ajout d'une constante).
Avect — t(1 —ie) on a dt — (1 —ie)dt et ¢ — (1 —i€e)~2¢, donc au premier ordre

1Spos — (1 — €)Spos s 1Sneg — (i + €)Sheg - (5.45)

Par conséquent, Re(iS) tend vers —oo lorsque ||¢|| — oo (cf. exercices pour les intégrales gaus-
siennes en dimension finie).

Procédure :

1. intégration complexe sur ¢ avec la courbe d’intégration temporelle légérement penchée par
rapport & l'axe réelle, t — t(1 — i¢)

2. évaluer l'intégrale sur t et, en fonction de celle-ci, 'intégrale de chemin
3. poser € = 0.
Equivalent :

1. intégration complexe sur t avec la courbe d’intégration tournée par 90° par rapport a 'axe
réelle, t — 7= —it, 0y — 0 =10, dt — dr = —idt
2. évaluer l'intégrale et 'intégrale de chemin,
3. inverser la rotation si nécessaire.
Rotation de Wick. Donne le bon résultat si pas de pédle touché lors de la rotation de la courbe
d’intégration.

Exemple, important plus tard :

/ d4p 1 poi;po / d4p 1
@mt (2 A7 vign ') @ (C00)? -7 - A7)

i o 272 |p|3
R |, iR (540
— (1" S )
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Dans l'intégrale de chemin, rotation de Wick t — 7 donne 'intégrale de chemin euclidéenne

1 1 m?
/D¢ ekl Sg = /d4l“E (2(3r¢)2 + §(V¢)2 + 7¢2 + Vint(¢)> .
Souvent mieux défini (exposant réel, décroissant si ||¢|| — o0) et plus facile & évaluer (approxi-
mation du point col — exercice ; méthodes numériques : TQC sur réseau). Concepts liés en TQC
et physique statistique par la rotation de Wick :

TQC \ physique statistique
intégrale de chemin intégrale de chemin euclidéenne
équation de Schrodinger 10y = ﬁAw équation de diffusion 0yu = D Au
opérateur d’évolution e** facteur de Boltzmann e~ #H
fluctuation quantique fluctuation thermique
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Chapitre 6

La théorie des perturbations et les
diagrammes de Feynman

6.1 Fonctionnelle génératrice et diagrammes de Feynman

Simple exemple d’une théorie avec interactions : théorie ¢*,

_)\+5)\

L (61)

1 1
L=520,60" - 5(m2 + G2 )
avec m? = masse? du particule = énergie? au repos de la premiere excitation; A = défini par une
certaine section efficace de diffusion (détails plus tard). Les parametres Z, d,,2, d) doivent étre
choisis tel que le pole de la fonction & deux points est & p? = m? avec résidu i et

(Olg(2)]0) =0, (klp(x)[0) = ™ (6.2)

ou (k| = état a 1 particule bien normalisé (voir la dérivation de la formule de LSZ, section [4.2).
Lorsque A — 0, on s’attend que Z — 1 et §,,2 — 0, §x — 0 (cas limite de la théorie libre). En
fait on va bientot trouver que Z = 1 + O(A\?), 6,,2 = O(X), dx = O(A\?). Notre objectif sera de
construire les fonctions & n points par un développement en .

Pour l'instant on pose Z = 1, §,,2 = 0, §, = 0 pour simplifier la notation. Attention : par
conséquent, m, X\, VZ ne représentent pas la masse, le couplage, la normalisation du champ
physique. On va revisiter ce point dans Section

La fonctionnelle génératrice est donnée par

210 = / Do exp <z / (£+J¢>)> . (6.3)

On note que

1o ; [Jé ifJo

- —e = ¢e’ 6.4

i0J ¢ (64)
et plus généralement, pour une fonction f quelconque dont l'action sur des opérateurs différentiels
est définie par sa série de Taylor,

A (6.5)

En théorie ¢* on définit Viy(¢) = ﬁd)‘l le potentiel d’interaction. Alors

o ) on (e ) [ () on (] ) e
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ou bien, en multipliant avec I’exponentielle de ’action libre et en intégrant sur ¢,

Z[J] = exp (—i/vmt (15‘3)) /D¢exp (z/ (;(@@)2 - %m2¢2 + J¢>> (6.7)

Zo[J]

ou Zy[J] est la fonctionnelle génératrice de la théorie libre sans interactions. En résumé :

Z[J] =exp (z‘/vim (1(;;)) Zo[J] (6.8)

avec Zy[J] donné par éq. (5.37),

1
Zo[J] = Zp[0] exp (—2 /d4:1: d*y J(z)Dp(x — y)J(y)) . (6.9)
On insere 'expression de Vit et on substitue les séries de Taylor des exponentielles :
B 1 i, AN, F
Z[J] = ZO[O]VZZOW <24/d x5=](95)4> Pzzoﬁ (2/d zd’y J(z)Dr(z —y)J(y)

(6.10)

Apres développement des sommes, un terme avec P et V fixe contient £ = 2P — 4V facteurs de J
et peut donc contribuer a la fonction de correlation a E points (car celle-ci est obtenue en prenant
E dérivées fonctionnelles de Z par rapport & J, avant de poser J = 0). On organise les termes avec
I’aide d’une notation diagrammatique, les diagrammes de Feynman. Pour chaque terme on trace

xy Dbropagateur Dp(z—1y) (P au total)

source externe [d*z J(z) (E au total)

vertex —i\ [d'z % (V au total)

Exemples :

F

X

X
=0 Vel ()

X
I

E=4 V=2 >Q< + diagrammes déconnexes



Nombre de termes dans éq. (6.10) qui correspondent & un diagramme donné :

e réarrangement des 4 %(I) associés a un vertex = facteur 4! = 24 qui supprime le facteur 21—4

dans Vint
e réarrangement des V vertex = facteur V! qui supprime le facteur % de I'exponentielle

e réarrangement des sources aux extrémités des propagateurs = facteur 2! qui supprime le %
devant [ JDJ

e réarrangement des P propagateurs = facteur P! qui supprime le facteur % de l'autre expo-
nentielle

Conclusion :

Z[J] = Zy|0] - Z (diagrammes de Feynman) modulo surcomptage

“Surcomptage” car réarrangement des % peut donner le méme résultat qu’un réarrangement

des J(z;) : il faut diviser par un facteur de symétrie S du diagramme. Ce facteur doit étre determiné
au cas par cas.

Exemples :

Le diagramme

VA

a S =4 : échanger les extremités du propagateur interne donne le méme diagramme. Pareil pour
un échange simultané des extrémités des propagateurs externes (connectés aux sources) si au méme
temps on échange les deux sources.

Le diagramme

(>

a S = 8 : 2 (échanger les extremités du propagateur a gauche) x2 (échanger les extremités du
propagateur a droite) x2 (échanger le propagateur a gauche avec celui a droite).

A

a S =2-31=12 dont 3! pour une permutation des propagateurs internes, 2 pour échanger toutes
les extrémités simultanément avec les sources.

Le diagramme

Conclusion finale :

Z[J] = Zp|0] Z (diagramme D) / (facteur de symétrie S(D)). (6.11)

diagrammes de Feynman

Chaque diagramme représente une expression algébrique qui dépend des J, des Dp et de .

Diagrammes connexes

D connexe < on peut relier tout point du diagramme a tout autre par un chemin. Diagramme D
général = produit des sous-diagrammes connexes C7, chacun avec son facteur de symétrie :

1
D=— cp™ 6.12
SD 1;[( 1) ( )
ou Sp = facteur de symétrie qui n’a pas encore été pris en compte par les C7. On a

Sp =[] n! (6.13)
I
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(n! venant des permutations des sous-diagrammes connexes de la méme topologie). Donc

ARSI E ZHnLI!(CI)m I (C;LII)

{nr} {n1} I I nr=0

ny

= [[exp(Cr) =exp (Z CI) . (6.14)

Ici on a laissé libre la normalisation de Z[J] (on note que les fonctions de correlation ne dépendent
que de Z[J]/Z[0]). En conclusion, Z[J] «x (somme de tous les diagrammes) x (exponentielle de la
somme des diagrammes connexes). On fixe la normalisation

zZl0]=1 (6.15)

en posant _
Z[J] = W] (6.16)

ol
W= Y Cr. (6.17)
diagrammes
connexes,
E#0

Avec cette normalisation, les diagrammes de vide o E' = 0 sont exclus de la somme, alors W[0] = 0.
Z = fonctionnelle génératrice des fonctions de correlation, W = fonctionnelle génératrice des
fonctions de correlation connezes.

6.2 Les regles de Feynman pour la théorie ¢*

Pour le calcul des fonctions de correlation & n points (0| T ¢(x1) ... ¢(x,,)|0), on note que action
de la dérivée fonctionnelle L

i 6J ()

sur un diagramme de Feynman supprime un facteur iJ et associe a l'extrémité du propagateur ot
J était attaché le point xy.

Fonction a un point

Notre dérivation de la formule de LSZ nécessite

(0]¢(1)[0) = 0. (6.18)
On a
1 46
(O[¢(z1)[0) = géj(zl)z[ﬂ (6.19)
J=0

La seule contribution pourrait venir des diagrammes avec E = 1 mais ceux-ci n’existent pas dans
Z[J]. Donc en fait
(0] (z1)|0) =0 (6.20)

est garantie pour la théorie ¢* (au moins pour le cas m? > 0 considéré ici).
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Fonction 4 deux points

01T 6ol = § 5705 15705 2] y
1 6 1 4§ 1 0 1 6§
T i 6J(x) ;6J(x2)ZW[J] o + 25](:61)ZW[J] zéJ(xg)ZW[J] o
=0

1 6 1 6 .
= 57 i 670z VU]

J=0

(diagrammes connexes avec E=2, sources)
enlevées et avec ses extrémités & x1 et x2/ °

(6.21)
A Pordre \°,
O Toe)e(z2)[0) =, + o TOW

X

= %DF(CQ —Z2) + %DF(CCQ —z1)+O0(\) (6.22)
= Dp(x; —22) + O(N).

Facteurs % = facteurs de symétrie. Le résultat au premier ordre est donc le méme que celui de la
théorie libre (comme attendu).

Corrections jusqu’a O(A\?) :

<0‘ T¢(£1)¢(x2)|0> = 2 ( xlix2 + X y Xy
N Y.

+ X1 M) 2 Xy

)
2 3
+ oy n % tox x, + OW)
:Dp(xl—xg)

s / d'y Dp(a1 — y)(—iN) Dr(y — y) Dry — )
4 i /d4y1 d*ys Dp(z1 — y1)(—iN)Dp(y1 — y1)Dr(y1 — y2)(—iN) Dp(y2 — y2) Dr(y2 — x2)
+ i /d4l/1 d*ys Dp(z1 — y1)(—iX) Dr(y1 — y2) (—i\) D (y2 — y2) Dr(y2 — y1) Dr(y1 — 2)

+ % /d4yl d*y2 Dp (21 — y1)(—iN) Dr(y1 — y2) Dr(y1 — y2)Dr(y1 — y2)(—iA) Dr(y2 — 2)
+ 0O\
(6.23)

Explications : le facteur 2 devant la parenthése de la premiere ligne vient de z1 <> xo, les facteurs
devant les intégrales des facteurs de symétrie résiduels.

Fonction a n points

On peut traiter des diagrammes générales dans la méme fagon. Chaque vertex emporte un facteur
(—iX) [ dy, chaque propagateur un facteur Dp. En résumé, on obtient les régles de Feynman dans
l’espace des positions pour traduire les diagrammes en expressions algébriques :
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Pour chaque point externe, ,— = 1

Pour chaque propagateur, , = Drp(z —y)
Pour chaque vertex, ><z = (—i)) [d*z

Diviser par le facteur de symétrie.

- L b=

Normalement les calculs sont plus simples dans ’espace des impulsions. On rappelle ’expression
de Dy et sa transformée de Fourier :

d'p i . _ i
D _ — —ip(z—y) = D = — 624
r(z=y) / (2m)* p?2 —m?2 + Ge’ r(p) p2 —m?2 +ie (6.24)

Alors dans 'espace des impulsions chaque propagateur est associé a un p. Pour un vertex avec des
impulsions entrantes pj 234 :

(—iX) / Atz e P12 P22 =32 =04z — (_iX)(27)*6™) (py + 2 + p3 + pa) (6.25)

alors limpulsion est conservée a chaque vertex. On obtient ainsi les régles de Feynman dans ’espace
des impulsions

14

- Pour chaque point externe, = = e~

—

2. Pour chaque propagateur, p— = m
Ny

3. Pour chaque vertex, p/><\/ = (=) (2m)*6@ (py + po + ps + pa)
3 P,

4. Intégrer toutes les impulsions.

5. Diviser par le facteur de symétrie.

ou plus pratiquement

nop
3. Pour chaque vertex, ><\/ = —iA
P, 3 p4

4.a Imposer la conservation des impulsions a chaque vertex.
4.b Intégrer toutes les impulsions pas encore déterminées.

5. Diviser par le facteur de symétrie.

Dans la litterature, les “diagrammes de Feynman” que ’on rencontre le plus souvent ont déja les
sources supprimées, c.a.d. ils ne correspondent pas a un terme dans la fonctionnelle génératrice
comme les diagrammes de section[6.1] mais & un terme dans la fonction de correlation comme ceux
de section

Tentative d’exemple : La correction O(\) a la fonction 4 deux points

On va essayer d’appliquer les regles de Feynman au calcul du diagramme
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PN/ P e

X X2

1 d4p1 d4p2 d4p3 ip1 1 ) ) ;
_ - iprx —iN (2 46(4) _ —ipay

2/(2%)4 (27)* (27r)4e p%—m2+ie( iX)(2m) (p1 p2)p§—m2+iep§—m2+iee

4 4
_ ,é/ L1 ipae—) ! / dps 1
2 ) (2m)4 (p? —m?+ie)? | (2m)* p3 —m? +ie
(6.26)

Pour évaluer 'intégrale de ps on effectue une rotation de Wick et on transforme aux coordonnées
sphériques :

d*ps 1 i [~ |pP
= —— ——d 6.27
/ (2m)4 p3 — m? + i€ 8m Jo |p|*?+m? p (6.27)

N’existe pas comme intégrale impropre (la primitive diverge comme ~ |p|? lorsque |p| — oo,
divergence quadratique). Une complication de plus; il faudra renormaliser la théorie.

Résumé provisoire : Calcul des observables en théorie de perturbations

Pour calculer la section efficace pour un processus n — m :

1. Calculer et additionner tous les diagrammes de Feynman avec n 4+ m pattes externes jusqu’a
un ordre fixe en A pour obtenir la fonction a n + m points (0| T ¢(x1) ... ¢(Tn4m)|0). (Si
quelques-uns des diagrammes divergent — renormalisation, section )

2. Choisir les parametres libres du lagrangien de la sorte que les prérequis pour notre dérivation
de la formule de LSZ sont remplis. (Lié avec la renormalisation, voir section également.)

3. Obtenir Pamplitude de transition (f|i) selon la formule de LSZ (plus de détails : chapitre 7).

4. Enfin obtenir la section efficace en prenant compte des facteurs cinématiques (chapitre .

6.3 Un premier regard a la renormalisation

La fonction a deux points admet la représentation spectrale (voir p.ex. le livre de Weinberg) :
4 ipx iz 4 : N 2
d*z (0] T ¢(z)¢(0)|0)e’?* = P - + (termes réguliers a p° = m~) (6.28)
(formule ezacte, non-perturbative)
m = énergie du premier état excité = masse de la particule = position du pole

Z = [{15]¢(0)]|0)|? = constante de renormalisation de la fonction d’onde = (résidu au pole)/i (avec
(1p| = état a 1 particule au repos).

Rappel : On avait dérivé la formule de LSZ Eq. (4.18) pour des états incidents et émergents avec
p? = m? (“sur couche de masse”) et Z = 1, tel que (k|p(z)|0) = 2.

Par exemple, pour la théorie libre,

L— %Qﬂﬁ@"(ﬁ - %mgqbz (6.29)
on a .
) )

[ a0 os0er = (6.30)

et alors Z = 1 et de plus m = mg (le parametre du lagrangien est égal a la masse physique).

Contrairement, pour la théorie ¢*,

1 1 A
_ 1 w, L2, A0 4
L zﬁﬂqﬁﬁd) 2m0¢ 24(;5 (6.31)
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on trouve Z # 1 et m # myq. Apres les redéfinitions

¢ _ o _ L. _ 1
(ZS — ﬁ:(br, mozi(m +(5m2), )\0:@()\"'(&\) (632)
on a
Z 1 A
_ = m - 2,2 N0 5244
L= 200,000, — LZmi 6~ 20 7%}

= G0ub:0 0 — 5m* 6 = 0y = 50u20] — 510
1 1 A (6.33)
= — I T on2 42 4
9 N¢ra (i)r 2m ¢r 24¢r

1 1 )
_ B — Z85 od? — A4
+ 25Z 3#@5 ¢7‘ 26m ¢r 24¢r

ou dz = Z — 1. Ici les contre-termes dz, d,,2, 0x doivent étre choisis tel que le pole du propagateur
est & p2 = m? avec résidu i et tel que le couplage X est le “couplage physique”.ﬂ Le couplage
physique peut étre défini par 'amplitude de transition a quatre points dans la limite cinématique
ou toutes les particules incidentes/émergentes sont au repos :

P, b
N =
— i (i — (m,0))
n” P, 4

Du lagrangien Eq. (6.33)) on obtient ainsi des nouvelles régles de Feynman avec deux nouveaux
vertex a 2 et a 4 points pour les contre-termes. Dans I’espace des impulsions :

p

—

L. Propagateur :

2. Vertex : >< = —i)\

p
3. Contre-terme & deux points :  g=  =i(p?Sz — Oyn2)

4. Contre-terme de vertex : >X< = —id)y

-t
T p2—m?2+ie

Régles de Feynman en théorie des perturbations renormalisée. Détails — exercices.

La procedure pour le calcul des amplitudes de transition est alors :

1. Calculer les corrections au propagateur et au vertex a un certain ordre en A, en utilisant les
regles de Feynman modifiées. Le résultat sont deux fonctions de A, m?2, d,,2, dx, 9z et des
impulsions externes.

2. Fixer les valeurs de §,,2, dx, 6z avec les conditions de renormalisation :

= —iA\ ap = (m,G)

O = pzjmz + termes réguliers (deux conditions : pole et résidu)

3. Une fois les contre-termes connus, on peut calculer une fonction a n points avec n quelconque
pour une configuration cinématique quelconque. Avec la formule de LSZ on en obtient I'ex-
pression de I"amplitude.

Probléme : Le résultat que 'on trouve aux ordres supérieures pour et

est donné par des intégrales impropres divergentes a grandes impulsions.

1. Cette définition de contre-termes, ou schéma de soustraction, est le plus utile pour le calcul des amplitudes de
diffusion avec la formule de LSZ. Cependant parfois d’autres schemes de soustraction sont plus convenients méme
si la relation avec les amplitudes physiques est plus compliquée.
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Solution :

1. Régularisation. Trouver une fagon “intelligente” d’écrire ces intégrales comme

lim0 (une fonction qui diverge lorsque € — 0).
€—

Il n’y a pas de préscription universelle ni de définition précise de ce qui constitue une
régularisation “intelligente”. Au moins le régulateur devrait conserver toutes les symétries
de la théorie. Idéalement il affectera seulement la physique dans I'ultraviolet car I’objectif de
la procédure est de cacher notre ignorance de la physique microscopique a courtes distances.

2. Renormalisation. Absorber les divergences dans les expressions des contre-termes.

@

Ensuite, toutes les observables physiques ne devraient plus dépendre de € et, en particulier,
rester finies lorsque € — 0.

Si cette procédure peut étre effectuée, on dit que la théorie est renormalisable.

Pour un développement cohérent : on compte le nombre de boucles plutdt que les puissances
de A (car ces dernieres dépendent du nombre de particules externes n, p.ex. la fonction a
deux/quatre/six points au premier ordre est O(A°)/O(X)/O(A\?)). Correction de (k + 1)-eme ordre
en théorie des perturbations = diagrammes connexes & k boucles. Premier ordre = diagrammes
sans boucles = “diagrammes d’arbre”.

Exemple : Renormalisation de la théorie ¢* & une boucle

On commence avec la renormalisation du vertex. Au niveau des diagrammes amputés (c.a.d. sans
compter les propagateurs externes que ’on trace seulement pour indiquer comment les impulsions
p1...Dp4 rentrent dans les vertex) :

1

nop P p3
pl [7.4 pl p3 N RN /
N ’ por N 7 PP
” L NZ
= Y o+ + + + W
N p7 e N PN
p p, 2 b ) », \ 27 b
2 ? RN - N
pz 4

P, D

C

ktp

On calcule d’abord 7><>< ou p = p1 + p2 = p3 + ps. Selon les regles de Feynman il faut

-~

k
intégrer I'impulsion & :
k+p
h _(—in)? / d*k i i (6.34)
P>Q<7 2 (2m)4 k2 — m? +ie (k +p)2 — m?2 +ie '
k

Astuce de Feynman pour combiner les dénominateurs (voir exercices) :

1 1 ! 1
= [ dx = dz
(k2 —m?2)((k + p)? —m2)) (k2 +2zxkp+axp>—m?)?  Jy (2 +z(l—x)p? —m?)?
(6.35)
avec £ = k + xp (et donc d*k = d*¢). Puisque l'intégrande ne dépend que de £2, nous pouvons
transformer 'intégrale en coordonnées sphériques apres une rotation de Wick t — —it :

\2ofodte ot 1
>©<:2/<2w>4/0 SR (e P 2

X [ dig 1 1
=5 | 5 | ¥ Ase A2(z) = m? — 2(1 — ) p?
-/ <27r>4/o B Ay (e A =mtoalmnp)
L 2 /1 dz . /°° de l (facteur 2 2 de l'intégration an ulaire)
T {2 T3 AR D T )
2 Jo 8y (B + A%a))? g g

(6.36)
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Pour %, >> A? I'intégrande se comporte comme 1/¢f, donc la primitive diverge lorsque /g — oo :
divergence logarithmique. Pour traiter cette divergence il faut régulariser et renormaliser.

1. Régularisation. On utilise la régularisation dimensionnelle : calculer le diagramme comme fonc-
tion analytique du nombre d de dimensions d’espace-temps (possible avec 1'aide de la fonction T,
voir annexe, méme si d n’est pas entier). Seulement apres renormalisation on va poser d = 4.

L’expression

/ Ay 1
(2m)? (6 + A%)?

peut etre évalué pour d ¢ N par prolongement analytique :
/ d¥p 1 B / dQy /°° a0 I
@) (F+A22 " | Qo) Jy (G +A%)?
1 [ (62 )%—1
= Z d(zyxEZ
a2, P
d
A B
- (47T)d/2 F(%) (AQ) /0 dyy (1-y)

Avec les deux représentations de la fonction Béta éqns. (A.13)) et (A.14]) on trouve enfin

/ gfﬁl 5 (2 - ;l) <A12) ' 03

Puisque I'(2) a des poles simples & z = 0, —1, =2, —3... alors ' (2 — %) adespolesad = 4, 6, 8....
mais 'expression Eq. (6.38) est bien définie pour tout autre d. On s’intéresse au résultat en d = 4,
donc on pose d =4 — 2¢. Eq. (6.36) s’écrit alors

—_

» A2
avec y = W .
(6.37)

vl

ou
(47)¢ = €847 = 1 4+ elog(4n) + O(€?) (6.40)
1
T'(e) = - e + O(e) (6.41)
1 €
(N) =1—clog A% + O(€?) (6.42)
et donc
—1'M21d114 (921 O(e) ) (1 — elog A? + O(é?
= lim = ; z (1 + elog(4m) + O(e?)) ptlchs () ) (1 —€elog A” + O(€%))
= Ii ix? 101114— — log A?
= Dy oo ) 4 - +log(4m) —vp —log A%(z)

A2 (1 ! > 2
E11_r>nO 39,2 <6 + log(4m) — vE —/0 dzlog(m* —z(1 — z)p )) .

(6.43)

On rappelle qu’on avait posé p = p; + p2. Evidemment le résultat sera le méme pour les autres
deux diagrammes a une boucle si on remplace p — p; — p3 ou p — p; — py respectivement :

=

1 P,

N 3/( Z)\2 1 1
}Q{ - eli—r>n0 3272 (6 +log(4m) — g — /0 dzlog(m® — x(1 — z)(py +p2)2)>  (64)
p, A
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Py

/=

£
-\ 2 1
= li A 1+1 (47) —yp — | dxlog(m? —z(1 — x)(p1 — p3)?) (6.45)
_5%3272 c oglam) —VE ) rlogim” —x r)(P1 —P3 ) .
RN
P, Py
pl p3
A 7 ix2 /1 !
\:}Eno 59,2 <€+10g(47f)—7E—/0 dmlog(m2—w(1—x)(p1—p4)2))- (6.46)
\
/1;2 p4

-,

2. Rénormalisation. La condition de renormalisation est que, pour p; = pa = p3s = py = (m, 0),

pl p3 p| ])x
p P, ~ ~ g
n P N\ 7 p_ P
1 3 1IN 3 .
VL. >Q< T + + N =-ih (64)
d N 74 NN
pZ p4 / \ \ p2 p4
P b 7 e N
P, Py P, P,
et alors
, N 1 ! ) )
—id lim —— ( — +log(4n) —yg — [ dxlog(m” — z(1 — ) 4m=)
e—0327m2 \ € 0

N (6.48)
+2 lim — < + log(4m) — vg — 1ogm2)> + (—idy) = —iN.
T €

Le contre-terme )y est alors donné par I’expression divergente
2

(5)\:11

. 3 2 ! 2 2
6_r)rlo$27T2<€—37}54—310g(47r)—210gm —/0 dz log(m* —4z(1 —x)m*) | . (6.49)

3. Vertex renormalisé au niveauw d’une boucle. On combine ces résultats pour trouver

pl p3 pl p
pl P. ~ 7 RN /34
\ Y

p_p Ny
X+ + + + W
n” by f; p\ \ p” >74

2 * ~ - »

pz 4

P, P

-)\2 1 2 1— 2
= in- A / dx <log m” —z(1 —x)(p1 + p2)
™ Jo

3272 m2 —4x(1 —x)m?
2 _ 1— _ 2 2 _ 1— _ 2
Jrlogm a( 532)(271 p3) Jrlogm a( 552)(291 P4) )
m m

On pourrait évaluer I'intégrale sur x mais le résultat ne deviendra pas plus instructif ni plus simple.
A noter que le résultat final ne dépend plus de € et est évidemment fini; toutes divergences ont
été absorbées dans le contre-terme (pas observable). Avec ce résultat on peut en fait calculer les
amplitudes de transition pour la diffusion ¢¢ — ¢¢ au second ordre en A\ pour toute configuration
cinématique p1, pa, p3, P4 et obtenir un résultat fini.

On termine par la régularisation et renormalisation du propagateur. Au niveau d’une boucle,
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p__ p— D .
%=+&+%

d (1 + %(—i/\)/ (d4q ! ! +i(Ogp® — 5m2)i)

C p2—m? +ie 2m)% g2 — m? +ie p? — m? + ie P2 —m? +ie
(6.51)

2 avec résidu

p .
— @ = ! + (régulier) (6.52)

Les conditions de renormalisation sont que le pole de cette expression soit & p? = m
i =1:

_p2—m2
et donc \ 4 '
Sop? — 6 a =2 q ¢ 2 2\2 2 2 6.53
zZPp m?2 2/(27T)4q2—m2+26+(p m) f(pam) ( )

avec une fonction réguliere f(p?, m?). En comparant les puissances de p, on voit que f(p?,m?) = 0,
que

57=0 (6.54)
et que
A d*q i
Sz = _5/ ST (6.55)

Le fait que la renormalisation de la fonction d’onde ¢z s’annule au niveau d’une boucle est
spécifique & la théorie ¢*. Dans une théorie quantique des champs générale & une boucle, ainsi
que dans la théorie ¢* & partir de deux boucles, §z # 0. On va pourtant calculer 4,,2 explicite-
ment :

1. Régularisation. L’intégrale Eq. (6.55)) diverge quadratiquement dans d = 4 dimensions. Pour
d # 4, une rotation de Wick donne

/ ddq 1 / dqu 1 650
= L '
(2m)d ¢% —m? + ie 2m)e & + m?
et donc avec d =4 — 2¢
d'q 1 1
= — 4 lim ———TI (-1 2\1—¢
[ i = I G T )
) . 1 , )

=52 eh—I>nO (1 + elog(4m)) (6 —YE + 1) m (1 —elogm ) (6.57)
_im? i 1 lox(4 = ,
T 1672 <50 E_7E+Og( m)+1—logm” | .

2. Renormalisation. En suivant le raisonnement ci-dessus, on déduit

Am?

1
Oz = —— lim ( = —yg + log(4m) + 1 —logm? | . (6.58)
3272 =0 \ €

3. Propagateur renormalisé. En résumé, la renormalisation du propagateur & une boucle dans la
théorie ¢* n’est pas trés intéressante, parce que le seul diagramme & une boucle dépend de p de
fagon triviale : le contre-terme §,,2 le supprime précisément, tant que §; = 0. Alors en fait

Lﬂ% - P o). (6.59)

Remarques :
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On peut montrer : Avec les contre-termes ), 0z, 0,,2 ainsi déterminés, les fonctions a
n points au niveau d’une boucle pour un n quelconque et avec des impulsions/positions
externes quelconques peuvent étre calculées sans tomber sur des divergences.

Il suffit alors de mesurer deux quantités (la masse de la particule et la fonction & quatre
points pour des particules au repos) pour calculer toutes observables. En général, une théorie
est renormalisable s’il faut fixer un nombre fini de contre-termes par des conditions de
renormalisation pour étre prédictive.

On peut montrer : Une théorie est renormalisable = tous les coefficients des termes dans le
lagrangien sont de dimension > 0 (condition nécessaire en général, nécessaire et suffisante
pour des théories des champs scalaires, potentiellement apres une redéfinition des champs).

Ainsi le terme cinétique 0,00"¢, le terme de masse m2¢? et le terme d’interaction A¢*
peuvent figurer dans une théorie renormalisable ([m?] = 2 et [A\] = 0); pareil pour des
termes linéaires f¢ ou cubiques g¢® ([f] = 3 et [g] = 1). En revanche, si on inclut des termes
comme A%qba“d)a“qﬁ ou /%2‘?557 alors la théorie devient non-renormalisable.

Divergences pour |[p| — oo (“divergences dans l'ultraviolet”) & cause de 'extrapolation aux
échelles de distance infiniment petites. La renormalisation sert a cacher les détails de la
physique UV.

Une autre classe de divergences, les divergences dans l'infrarouge, peut apparaitre dans les
théories avec des particules sans masse. Ses origines et leur traitement sont un peu différents.
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Chapitre 7

Sections efficaces et taux de
desintégration

7.1 Des fonctions de correlation aux éléments de matrice

On rappelle la formule de LSZ du chapitre pour la diffusion 2 — 2 dans la théorie ¢*, afin de
définir 1’élément de matrice de transition Mg :

<f|l> _ i4/d4$1 d4$2 d4(E11 d4.’E12 e—iplwl—ip2w2+ip'11'1+ip/2w/2
(O +m?)(Tp +m?) (0 +m?)(Oh +m2) (0] T d(w)d (@) (@)o(@)0) (T
=i(2m)*6™W (p1 + p2 — p| — Ph)Ma
La fonction delta apparait parce que 'impulsion totale est conservée. Mg est, en générale, une

fonction des impulsions, de la masse et du couplage. Elle contient toutes les informations sur la
dynamique du processus de diffusion. On peut 'obtenir directement des diagrammes de Feynman.

Au niveau de ’arbre : Un seul diagramme (les diagrammes non connexes ne contribuent pas,
ils correspondent au cas ou les particules se manquent)

O Toast)ohowin = <

Xy x2’

= (—i)) / d'y Dp(x1 — y)Dp (w2 — y)Dr (2| — y)Dp(zh —y).

(7.2)
On utilise que (04 m?)Dp(z —y) = —idW (z —y) :
<f|’t> _ /d4l‘1 d4$2 d4l‘/1 d4£IJ/2 e—iplrl—ip2x2+i])'1m’1+ip’2z’2
(—i\) / d*y (=)8W (21 — y)(=i)6W (@2 — y) (=)8W (2} — y)(=i)6™ (2 — v) (73)
= —i)\/d4y G*i(Pler*P/l*Pé)y
= —iA2m)*6W (py + p2 — pl — ph)
et alors on trouve
Mg =—\. (7.4)
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Aux ordres supérieurs : Schématiquement, la fonction a quatre points connexe peut se

représenter comme

X1 Xr

(O] T ¢(z1)d(w2)p(21)$(25)[0) =

X Xy
ou * représente la fonction a deux points, y compris toutes les corrections & boucles, et

similairement ‘ représente le vertex et toutes ses corrections quantiques :

.. 0. . 00,0,
‘:x+><>+@+®+38£+...

Or on sait que * a un podle & p? = m? avec résidu i. Alors, en appliquant la formule LSZ, les

facteurs —i(p?—m?) vont supprimer les poles correspondantes aux pattes externes i /(p?—m?) (dans
I'espace de positions, les opérateurs de Klein-Gordon [J + m? vont tomber sur les propagateurs
externes renormalisés et produire des fonctions delta, comme on a vu au niveau de Uarbre).

On peut alors directement calculer Mg a partir des diagrammes amputés correspondants a ‘

(diagrammes connexes sans pattes externes, avec impulsions entrantes py, pa, —p}, —ph) :

i(2m)* 6™ (py + p2 — ph — Ph) Mg
. . T 7.6
_ /d41'1 d41'2 (:141,/1 d41,/2€*210111*2P2£EQ+’LP1931+1P212 <O| T¢($1)¢($2)¢($/1)¢($/2)|O>amputé ( )

Ici “patte externe” signifie un propagateur renormalisé connecté a un point externe du diagramme,
c.-a.-d. *incluant toutes les corrections & boucles a la fonction & deux points. Ainsi, un
diagramme générique est amputé comme, par exemple,

0

08 ’/ N
(k%() amputer

'

Exemple a une boucle : Avec les variables de Mandelstam

s =(p1 +p2)° (7.7)
t=(p1 — p})?
u=(p1 — ph)?
on trouve, selon Eq. (6.50),
A2 1 S
Mﬁ_—A—m/o dx(log(l—mx(l—x)) +(8<—>t)+(s<—>u)+2> . (7.10)

La généralisation d’éq. (|7.6) aux processus 2 — n est évidente :
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e plus de variables d’impulsion dans la fonction delta et dans I’exponentielle
e au lieu de la fonction & 4 points on prend la fonction a 2 + n points

e toutes les 2 + n pattes externes doivent étre amputées.

7.2 La diffusion : les processus 2 — 2 et 2 — n

Les expérimentateurs ne mesurent pas directement les éléments de matrice de transition Mg mais
des sections efficaces de diffusion. On introduit le volume V et le temps T du processus (dont le
résultat final ne dépendra pas, alors ultérieurement on pourra les faire tendre — o) et on définit

1
do = —dP 11
T To (7.11)

ou @ est le flux incident sur la cible et dP est la probabilité différentielle pour la diffusion dans une
sous-region de ’espace des impulsions finales. Pour un processus 2 — n avec impulsions initiales
et finales

i)y = [p)lp2),  (f] = W] (0l (7.12)
on a ) M ) ——
= (f1)(il9) dir dIl = H (2m)3 d°py, - (7.13)

k
La fraction |(f]d)|* /((f|f)(i]i)) contient des facteurs 6®)(0) et 6 (0) qui sont régularisés par le
volume V et temps T finis :

_ 1 e 1% TV
(3) _ 3 10 _ (4) _
$0) = / Pae™ = e 800) = G (7.14)
En détail, on a
2
|<f|i>|2 = ((27T)46(4) (Pl +p2 — ZP@) ‘Mﬁ|2
k
= 2m) 6D (p1+p2 = S ph) 2m) 6@ (0) | My (7.15)
k
= @m0 (pr+p2 = 3 ph) (VT) Mg
k
ainsi que
(ili) = (1 |p1)(palp2) = (27)° 2w, 6@ (0) (27)? 2wy, 6P (0) = 4 By B2 V2, (7.16)
s =1leev). (7.17)
k
Ensemble les éqs. (7.13)), (7.15)), (7.16)) et (7.17) donnent
8D (p1 +p2 — 240k ) 2m)* TV
- LD RARIVS S
4B, B, V2 [[,2ELV) L (2m)3 = K (7.18)

T 1

= ViE B Ha;;; (Qﬂ)45(4) (p1 + po — Zp%) |./\/lﬁ|2 .
3 k

De plus on peut exprimer le flux ® dans le référentiel du repos de la particule 1 par la 3-vitesse
Uy de la particule 2,

(7.19)
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ou plus généralement, pour un référentiel quelconque obtenu par un boost de Lorentz en direction

U1 — Uy,

(UL — Vs
\%

On insere éqs. et dans éq. pour enfin obtenir I'expression de la section efficace

différentielle pour la diffusion 2 — n :

o= (7.20)

1 n . n ,
do = —————— [] dp} (2m)* ¥ <p1 +p2 — Zpk> Ml |. (7.21)

4E1E2 |’U1 — Ugl he1 1

A noter que tous les facteurs de T et V se suppriment dans le résultat final. La section efficace
totale est

o= /da. (7.22)

Si I’état final contient n’ particules indiscernables, il faut multiplier par un facteur % pour ne pas
surcompter des configurations équivalentes.

Cas spécial : diffusion 2 — 2. On choisit le référentiel du centre de masse ot p1+p2 = 0 (= p1/+p2").
Dans ce référentiel,

d3p} d®ph

2 46(4) BV Y
27'[')3 2Ei (271_)3 2Eé( ’/T) (pl +p2—py p2)

dph dph(27)* 6@ (py + pa — Py — ph) = (

&, Y[ dlp| 40 72

1 / / 1 1 / /

=——221 §(E +E,- =——————§(FE]+FE,—

1672 B E, (Br + Bz = V5) 1672 B E}, (By + Bz = V5)

ot comme avant s = (p; + p2)?, et E} et EY sont donnés en fonction de |p;’| comme
mi?[pV2, By =\ mb® 4 P2 (7.24)

Pour transformer la fonction ¢, on rappelle I'identité

1
dz 6(f(x)) = THT - (7.25)
/ zi:%)—o |f (I2)|

Ici Pargument de la fonction § est

ce qui s’annule a
N s— (mt +mbh)2) (s — (m) — mh)?
|p11| — \/( ( 1 2) ii ( 1 2) ) Ep,CM (726)

et dont la dérivée est

9
A(|pr'])
Si on insere dans éq. ((7.23]), on obtient

ol 1] (B Es) e I=pen Pom VS
El +Ej—/s) = | + = = (7.27)
( ) E{ ' Ej E}| E} E| E}

- /
dpl, dph(2m)* 6@ (py + pa — P — 1) = —LM_ 5 (15| — ploy) | d|F1| A2 7.28
Py 2m)" 80 oy o = 9]~ 1) = TR 8 (Y]~ P | A (7.25)
et alors
do 1 1 Poum
dQ o 64’/T2 El EQ ‘171 — 172| \/g
Cette formule est valide généralement dans le référentiel du centre de masse, méme pour des
especes de particules différentes. Si de plus les quatre masses sont identiques, on a

IMgl|? . (7.29)

_ 2|pi| _ QP/CM
=B~ E (7.30)

oo |B
E, B,
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et E1 = E2 = \/§/2, d’ou

do  |Mg|
— = 7.31
dQ  64n2s ( )
Par exemple, pour la diffusion ¢¢ — ¢¢ dans la théorie ¢* au niveau de I'arbre, on a |[Mg|> = A2
et deux particules indiscernables dans ’état final, ce qui donne pour la section efficace totale
/\2
= . 7.32
3271s ( )

7.3 La désintégration : les processus 1 — n

Strictement le formalisme de LSZ ne s’appliquerait pas a ce cas car une particule instable ne peut
pas exister a T — +o0o. On peut ignorer cette complication et néanmoins arriver au résultat
physique correct en généralisant Eq. : Dans le référentiel ou la particule est au repos, p1 = 0
et F1 = my, alors la largeur différentielle est

1
dr = Hdp (2m)*6™) <p1 Zpk> IMgl|* . (7.33)

La largeur totale
r= /dF (7.34)

doit encore étre multipliée par 1/n’! pour tout ensemble de n’ particules indiscernables dans 1’état
final.
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Chapitre 8

Fermions

8.1 Le groupe et I’algebre de Lorentz

W

. 4 !/ 7 . . .
Les transformations de Lorentz z# — ' = A¥ z” préservent le produit scalaire lorentzien
2

2?2 = x,2t = guata’, cad. AgAT = g. Toutes les transformations A forment le groupe de Lorentz
0(3,1), un exemple d’un groupe de Lie (un groupe avec la structure d’une variété différentielle).

La composante connexe qui contient ’identité forme un sous-groupe, le groupe des transformations
de Lorentz propres orthochrones SOT(3,1).

Exemples de transformations propres orthochrones :

Rotation par un angle o dans le plan (a!,2?) :

1
cosa  sina
A= —sina  cosa (8.1)
1
Boost avec rapidité n selon z! :
coshn sinhn
sinhn coshn
A= 1 (8.2)
1
avec coshn =~ = \/11_? et sinhn = \/cosh? 3 — 1 = .
Les éléments de SOT(3, 1) peuvent se construire par 'application exponentielle,
i i
A = exp <2me'ﬂ> =1- ime“ + O (|lwl?) (8.3)
Ici w,y = matrice 4 x 4 réelle antisymétrique contenant les angles/rapidités. De plus, M"* = —M*
= générateurs = ensemble de 6 matrices 4 x 4 avec les éléments
(M") 0 =i (856, — 0507 (8.4)

(il y en a 6 car avec deux indices antisymétriques kA on a 6 objets indépendants). Les matrices
M** vérifient 'algébre de Lorentz

[Mﬁ)\’ Mpo’} - (g)\pMmT o gan)\U _ g)\UMmp + gKUMAp) ) (85)

Algébre de Lie = espace tangent a l'identité du groupe de Lie = “transformations infinitésimales”.
L’algebre de Lie des w\M*, s0(3, 1), génére le groupe de Lie des e=2M_ SO™(3,1).
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Une représentation n-dimensionnelle de s0(3,1) est un ensemble de 6 matrices n X n
{MOY, MO2 MO3 M2 M3 MY telles que

0 M0t M2 703
_MOL 0 M2 A8
_]T/jOQ _M12 0 MQ?;
M3 13 23 0

(M) = (8.6)

vérifie lalgebre éq. (8.5)).
Exemples :

o M = M" comme dans éq. (8.4), dite la représentation vectorielle (parce qu’elle génére
les transformations de Lorentz des vecteurs A%).

o M = 0, la représentation triviale (non fidele), génere seulement I'identité e = 1.

e La représentation de Dirac : Soient v* = (y“o‘ﬁ) un ensemble de 4 matrices 4 x 4 telles que
(YA + ") g = 29" 65 (algebre de Clifford) (8.7)
alors les matrices )
NKZ ? K J— K
M =2y, = 4 (8.8)

forment une représentation 4-dimensionnelle de l'algebre de Lorentz (preuve : exercices).
Cette représentation n’est pas isomorphe a la représentation vectorielle. Il se trouve que
toutes les représentations des -y sont équivalents (lies par des transformations unitaires). Ici
on va utiliser la représentation de Weyl de I'algebre de Clifford,

sy ()

avec les 0! = les matrices 2 x 2 de Pauli, ¢! = < (1) é >, o? = ( 0 N ), o =

1 0
0o -1 )
Pour construire une TQC invariante par des transformations de Lorentz, les champs doivent se
transformer de facon covariante = prendre ses valeurs dans un espace vectoriel n-dimensionnel
qui porte une représentation n-dimensionnelle de so0(3,1).
Anciens exemples :
e champ scalaire, une composante, représentation triviale : ¢ — A¢ avec A = 1.

e champ vectoriel, quatre composantes, représentation vectorielle : A" — AJAY, A =
exp(—zwM).

8.2 Le champ de Dirac

Nouvel exemple :

e champ de Dirac (spineur de Dirac), quatre composantes, représentation de Dirac :

e}

G = AGYP % = exp (—;wm’y“’\> . (8.10)
8

Les premiers termes du lagrangien qui sont réels et invariants par Lorentz (— exercices) :

L =1, (i(7")§0, —mdg) v’ (8.11)

avec

Y=yt (8.12)
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Equations de mouvement : équation de Dirac,

] (iv"0, —m) Y =0 \ (8.13)

et son conjugué (ot on a supprimé les indices des spineurs). L’équation de Dirac implique 1’équation
de Klein-Gordon car

0= (—iy"0, — m)(iv"0, — m)y
= (VH'YyauaV + WQW
1
= (5 (7" +7"7") 0.0, + mz)w (8.14)

2 ghv

= (0+m?)y

mais elle est plus restrictive : un objet a quatre composantes qui sont toutes des solutions de
I’équation de Klein-Gordon n’est en général pas une solution de ’équation de Dirac.

La représentation de Dirac est réductible : Si on pose

Y1

| Yre
Ll (8.15)

YRo

les objets & deux composantes 17, et g ne sont pas melangés par les transformations de Lorentz
propres. Ils sont dits spineurs de Weyl (& main gauche, “left-handed”, et & main droite, “right-
handed”). Pour I'opérateur de chiralité

7 =iyl (8.16)

on trouve les vecteurs propres et valeurs propres

75(?#13):(?/)3) 75<3L>:—<8h>- (8.17)

7% commute avec les générateurs de Lorentz (— Ex.) ce qui montre que 11, et ¥g se transforment
indépendamment, par les représentations de Weyl & main gauche et & main droite (irréductibles a
leur tour).

Les spineurs de Weyl décrivent des fermions sans masse. Pour écrire un terme de masseEI il en faut
toujours deux que ’on peut arranger dans un spineur de Dirac, donc on va désormais utiliser des
spineurs de Dirac exclusivement.

Les solutions de I’équation de Dirac
Les solutions de 1’équation de Klein-Gordon
(O4+m?)y* =0 (8.18)
sont, les superpositions des ondes planes; par exemple les ondes planes progressives
V() = u®(P)e”P* avec p? =m?, p’>0. (8.19)

En insérant cette solution dans 1’équation de Dirac on trouve la contrainte supplémentaire

| (7"py — mu(p) = 0. (8.20)

1. Plus précisement, un terme de masse “de Dirac” — pour des spineurs dits “de Majorana” il existe un autre
type de terme de masse.
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Dans le référentiel du repos, p = (m,0) et
0 - 101 _
0= (my" —ml)u(0) =m u(0) (8.21)

donc

u(0) = \/%( 2 ) (8.22)

avec & = un spineur & deux composantes quelconque, normalisation conventionnelle ¢7¢ = 1. Pour
une solution de I’équation de Dirac, il y a alors seulement deux degrés de liberté indépendants
contenus dans le spineur u(p) (on trouvera plus tard qu’ils correspondent aux états de spin de la
particule).

Dans un référentiel quelconque on obtient u(p) par un boost appliqué a u(@) Les générateurs des
boost de la représentation de Dirac dans la direction des z* sont les matrices K? = 7%, Avec

. _ D
P=E = (8.23)
|7l
un vecteur unitaire en direction de I'impulsion et
n =sinh™* 71 = tanh™" @ (8.24)
m p
la rapidité qui parameétre le boost, on a alors pour la transformation de Lorentz
A =ik (8.25)

et

u(p) = eiﬂﬁf\/m< g > . (8.26)

On peut décomposer u(p) en spineurs de base en choisissant une base dans Iespace des £ : avec
1 0
€ =(p) et &~ =(7) ona

us(p) = einﬁfﬁ( 2 ) (s=+,-). (8.27)

Un autre type de solution de I’équation de Dirac sont les ondes planes regressives

Y =v(p)etP? avec p? =m?, p°>0. (8.28)

Les mémes considérations qu’avant donnent la contrainte

(0P m)u(p) = 0 (8:29)

et les spineurs de base

= ( ) =, (8.30)

On va établir quelques identités utiles pour les spineurs de base v, et u, ainsi que pour @, = uf~°
et v, = vi7°. Notons que

1K =701 = (0 =2 (0)) = =10 = —K = (K)T (8.31)

.

et donc ‘ ‘
VKT = (K7)ly (8.32)
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d’ou on déduit
o= o\t o s e
a(p) = ul(B° = (e Ku(B)) 1° = ul @)t 50 = a(0)eE, (8.33)
Alors les exponentielles se suppriment dans les combinaisons bilinéaires comme @(p)u(p) et on

obtient

0 (P (5) = 1 (0)11a (0) = ﬁ( ; )Tm( ¢ ) —2m .. (8:34)

De méme,

Ur(P)vs(D) = —2mbys,
- (P)vs(p) =0, (8.35)
T (P)us(p) =0.

Plus tard on aura besoin des sommes de spins qui s’écrivent, dans le référentiel du repos,

Z us(0)it(0) = my° +m,
e (8.36)
> 0(0)05(0) =mA° —m.
s§=-4,—
Dans un référentiel général on obtient
Z us(p)us(p) =p+m,
o (8.37)
Z vs(P)Vs(P) =P —m.
s=-4,—

Ici on a introduit la notation du slash de Feynman, p,y* = p, ¥#0, = P etc.

8.3 La quantification canonique du champ de Dirac libre

On ne peut pas suivre le méme chemin que pour le champ scalaire : décomposition de Fourier +
relations de commutation canoniques. Il se trouve que soit I'unitarité est perdue (plus de conserva-
tion de probabilité) soit on tombe sur un hamiltonien sans borne inférieure (plus d’état fondamen-
tal). A la place des relations de commutation on impose plutot les relations de anticommutation
(anticommutateur : {4, B} = AB + BA) entre ¢ et son moment conjugue 9L/ = ihT :

{¥o(t,2), 9 (t, )} = 037 — &)o3

8.38
{¢a(t»f)7¢ﬂ(taf/)} = Wl(taf)ﬂﬁg(tﬁ/)} =0. ( )

En général : Théoréme spin-statistique. Représentations de Lorentz de spin demi-entier < rela-
tions de anticommutation < statistique de Fermi-Dirac, principe d’exclusion de Pauli, fermions.
Représentations de Lorentz de spin entier < relations de commutation < statistique de Bose-
Einstein, bosons.

On décompose en modes de Fourier :

UOEDY / dp (as (s (B)e ™" + B (@, (™) |
: (8.39)

ble) =2 / b (s (D)0 + al (P (™) .

a®, bf, a, b = opérateurs de création / annihilation. Comme pour le champ scalaire complexe (—
Ex.) il faut distinguer deux types d’excitations, particules/antiparticules. Des éq. (8.38) et (8.39)
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on obtient les regles d’anticommutation

{as(P), al(5")} = (27)° 6©) (7~ §") 20561,
{61(2), b0 (5")} = (21)* 6 (5 — ") 2wy by (8.40)
(autres anticommutateurs) = 0.

Le hamiltonien est (— ex.)
H= /d%w —iy'0; +m)p = Z/dpwp (P)as(P) — bs(P)L(P)) (8.41)

On note le signe — par rapport au cas bosonique. En utilisant les relations d’anticommutation on
trouve ’expression manifestement positive

H= Z/dpwp ol (F)as (7) + BL(@)bs (7)) + Eo (8.42)

avec Ey = constante (divergente), pas observable.

Espace de Fock :
e vide |0) annihilé par tous les as(p) et bs(p)
e al(p) crée un état & une particule de “type a”, impulsion j, spin s
e bi(p) crée un état a une particule de “type b”, impulsion 7, spin s

Interprétation : “type a” = fermion, “type b’ = antifermion.

L’identification s <> spin

Moment cinétique = générateur de rotations = charge conservée associée a l'invariance par rota-

tions (théoreme de Noether, voir sec. [2.3)).

Transformation de Lorentz linéarisée :

7: v
A=1- iwwv“ + O(||w|?) (8.43)
Rotations générées par
o1 ok 0
ij _— ijk
¥ 5€ ( 0 ok ) (8.44)

rotation avec axe x¥

Pour une rotation par un angle 6 autour de l'axe des z :

_ i o® 0 2
A1129< 0 o3 >+O(|0|) (8.45)

Transformation du champ ¥ :

Y(t,x,y,2) — <1;0( %3 >>1/)t T+ 0y, y — Oz, z)+(9(|9| )
O'
0

—0tn2) = 50 (G ) Bl s) 00, 900t )+ OB,
(8.46)

La variation du champ est alors

5ip = — <(x3y o, + % ( %3 0 >) ¥ (8.47)

g

ou, au cas général d’une rotation autour de ’axe défini par un vecteur unitaire 7,
so=—(Frv+i( 7 O)) iy (8.48)
B 2\ 0 & '
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Le courant conservé est ar
JH= —6y — JH 8.49
50, (8.49)

ou 8ﬂj“ est la variation du lagrangien ; puisque la rotation n’affecte pas le temps, on a JO = 0.

Il y a alors trois charges de Noether [ d®z J° (une par axe de rotation indépendante) constituant
le vecteur du moment cinétique :

o . = = - 1 5

j:/d%wTEw, EfA(iV)+2<g g) (8.50)
N——
“MC orbital” —_—

“MC intrinséque”
On calcule le moment cinétique en direction des z d’un état & une particule au repos :
J. al(0)]0) = [T.,al(0)]]0) car J,|0) = 0, vide invariant
= Z/d?’ /dpdp LP)ul(p)e®® + b (P)vf (P)e™P") 2,

() )™ 400, (5o () ), al(©)] 10)

=3 [ @ [ dpdy (@} @l e™ + b Gl Fe ™) Seu (e

rr!

{ar (5"), al(0)} [0)
—_———

2m (2m)36() (7).

_ Z / N / A ol (Pl (B~ 7T e=ima’ sy (G)|0) car by (7)[0) = 0
—Z/Qﬂ%j s e LT 5w

_ir @(fQJ%@WMm

4dm o

= g€, ) al(0)]0)
T‘; ( )

= iQas( 0)]0) (s=%).

(8.51)

Ici on a utilisé que [AB,C] = A{B,C} — {A,C}B et que {af,a'} = {b,a’} = {b7,a’} =0. On a
3

ultérieurement pu remplacer ¥, par 'opérateur de spin % car I'opérateur différentiel

o 0
0 o3
qui correspond au moment cinétique orbital n’agit que sur une constante apres évaluation de la
fonction delta venant de {a,(5"),al(0)}.

On conclut que le fermion créé par al posseéde un moment cinétique au repos (“spin”) de i%. Le

méme calcul pour les antifermions montre que bk (0)]0) posséde le moment cinétique Fi.
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Le propagateur de Dirac

Calcul des fonctions & deux points, en utilisant que b|0) = 0 et (0b =0 :
(0 () (y)]0) = Z/a\];&‘};' PV (Rt (57 (0las (B)al, (57)]0)

/dpzus@ 15')56 ip(z—y)

(8.52)
(Fm)3
= /a; (p+m)3 e Py
et de méme
(0[5 ()" (2)]0) = — / dp (p+m)§ e~ 7o) (8.53)

Définition de I'ordre chronologique pour les fermions : signe moins si on change 'ordre de deux
opérateurs fermioniques,

Ty ()Y (y)

Vv(@)Y(y),  a®>q°
{—wy)w(x), 20 < (8.54)

Un calcul équivalent & celui du cas bosonique (voir sec. [3.4]) donne la représentation

d'p iB+m) -
O T @D = [ 5P = Sp(a ). (8.55)
Notation : vu que
(p+m)(p—m)=p* —m?*1 = (p* —m?)1 (8.56)
on écrit parfois pour la transformée de Fourier de Sg
~ 7
Sp=——"—— (8.57)

p—m+ie

méme si strictement parlant p — m est une matrice.

La formule de LSZ pour les champs de Dirac

Similaire au cas du champ scalaire mais avec quelques complications : il faut distinguer fermions
dans I’état initial u, antifermions dans I’état initial v, fermions dans I’état final @, antifermions dans
Pétat final v. Avec impulsions entrantes p; (i = 1...m) et impulsions émergentes p; (j =1...n),

et Vopérateur (—i @ m) agissant vers la gauche on trouve

(f13) z/d4CL‘1 o d4x/n e~ P11+ APmTm —pi @)~ =P 7y,
(<) (PGP = ) - 0, () 09 = ), (5.58)
(O T (z1).. w(w’n. () - P, | )
(=) (=D = M)y, (1) .. i (—i P — M) s Orr () -
La formule suppose que m = masses physiques (pdles des propagateurs), ainsi que
(04 (x)]0) =0 (8.59)
(garanti par invariance de Lorentz),

{p, s, fermion|t)(x)|0) = 0 = (p, s, antifermion|t)(x)|0) (8.60)
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pour tout état & un (anti)fermion avec impulsion p et spin s (garanti pour des Fermions de Dirac
par la conservation du nombre fermionique), et enfin que

(p, 5, fermion|t)(z)|0) = 1, (p)e”P*

i 8.61
(p, s, antifermion|y)(2)|0) = vs(p)e™"P* ( )

(& assurer par des conditions de renormalisation dans les théories avec interactions).

8.4 Les intégrales de chemin pour les fermions

Champs bosoniques < relations de commutation, commutent au cas limite classique. On dérive
les amplitudes de transition dans la théorie quantique des intégrales de chemin = des intégrales
sur l'espace de configuration des champs classiques commutants.

Champs fermioniques <+ relations d’anticommutation. Pour définir I'intégrale de chemin, il faut
des objets qui anticommutent au cas limite classique : ¢y = —x1. Nombres de Grassmann.

Algebre de Grassmann = algebre libre associative, réelle ou complexe, générée par l'identité 1
et par {6;}icz, modulo la relation 6,0; = —6,0;.

Exemple important (en topologie et géométrie différentielle, aussi dans le traitement
mathématique des théories de jauge classiques) avec un nombre fini de générateurs : algebre
extérieure sur un espace vectoriel, en particulier des formes différentielles (= champs tensoriels
antisymétriques) sur I'espace tangent d’une variété de dimension n. Produit = A, générateurs =
{dx'} par rapport & un systéme de coordonnées locales {z*}, éléments >, _, wi, 4, dz* A.. . Adz.

A terme on va considérer un nombre infini de générateurs (méme des familles Z non
dénombrables) : §; — 6(x).
Propriétés :
6?2 =0 (8.62)
[0:0, 0] =0 (8.63)
ou plus généralement : les produits d’un nombre pair des 6 commutent avec tous les éléments de
I’algebre.

Des fonctions sont définies par leur développement limité, nécessairement fini :

fO)=A+0B+6°C +... (8.64)

=0 car 62=0

La dérivée (de gauche) % est définie par les propriétés

e linéarité

%7

Il en résulte

. { 0 9} =1 (cf. nombres commutants ou on a [aa, :1:] =1)
x

% (A+6B) =B. (8.65)

L’opérateur d’intégration (impropre) [ df est définie par les propriétés
e linéarité
. / dof(0+n) = / df f(0) (invariance par un changement de variables additif)
. / df 6 =1 (normalisation)

Il en resulte

/de(A+9B)=B/d99:B. (8.66)
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Alors intégration et différentiation sont effectivement la méme opération.

Complexification : définie de maniere évidente. On traite 8; et 87 comme variables indépendants
(plutot que leurs parties réelles et imaginaires). On note la régle pour le conjugué des nombres de
Grassmann :

(0:0;)° = 0507 = —0;0; . (8.67)
Intégrales de Gauss :

/da* dge=?"a0 = /da* df (1 —0%ab) = /de* do (14 0ad*) = /de* abd* =a (8.68)

N * * . . .
A comparer avec le cas de nombres commutants, f %e‘z 4z = % En plusieurs dimensions (—
exercices) :

n
11 / do; do; e~ % Air0r = det A (8.69)
i=1
=[dn6*dn6
A comparer avec le cas de nombres commutants, dn(;f)z e~ Az — ﬁ. Plus généralement,
/dne* 4 e A0+ 00T — (o A) e AN (8.70)

Intégrales de chemin :

On suit largement le cas bosonique, voir section avec quelques modifications. Les champs ¢ (z),
Y(x) et les sources n(x), 7j(x) sont des champs de Grassmann. La fonctionnelle génératrice de la
théorie libre est

Zinil =N [ D5 [ Do exp (i [ aeitio - mpv +mu -+ ) (871)
Apres un changement de variable d’intégration :
Z[n,m) = Z[0,0] exp (—/d4x d'yii(z) Sp(z —y) n(y)> (8.72)

On calcule les fonctions de correlation en prenant les dérivées fonctionnelles par rapport aux
sources (attention & l'ordre des champs de Grassmann!). Par exemple,

v =z (Tt ) (an) 707| _
d d 4. 14, _
= Sn(w) on(r) T (_/d 7 Lyn(e) Srle y)n(y)> n=71=0 (8.73)
) ) 4 4 —
- e (— [t atyia) sete =) .
= SF(-rl - 1‘2)

comme il faut.

8.5 La théorie de Yukawa

En quatre dimensions on ne peut pas écrire une théorie renormalisable avec interactions qui ne

contient que des fermions. En fait la dimension du lagrangien est 4 = [£] = [i1) @], alors la
-3

dimension du champ 1 est [1)] = 5 et tout terme d’interaction est de dimension > 4 (par exemple,

[(x)1)?] = 6), non renormalisable.
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La théorie renormalisable la plus simple qui contient des fermions et des interactions : un fermion
de Dirac 1, un scalaire réel ¢. Théorie de Yukawa.

L= EDiraC + ‘Cscalaire +y ¢@¢ . (874)

Ici le couplage y est sans dimension. Modele pour les interactions du boson de Higgs avec les
fermions du modele Standard, ou (avec un facteur de ~°) pour les interactions entre pions et
nucléons.

Fonctionnelle génératrice :
Zn,n,J]

— [D5DuD6 exp (i [ A0 Tp —mo)s - 500 ~ Ge? +y o+ 70+ T+ o)
w16 51 ]
=o ([0 (355 iy e ) ) Sl

ou on a séparé le terme d’interaction avec le méme raisonnement que dans section 6.1} avec Zj
donné par

(8.75)

1
Zoln. ] =N exp (= [dta dyn@se - i) ) e (- [ ate dlys@Dre -0 I0)
(8.76)
Diagrammes de Feynman :

On développe les exponentielles et on représente chaque terme par un diagramme de Feynman,
composé des éléments suivants :

S source externe J : i/d4x J(z)

o— source externe 7 : i / d*zn(x)

o source externe 7 : i/d4x ()
x+y propagateur de fermion :  Sp(z — y)
T y propagateur de scalaire :  Dp(xz —y)

: vertex : /d4x 0 0 0
AN ' 8J(x) on(x) o7 (x)

Les propagateurs des fermions sont orientés (indiqué par la fleche). Pour les propagateurs attachés
aux sources externes, la direction est toujours O—>— et @—<—; aux vertex, il y a toujours une
fleche qui entre et une qui sort. Indication du flux de nombre fermionique a travers le diagramme.

Représentation diagrammatique de la fonctionnelle génératrice :

D
Z\J,n, 1| = Zy[0,0,0 8.77
17,7 o[0,0,0] Z facteur de symétrie S(D) (8:77)

diagrammes D

Reégles de Feynman pour le calcul des amplitudes

Méme que pour le cas du champ scalaire : les dérivées fonctionnelles par rapport aux sources
enlevent les J, n, 7, extrémités des propagateurs correspondants labellisés par x;. Regles dans
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I'espace d’impulsions obtenus par transformation de Fourier. Les pattes externes rsont enlevés
selon la formule LSZ, voir chapitre [} Sans démontrer les détails :

1l.a Fermions incidents :

1.b Fermions émergents :

1.c Antifermions incidents :

1.d Antifermions émergents : —<— = 0,(p)

p#
l.e Scalaires externes : ----

2.a Propagateurs de fermion :

2.b Propagateurs de scalaire :

3. Vertex : ‘ = -1y

N\

. Conservation des impulsions & chaque vertex.
. Intégrer sur toutes les impulsions pas encore déterminées.

. Diviser par le facteur de symétrie.

N O Ot

. Déterminer le signe total du diagramme :
e boucle fermionique = facteur de (—1)

e deux pattes externes fermioniques échangées = facteur de (—1)
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Chapitre 9

L’électrodynamique quantique

9.1 La quantification du champ électromagnétique

On rappelle que le champ électromagnétique est représenté par un tenseur antisymétrique, F,, =
—F,,, qui est contraint par la relation

8ue"”“)‘F,§,\ =0 (9.1)
(identités de Bianchi). Les équations de mouvement sont
O FH = Jv (9.2)
avec J = (p, 7) le courant électromagnétique. Les égs. et sont les équations de Mazwell.
Une solution de la contrainte (9.1)) est
F.,, =0,A, - 0,4, (9.3)
avec un vecteur A,, le quadri-potentiel. On utilise alors A, comme variable fondamentale; les
éqs. sont les équations d’Euler-Lagrange % [d*xz £ =0 avec

1
L= FuF" — J,A". (9.4)

Deux choix de A, sont toutefois équivalents physiquement s’ils sont liés par une transformation
de jauge
Au(@) = Ay(x) + Bua() (9.5)

avec «(z) une fonction quelconque, car F,,, — F),, . Cette redondance de description pose des
difficulités pour la quantification de la théorie.
Probléme : la quantification canonique naive donne lieu aux contradictions. Le moment conjugué
a A, est
oL
n=——==F (9.6)
04,

donc Il = 0 et on ne peut pas imposer les relations de commutation canoniques

[Ao(t, %), Mo (¢, 7] = (autre que 0). (9.7)

Une possibilité d’éviter ce probleme est de “fixer la jauge”. Classiquement on imposerait une
condition de jauge telle que, pour chaque configuration de champs, il existe un A, unique qui la
remplit. Exemples : n*A,, = 0 pour un vecteur n* fixe (jauge axiale/du coéne lumiere/temporelle
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selon le signe de n?, non covariante), V - A=0 (jauge de Coulomb, non covariante), d, A" = 0
(jauge de Lorenz, covariante).

Pour la jauge de Lorenz, ’équation de mouvement devient
A" = Jr. (9-8)
On obtient la méme équation de mouvement du lagrangien modifié
1 1 2
L= _ZF’WFW — J A — % (0, A") (9.9)

en posant £ = 1 (“jauge de Feynman”), que 'on peut prendre comme point de départ pour une
quantification canonique du champ électromagnétique. Le moment conjugué est maintenant

I, = -4, (9.10)
et les relations canoniques de commutation sont
[AR(t, @), 1L, (t, &)] = i046®) (& — &) (9.11)

Si on poursuit cette approche canonique, on va tomber sur un espace de Hilbert avec une norme
indéfinie, mais la projection sur la partie avec une norme définie positive donne une théorie
cohérente (formalisme de Gupta-Bleuler, quantification canonique du champ électromagnétique).
Ce formalisme étant plus difficile & généraliser aux théories de jauge non-abéliennes, on va plutot
poursuivre une approche différente, basée sur les intégrales de chemin.

Probléme équivalent en langage des intégrales de chemin :

z< /DA ¢Sl (9.12)
On integre sur des configurations physiquement équivalentes (se déduisant 1'une de 'autre par une
transformation de jauge). En fait

1 d*k -

77} 4 uwr o 1.2 pv LLv\ A (L
S = 4/dxF,WF 2/(277)4,4“(@( Kg" + kFEY) A, (—k) (9.13)

et si on pose flu(k) = kyo(k) (avec o(k) une fonction quelconque : configuration “pure jauge”,
équivalente & A, = 0) :

=0
Ay (k)=kya(k) (9.14)

4 ~ ~
[ G ) (R k) ()

eiSlAl] _
Ay (k)=kyo(k)

=

alors pour toutes les a on n’inteégre pas une fonction gaussienne/oscillatoire mais une constante :
divergence grave (méme si toutes ces configurations ne représentent qu’une seule configuration
physique) ! Il faut alors trouver un moyen de ne compter toute configuration physique qu’'une fois.

Astuce de Faddeev-Popov :

On considére une fonction G(A) (condition de jauge) dont on va préciser la forme ci-dessous. On
insere 1 dans l'intégrale de chemin sous la forme

Ala)
- / Da(z) 5[G(A)] det <‘SG(5)> . (9.15)
«
Ici Afta) est obtenu de A, par une transformation de jauge,
Al (z) = Au(x) + dua(x). (9.16)
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Eq. (9.15)) est la généralisation fonctionnelle de 'identité

- / dmy 6 (y) = / d" det (W) 5™ (y(z)) . (9.17)

(x1...24)

Pour I’ensemble des conditions de jauge

G(A) = 0, A" —w(x) (9.18)
avec w(x) une fonction fixe, on obtient
G(A) = 9, A" + 9,0 o — w (9.19)
et alors 5G _ 00
Sa '
qui est indépendant de A, (en QED — plus compliqué pour les théories non-abeliennes). En

insérant éq. (9.15) dans I'intégrale de chemin on obtient

_ _ ()
/ DA S = / DA / Dar §[G(A®)] det <5G(6AW)

(67

= det <5G(£a))) / Da / DA S §[G(A))

= det <5G((;Z(“))) / Da / DA ¢S4 §(G(A)] (9.21)
= det <5G((;i(a))) / Da / DA S §1G(A)]

— det(D) ( / Da) / DA ¢S4 59, A" — o

Dans la deuxieme ligne on a utilisé que le déterminant est indépendant de «. Dans la troisieme
ligne on a exploité I'invariance de jauge de 'action et le fait que DA = DA . Dans la quatrieme
on a renommeé la variable d’intégration. Dans la cinquiéme on s’est servi des égs. et .
A noter que I'intégrale de chemin a été restreinte aux A, qui vérifient une condition de Lorenz
généralisée 0, A* = w. On a pu faire sortir le déterminant fonctionnel de Jacobi (“déterminant de
Faddeev-Popov”) de l'intégrale.

Pour progresser il convient de ne pas considérer seulement une fonction w mais d’intégrer sur tous
w avec une pondération gaussienne (classe de jauges dite jauges Re)

/ DA S = N (¢) / Duw e~ 2 %55 gey(O) ( / Da) / DA M 5[, AM — W]
= N (&) det(D) (/ Da) / DA ¢iSlAlg=i [ d'e F (9,4")° (9.22)

= N(&) det(D0) (/ Da> /DA et f dte (LtLyr)

Ici £ est une constante, N () est un facteur de normalisation et

1
28
L’expression finale contient toujours plusieurs facteurs divergents / mal définis, comme det(J) ou

| Do, mais ils apparaissent en facteur. De conséquence, pour le calcul des fonctions de correlation,
ces facteurs se suppriment dans la fonctionnelle génératrice normalisée

Lot = (0, AM)2 . (9.23)

Z[J] | DA et [ At e (Lt LaetTuAM)
Z10] B | DA el [ d*@(L4Ler)

(9.24)
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Les observables physiques doivent étre indépendants du choix de paramétre de jauge £. Pour des
calculs en pratique, le choix
£=1 (9.25)

est souvent le plus convenient (jauge de Feynman). Parfois d’autres choix comme £ — 0 (jauge
de Landau) peuvent convenir selon le probleme sous étude.

Propagateur du photon :

Nous pouvons maintenant calculer la fonction & deux points pour le photon en jauge R¢ générale :

/1 6 1 & Z[J]
(0| TA,(x)AL(y)|0) = <z §JH(x) géjV(y) Z[0]> J=0 (9.26)

Bk e —i ke
:/(27r)4€ ( y)k2+ie (g“”_(l_g) 2 )

La “pure” électrodynamique étant une théorie libre, toutes les autres fonctions de correlation
sont triviales (déconnexes). On obtient une théorie beaucoup plus intéressante et importante si on
couple le photon aux autres champs.

9.2 L’électrodynamique quantique

e Exercices : £L = —1F,, F" — A,J" invariant de jauge si 0,J* = 0 (courant conservé).
e Théoreme de Noether (sec. [2.3) : Si S[®;] = S[®}] (symétrie continue avec ®; — P, =
®; + ad®; + O(||a]]?) et L = L+ ad,J* + O(||a]|?), alors le courant

oL N
Jh= —0u 0P, — JH 9.27
50,0 (8:27)

est conservé.
On considére alors B

EDirac = w(l @ - m)w (928)

et la transformation ‘ B -
P — e, P — e, (9.29)

Igi e dans I'exposant est une constante. Si ‘v est constant, alors Lpirac — LDirac, Par conséquent
J =0 et S est invariant. On a §y = ey, 6y = —ier et le courant de Noether est

a0

On va identifier la constante e avec la charge électrique élémentaire et la charge [d3z JO avec la
charge électrique portée par le champ .

J# n’est plus une “source externe” (= un moyen auxiliaire pour calculer les fonctions de correlation
qui ne figure plus dans le résultat final) mais une source physique : les électrons sont la source du
champ électromagnétique, le courant est construit des champs quantifiés.

Tout ensemble :

_ 1 _
Lqep = Y(iP —m)y — EFWF’W — ey A

B 1 (9.31)
= B — m) — Fu P
ou la dérivée covariante de jauge est
D =~"D, =~"(0, +iecA,). (9.32)
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On note que éq. (9.31)) est invariant par des rotations de phase locales ot o = () :

'Q[J(.’E) N eiea(w)w(x)
P(a) = P(x)e @ (9.33)
A(x) = A,(x) - B,0(a)

car

Lqep — Ye (i@ —m)e*“*Y _EFMVFMV —eppe™ Y (4 — (Pa)) e"*“p = Lqgp - (9.34)
b(i P—m)p—ed(Pa)y

Dit autrement, l'invariance du lagrangien de Dirac par des transformations de jauge locales
nécessite un couplage & un champ de jauge (le photon). Le lagrangien (9.31) qui résulte est celui
de 1V électrodynamique quantique.

Reégles de Feynman pour la QED

Dans 'espace des impulsions, jauge de Feynman & = 1, sans preuve :

l.a (Anti)fermions externes : voir théorie de Yukawa, section
P

1.b Photons incidents : }J_MO =e,(p)
P
1.c Photons émergents : Q'\/V =¢e,,(p)
n

p—r .
2.a Propagateur de fermion : —»— = M
p? —m? +ie

I4 .
2.b Propagateur de photon : ’ _ 9w
M N N N 2 .
u v p* + e
n
3. Vertex : = —iey”

4. Conservation des impulsions a chaque vertex.
5. Intégrer sur toutes les impulsions pas encore déterminées.
(6. Diviser par le facteur de symétrie — toujours 1 en QED spinorielle.)

7. Déterminer le signe total du diagramme.

Ici €,(p) = quadrivecteur de polarisation du photon, ¢,(p) = (0,€(p)) avec |é] = 1let £-p=0
(polarisation transverse).

9.3 Processus élémentaires au niveau des arbres

La diffusion eTe™ — puu~

Jauge de Feynman :
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= 0y (p2) (i s, (1) (g)) i, () (—ien” Yo, ()

ie” ey (9.35)
TS (Vs (P2)7" s, (1)) (T (D)) Y008y, (D)) = 7 M.
On a
(071" = uf ()T (0170)F = uf (1#)T (10) 1w = uinPyk0 = ayho 9.36)
et donc
4
IMg|* = TETE (Vs (P2)V" s, (P1) s, (P1) V0055 (P2)) (Tst (D7) V00, () Vst (D) Y 1t (D7)

(9.37)
On calcule la section efficace non polarisée : on prend la moyenne % Zsl % 252 des spins incidents
et la somme Es; 28’2 des spins émergents. Avec m, M les masses de 1’électron et du muon :

i > M)

51825 8},
84 1 _ m _ _ — v
= WZ Z UssaVagWs1BUs1y Vv v8Vs28Us) oV o’ ' Vs B/ Vsl y' Ty 51 Us 8
515287 8% (9.38)
4
e 1
e e s M M
4
e
~ 74 tr (Poy"prv) tr ((B1 + M)y, (P — M)y")
(pr +p2)t4

On a utilisé Y us(p)us(p) =p+met Y vs(p)vs(p) = p — m. Dans la derniere ligne on a négligé
m par rapport & M. Les identités pour les traces des matrices de Dirac

tr(y*y") = 4g"
tr(y"y" "y 7) = 4 (9" 9" = 9" 9" + 9"79"") (9-39)
tr(produit d’un nombre impair de v) =0

permettent de simplifier

1 2
Z . |Mﬁ‘
31828182
1 et ITR% v, W N A ! ! 2 (9 40)
= Zm 4 (p1ps +pipy — 9" pip2) 4 (plup2y + Prp2p = Guw (P10 + M )) '
8et

e ((p19)) (p2ph) + (p11h) (p2p}) + M pipo) -

Dans le référentiel du centre de masse on a, toujours en négligeant la masse de 1’électron,

= (£,0,0,F)
= (E,0,0,—E)
BB (9.41)
= (B, -k)
avec k2 = B2 — M2 et k - &, = |k| cos. Dans ce référentiel,
(p1 +p2)* =4 E?
pip2 = 2E°
(9.42)

piph = paph = E* — E |k| cos 6
p1phy = papy = E® + E |k| cos 6.
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et alors

1 2 8et 2 7 2 2 7 2 2 2
1 _ _ M2E
7 2  Msf? = 2o (E (E — |K] cos0)? + E2(E + |k| cos 6)2 + 2 )

spins (9.43)

2 2
= et <(1+]\E42> + <1]\§2> c0829> .

Pour calculer la section efficace avec éq. (7.21]), on simplifie d’abord les facteurs cinétiques avec
éqs. (9.41)) et avec |U; — tiz] = 2. On note que

W s (k) =dk Y |f,(1ki)‘ 50k — k) (9.44)
ki : f(ki)=0
et en particulier
dk o (2E N M2) =dk <2k>1 5 (k ~VE? - M2) (9.45)
E

ce qui nous permet de poser
1 d’py  d%ph
E1 E2 |771 - 172| 2E1(27T)3 2E§(27r)

1 KR dkd 1
_ L PAR L o oyt
2E AE E] 1670 M)

= (2m)*6(Ey + By — Ef — E5)6®) (51 + pa — 7 — 1)

1 kK2dkdQ 1 /2k\*
_ sh Sk -/ E2— M2 9.46
2F2 4F? 1672 (E) ( ) (9-46)
1 VE2_— M2
T 25672 E3 de

1 1 M?
=———/1- —=dQ.
25672 E? E? d
Enfin, selon égs. (7.21)), (9.43)) et (9.46),
do o? M? M? M? 9
Co_ @ 1o =z _ 0 4
9 - 65° 1 7 (<1+E2)+(l E2>cos ) (9.47)

avec a = e?/(47). La section efficace totale est donnée par

do  7wa? M? 1 M?
— el = - (1450 ) . A
7 / a0~ 3E? B2 ( +2E2> (9.48)

La diffusion ey~ — e p~ (diffusion de Coulomb)

b p’
—~a /'e—

€

Wy S

p, P
Méme diagramme apres une rotation par 90° = méme résultat pour i Espins | Mg|? si on remplace
p2 ¢ —py -
1 2 864 /7 / / 2 /
1 > Mg = = p ) ((p1p2)(Pi15) + (p1p5) (p2py) — M? piph) - (9.49)
spins 1
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Exemple de symétrie de croisement des amplitudes :

Mg (p(p)+... = ..)=Mg (... = ...+ é(-p)) (9.50)

avec ¢ = antiparticule de ¢.

Cinématique — exercices.

La diffusion de Compton e™y — e~y

Deux diagrammes :

>

%/» N j;%
/;2 l}‘ /1'7 P,

Sans écrire explicitement les indices de spin :

i(pr+p2+m), o,
D gz (1) (P u(p2)

i (b — #h +m)

+ a(ph) (—iey”)ew (p1) s 7z (iert)e, (p1)u(p2)

N

i Mg = a(ph)(—iey")eh (p})

—ph)? -
- 2 k(] — 7#(751 +¢2 + m)')/u ’YV(]SQ 711’,1 er)’yﬂ
= — » .ol
e Eﬂ(pl)&‘ (pl)u(pQ) < (pl +p2>2 . mg + (p2 . p/l)g . mg u(pQ) (9 5 )
oy o (A P m)Y A (e — P +m)v”)
= —1e’ce €y m - U
M(pl) (pl) (p2) < 2p1po 2p2p/1 (p2)
. oo (MY 29y 2v”p5)
= —e’¢ Ey U + U .
L (P1)ew(p1)u(ps) < 3 pira pap, (p2)

Pour la troisieme égalité on a utilisé p? = pi? = 0 et p3 = m?. Pour la quatritme égalité on a
utilisé lalgebre de Clifford et (po — m)u(pz) = 0.

Pour calculer la section efficace non polarisée on prend la somme sur les spins et polarisations dans
I’état final et la moyenne sur ceux dans 1’état initial. Pour la somme des polarisations des photons
on va se servir de l'identité de Ward :

Si Mg est une amplitude avec un photon extérieur d’impulsion p qui peut donc s’écrire

Mg = M*(p)e},(p), alors M*(p) p,, = 0.

Preuve — exercices. L’identité de Ward est une manifestation de 'invariance de jauge des ampli-
tudes.

On en déduit

> M = —gu M (p)M™ (p) (9.52)

polarisations

Preuve : on choisit un référentiel avec 7en direction des z, (p*) = (p, 0,0, p). Puisque la polarisation
du photon est transverse, elle est donnée par une combinaison linéaire de (¢f) = (0,1,0,0) et
(e5) =(0,0,1,0), et

D len MM @)]? = |M(p)? + | M)

= M) + M) + [MP(p)? = IMO(p)” = — g M" (D) M (p).

0 selon l’identité de Ward

(9.53)

(On note que l'identité de Ward dans ce référentiel est pM°(p) — pM3(p) = 0.)
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Conclusion : pour la diffusion de Compton,

1 et Y1V + 29MPE VPt — 297D
LS el = S g '+m( 5, 1h 2
1 | | 1 9upd ((152 ) 2 p1pa 2p2pﬁ

spins,
polarisations

(Fo +m) (v"lﬁw” + 297 | P07~ 27”19%)
2pip2 2p2p

4l <4m4 — 2m°paphy + 4m®pips — 2mPp1ph + 2(p1p2) (Piph) (9.54)
(2p1p2)?
N Am* — 2m2poply — 4m>pps + 2m>plph + 2(p)pa) (p1Ph)
(2p)p2)?
4m* 4 2m?pipy + 2m3pp2
(2p1p2) (2p2p})

La deuxieme égalité suit d’un long calcul ol on utilise les identités pour les matrices de Dirac de
fagon répétée. Enfin si on pose p; + p2 = p| + p, on obtient

1 2 4 [ P2P1 | P2m1 2 1 1 4 1 1 ?

- E IMg|* =2¢* | ——= 4+ == +2m - = +m - = .

4 Srmnl p2p1 P2py p1p2 P1D2 P1p2 P1P2
polarisations

(9.55)
Exercices — formule de Klein-Nishina pour la section efficace,

do ra?w? (W w L,
dcos 6 = 77712 F (w + J — S 9) 5 (956)

avec w et w’ les énergies des photons et 6 I’angle entre eux.

L’annihilation électron-positron : e"e™ — vy

Liée a la diffusion de compton par symétrie de croisement (on remplace p; < —ph) :

1 2 4 [ P20 D2ph of 1 1 +f 1 1\?
n Z IMg|” = —2e ;T ;T 2m T -m R, :
4 DP2py P2y php2  PiD2 D2Dy  P1D2

spins,
polarisations

(9.57)
Cinématique : voir p.ex. le livre de Peskin/Schroeder.
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9.4 L’électrodynamique quantique a une boucle

Définition : un diagramme de Feynman connexe est irréductible a une particule (1PI, “l-particle
irreducible”) < le diagramme reste connexe si on coupe un des propagateurs internes.

Exemples :

§
~— A M@ﬂ diagramumes 1PT
OO 2 el e

(les fleches indiquent out on peut couper en deux).

Le degré de divergence superficiel
Expression algébrique pour un diagramme typique en QED :

d*p1...d%p,
B —m)...(bj —m) piyy P2

(diagramme) o< /

On appelle D le degré de divergence superficiel = (la puissance des p au numérateur) - (la puissance
des p au dénominateur),

D=4L-P,—-2P, (9.58)

avec L = nombre de boucles (chacune contribuant d*p;), P. = nombre de propagateurs d’électron

(chacun contribuant ﬁ%m), P, = nombre de propagateurs de photon (chacun contribuant p%)
J k

Premiere estimation du comportement UV si on intégre les impulsions jusqu'a |p| = A avec A —
00 :

e D =0 : divergence logarithmique fA d?p x log A

e D > 0 : divergence de puissance fA pP~tdp oc AP

A
e D <0 : convergence x [ pldf’p

Cette estimation peut étre erronée. Contrexemples typiques :

converge méme si D = 0 (pas d’intégration)

Y

o log A méme si D = 2 car termes < A% se suppriment

5

x log A méme si D = —2 (contient sous-diagramme divergent)

Les divergences des diagrammes réductibles ont toujours leur origine dans ses sous-diagrammes
1PI = on étudiera les divergences des diagrammes 1PI.

En QED, on a pour chaque diagramme

L=P.+P,—V+1

Ler 4N, 259

avec L, P, , V, N. , = le nombre des boucles, des propagateurs d’électron/photon, des vertex,
des électrons/photons externes. Donc
3

D=4(P.+ P, =V +1) = P. 2P, =4~ N, — TN, (9.60)
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ne dépend que des lignes externes.

Les diagrammes 1PI potentiellement divergents en QED sont alors

® o | U
3\\‘\ (D =4): pas dintérét (renormalise la densité d’énergie du vide, pas observable)
(D =3): zéro selon théoreme de Furry (= Ex.)

(D =2): divergence logarithmique (identité de Ward = divergence quadratique s’annule)

(D=1): zéro selon théoréme de Furry

(D=0): convergent (identité de Ward = divergence logarithmique s’annule)

(D=1): divergence logarithmique (symétrie chirale = pas de divergence linéaire)

(D =0): divergence logarithmique

Les seuls diagrammes 1PI divergents sont alors ceux avec soit deux photons externes, soit deux
électrons externes, soit un photon et deux électrons externes. Au niveau d’une boucle il n’y a qu’'un
représentant de chaque classe :

%W correction au propagateur de photon
ﬁ correction au propagateur de 1’électron

correction au vertex

Théorie des perturbations renormalisée pour la QED

Lagrangien de 1’électrodynamique quantique :

L= _EFHVF”V + (i P —mo)h — egpyth A, (9.61)

avec mo = “masse nue” # masse physique de I'électron (pole du propagateur) et eg = “charge
nue” # couplage physique.

Propagateurs exactes avec toutes corrections inclues :
1Z
= 22 4 régulier (9.62)
—-m
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—iZ v .
= Lf” + régulier (9.63)
p

avec Zo, Z3 = constantes de renormalisation de la fonction d’onde et m = masse du pole.

La formule LSZ n’est valide que pour Zy = Z5 = 1, pour calculer les amplitudes de transition il

faut donc redéfinir
WV =/ Za)y, At =/ Z3 Al (9.64)

tel que
1 . — —
L= = ZsF P + Zy (i) = mo)br — o Zoy/ Zs 07"ty Av i (9.65)

Définitions : .
Z1= 2057/ Z5, b= Tomg—m (9.66)
e

avec e = couplage physique (défini par condition de renormalisation, voir ci-dessous) et m = masse
du pole. De plus,
d23=2Z2123—1 (9.67)

On réécrit le lagrangien en fonction des parametres physiques et des contre-termes :

1 —- . -
L= — ZFT,UJ/F#V + 1/%(1@ - m)%’ - 61/%7“7/’7" ATIL

h N B (9.68)
= 305 Fr P 40,162 — S) e — €10, Ay .

lere ligne = lagrangien original avec ¥, A* — ., A¥ et mg et ey remplacés par la masse et le
couplage physique. 2éme ligne = lagrangien pour les contre-termes.

Similairement & la théorie ¢* on trouve alors les régles de Feynman pour Uélectrodynamique quan-
tique en théorie des perturbations renormalisée :

p— 1
— =
p—m+ie
I3 .
- _ —19uv
“’\/\/x/\/ v p2 I iE
n
= —jey”
p
M\/\,@\/\v = —i(gl“/pQ —p“p")ég
p—
g - Z(]é 62 - 57n)
= —iey* &

Les contre-termes d1, d2, 3, d,, doivent étre déterminés, ordre par ordre en théorie des perturba-
tions, de la maniere que les conditions de renormalisation sont remplies :

I. le pole du propagateur de 1’électron est & p = m, voir éq. (9.62)
II. le résidu de ce pole est i (c.a.d. Zy = 1), voir éq. ((9.62))

III. le résidu du propagateur du photon au pole p?> = 0 est —i gy (Vinvariance de jauge
garantie que le pole est toujours & p? = 0 et que le photon reste alors sans masse — ex.),

voir éq. (9.63))

73



IV. pour I’énergie du photon — 0 et les deux fermions sur couche de masse, /é\ﬁ

—iey* (ce qui fixe la charge de 1’électron = e).

Cette derniere condition est un peu subtile & cause d’une complication que l'on trouve dans des
théories avec des particules sans masse : lorsque les impulsions des photons extérieurs se rap-
prochent a 0 on tombe sur des divergences infrarouges. Une définition judicieuse des observables
physiques permet de s’en débarasser. Ici on ne les discutéra pas mais on les régularisera avec une
masse fictive 1 # 0 pour le photon; a la fin du calcul on posera p = 0.

Propagateur de I’électron

On définit la auto-énergie de I'électron —iX(p) = @ (la somme des tous diagrammes 1PI

avec un électron entrant et un électron sortant, sans compter les propagateurs de Dirac externes).
La fonction & deux points exacte est alors

o N N D

:ﬁ—m—kie+1§—m+ie(_iz(m)]b—m+ze
e O g TR e

T p- 77.1+Z€ni0( Em+ze> (9.69)

e m+w<1ﬁ m+w)4
:ﬁ—m—ﬂ@+w

On vérifie facilement que :

(Condition de renormalisation L) < X(p)[,_,, =0 (9.70)

(Condition de renormalisation II.) < d—(;E(yﬁ) =0 (9.71)

Calcul de —iX(p) au premier ordre : au niveau d’une boucle il n’y a que deux diagrammes,

—iS(p) = ﬁ +

N———
=I

(diagrammes amputés) (9.72)

[

Selon les regles de Feynman, avec une masse fictive p pour le photon :

4 i(f +m —i
I*/ d*q (72.67;1,) . (q‘i’ ) (77;6’}/11)( Guv

(2m)4 q? —m? +ie q—p)* — p? e

VN ud” + e m
q—%ﬁﬂw—pP—u%
Y0 ug” + v m
—2pqx + x2p? — 22p? + ap? — (1 — x)m? — zp?)?

/ WVWWM”%pHWle

(9.73)

(2 —A2)2

4€me+va7u
— A?)2 ’

[
-
e
e f
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On a utilisé I’astuce de Feynman pour combiner les dénominateurs, changé la variable d’intégration
q = ¢ = q—pz, introduit A? = z(z — 1)p? + (1 — z)m? 4+ zu? et utilisé que [d*0 ¢ f(¢?) =0
(invariance de Lorentz). Le résultat diverge dans I'ultraviolet, il faut alors régulariser et renorma-
liser.

Comme dans la section on va utiliser la régularisation dimensionnelle : la dimension d’espace-
temps sera d = 4 — 2¢ et

Dans d = 4 — 2¢ dimensions les identités pour les matrices v sont modifiées car §*, = d :
Wy, =4 (d=4), Yy, =4—2¢ (d=4—2¢) (9.75)
V=27 (d=4), V' = (2¢ =2)y  (d=4-2¢) (9.76)
Alors ddz (4 — 2e ym + (2 — 2)ap
— e / / Y . (9.77)

On va appliquer la formule wuniverselle pour levaluatz’on des intégrales a une boucle en
régularisation dimensionnelle, généralisation d’éq. (6.38)) qui prend déja en compte la rotation
de Wick :

Al (@) ety -t a2yt LB+ T (@B
| ey g~ Ui (8 L ()

[JfsH
~—

(9.78)

ie?

1 L\
6.2 /o dz ((4 —2¢)m — 2(1 — €)xp) (47)“T'(e) <A2> . (9.79)
Avec éq. (A.11)) et A° =1+ elog A+ O(€?) :

= I =-

-9 1
I= - 1’6672/ dz (4 — 2¢)m — (2 — 26)ap) (1 + elog(4r)) (1 - WE) (1—elog A?) + O(2)
us 0 €
ie? (1 ! )
=~ 1on2 ( m—pP)+p—2m+2 dx(;vyﬁ—Qm)logA (x,9) ) + O(e)
(9.80)
ou 1 =14logdn) —vg.
On impose la condition de renormalisation II., éq. (9.71)) :
. d d . dr ;
0=—i dﬁE(ﬁ)'p_m -3 (I +i(pds— §m))L_m -3 . + id2 (9.81)

dr ie? (1 /1 ( ) 2))‘
= -——1-2 dz | zlog A + (zp — 2m log A
dpl,_,, ~ 167* \¢€ 0 (xp )dgé p=m

_ e C 11— 2/01 de (xlog (2 = 1)*m? +ap®) +2 ((x Sggn? +2:)c7:22>) '
(9.82)

Donc le contre-terme §o est donné par

by = — O ({—1—2/01@ (mlog((m—1)2m2+xu2)+2x(x_1)<x_2)m22>), (9.83)

1672 \ € (x —1)2°m? +zp

ou en retenant seulement les parties non nulles lorsque p — 0

e2

Gy = ———
2 1672

1
(e + 2log pi* — 3logm? + 4> . (9.84)
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De méme on impose la condition de renormalisation I., éq. (9.70) :

0=—iS(p)| =T +i(pos— 5’"))‘,5 (9.85)

p=m =m
et on trouve alors

Sy = — ”‘,b:m + més

2

_ ¢ m(i—2—4/01dx<log(($—1)2m2+azu2)+$(x_1)<x_2)m2>) (9.86)

T 1672 (x —1)2m? + zpu?
e? 4 2 2
- — m [ =+ 2logu® —6logm” + 8 (quand p — 0).
1672 €

Enfin 'auto-énergie de 1'électron est —iX(p) = I+ i(p d2 — I, ou avec égs. (9.80)), (9.83)) et (9.86)

_in(p) = ie? (z — Dp? + (1 — 2)m? + zp? B

2(p —m)

x(x —1)(x —2)m?

"da <(m}5 — 2m)log 2

82 J, (z —1)2m? + zp?

(x —1)2m? + zp?

)

(9.87)

e Divergence IR (intégrale ne converge pas si p = 0). Mais les observables physiques soigneu-
sement définies seront finies lorsque p — 0. Pour voir pourquoi : un traitement détaillé des
divergences IR est donné p.ex. dans Peskin/Schroeder.

e Tous les termes sont finis dans I’'UV : il n’y a plus de dépendence de e.

Propagateur du photon

Exercices : La structure tensorielle des graphes 1PI est

I = () = (g — ) TIR) (9.8)

et la fonction & deux points exacte s’écrit

—; oV
M@/V - ]72(1_712_[@2)) <gNV _ pp‘g ) + (termes dépendant de &) . (9.89)

La condition de renormalisation III. est donc équivalent a

I1(0) = 0. (9.90)

Calcul de II*” & une boucle :

= WQW + (9.91)

Selon les regles de Feynman,

_ o [ dYg L ig4+m) (g +p+m)
MQ\/V = (=1)(~ie) /(27r)4 tr (7 (qz—mz—H‘E)’y (q+p)2—m2+ie>

2 diq ! . tr (v*(g +m)y" (¢ +p+m))

= /( / 7

2m) q? + 2xpq + x2p? — x2p? + xp? — m?)?

e [ (M apt m(f —ap+ et m)
— [ ),

27) (@ — Ay
_ 2 / d*e / ! d E (VY Y s — (1 = )V Y Y Y papk + Yy m?)
B (2m)* Jo (2 — A2)? '
(9.92)
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On a défini £ = q + pr et A2 = x(x — 1)p? + m?. Le (—1) de la premiere ligne vient de la boucle
fermionique. En d = 4 — 2¢ dimensions, grace a l'invariace de Lorentz on peut remplacer, sous

intégrale [ d,

£R€>\ —

6295)\ o €2gn)\
d — 4—2
donc

(9.93)

z(1 — 2)(2ptp” — p?g) — m2gh”

ade ! 1—e (g
_ 2
MQW =de /(27r)d/0 de <2—e(£2—A2)2+

L’intégrale du permier terme est, selon éq. (9.78)),

/ddZ /1d 1—e 2gmv
@n)d J, 22— A2)2

7
v
16%29

1
/ dx A% (1 + elog 4m) (1 — elog A?)
0

7

. 1
— 4 v 2 1_ 2
16#29 /0 dz A (e log A

i

NG

GRS ).
(9.94)

el(—1+¢e)l—¢

I'2—e 2—¢

. 1
_#g‘”/ do A% (1+ elog4m) (1 — elog A*) T(=1+¢)(1 —¢)
U 0

1
1
@g‘“’/o dz A% (1 + elog4m) (1 — elog A?) <€ —VE +1) (I—e)

1
= / dz (z(1 — 2)p*g"” — m2gh") <1 — log A2>
0 €

1672

ol on a utilisé égs. (A.8]) et (A.12)), et toujours
terme dans éq. ((9.94) est, selon éq. (9.78]),

/ d?e /1 (1 — 2)(2ptpY — p?gh?) — m2ghv
2m)? Jo (2 — A2)?

o=

1
€

1

1672
o
1672

(9.95)

+ log(4m) — yg. L’intégrale du deuxieéme

1
1

= / dz (1 + elog4m) (1 — elog A?) ( - ny) (z(1 = z)(2p"p” — p*g"") — m*g"")
0 €

1
1
= / dz (z(1 — 2)(2p"p” — p°g") — m*g") (_ —log A2> -
0 €

(9.96)

Dans la somme des intégrales ((9.95) et 7 les termes qui ne sont pas proportionnels & (p?gh” —

pHp”) se suppriment et éq. (9.94) devient

e =i - e G?) (9:97)

ol
T 2)—7ﬁ 11/1da:x(1:r)lo A? (9.98)
p o 27T2 6€ 0 & ’ '
On impose la condition de renormalisation III. qui implique
-~ e (11 ! ) e (1 )

Tout ensemble, on a trouvé I'auto-énergie du photon a une boucle

82

I(p?) = _ﬁ/o dz x(z — 1) log il

x —1)p? + m?

m2

(9.100)
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Remarques :

e Des divergences “quadratiques” (= renormalisation de masse pour le photon, brisure d’in-
variance de jauge) sont absentes grace & lidentité de Ward mais cela n’est pas garanti
indépendamment du schéma de régularisation.ﬂ On a choisi la régularisation dimension-
nelle qui preserve l'invariance de jauge / l'identité de Ward.

e Le logarithme en tant que fonction complexe a une coupure a x(x — 1)p2 +m? = 0 qui

commence a p? = 4m?, car z(z — 1) > 1 si z € [0, 1]. Interprétation : seuil cinématique pour
production d’un pair électron-positron réel. A partir de cette énergie, les fermions dans la
boucle de MQW peuvent dévenir réels.

e On peut utiliser éq. (9.100) pour calculer le potentiel électrostatique dans la limite non

relativiste :
a —2mr

V() == (1+437?(fma)3/2+...> (9.101)

Premier terme = terme de Coulomb. Correction : & courtes distances (< longueur d’onde de
Compton de ’électron) la force électromagnétique devient plus forte. Intuitivement : “pola-
risation du vide” par les pairs virtuels de e™ e~ & longue distance. Un électron suffisamment
énergétique peut pénétrer le “nuage d’électrons virtuels”.

Vertex

Pour renormaliser le vertex on définit

= —iel*(p,p) (9.102)

avec e = charge physique de ’électron. Formulation précise de la condition de renormalisation IV. :
on met les électrons externes sur couche de masse, p? = p’2 = m?, et on demande pour ¢ — 0 que

as(p")TH(p, p)ur (P) = 15 (0)y u, (0) (9.103)

p2=p'?=m?2, ¢=0

(Avec cette définition on obtient la loi de Coulomb habituelle comme cas limite de la diffusion de
Coulomb & basse énergie, voir chap. )

Décomposition de la structure tensorielle avec les électrons (pas le photon) sur couche de masse :

="A(P) + (0" + ") B(¢*) + ¢ C(q°) (9.104)

p2 :p/2:m2

' (p,p")

avec A, B, C des fonctions scalaires. Selon l'identité de Ward,

quu(p" )T (p, p')u(p) =0 (9.105)

p2 :p/Z =m?2

et alors

0= (a(@)du@A+ @ - p*)Bu")u(d) + ¢*Cu(F")u(p))

(9.106)

p2 :p/2:m2

Le premier terme du membre de droite d’éq. (9.106)) s’annule car
a(p")gu(p) = a(p’) ' — p) ulp) = a(@’) (f' —m — (p—m))u(@) =0. (9.107)

Le deuxiéme terme du membre de droite d’éq. (9.106]) s’annule car p? = m? = p'z. Conclusion :

pour vérifier éq. ((9.105)) il faut que
C(¢*) =0 (9.108)

1. Plus précisément : Il n’y a jamais de divergence quadratique en régularisation dimensionnelle, mais a priori
il aurait pu y avoir une divergence x g*" venant de l'intégrale (9.95)) sans un terme o p*p" correspondant. Le fait
que la régularisation respecte I’identité de Ward garantie que ce n’est pas le cas.
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mais les deux fonctions A(q?) et B(q?) restent & déterminer. Il est pratique courante d’employer
deux autres fonctions équivalentes Fy et Fh qui sont liées a A et B par 'identité de Gordon (— ex.)

/1 y7 S~V
(A M — a(n’ p +p YT qy 9.109
i) = al') (T ) ug (9,109
tel que
(g o (g2) o
D p)| e = V@) + = Fa(d). (9.110)

Les F1 5 s’appellent facteurs de forme. Au niveau de I'arbre on a Fy =1 et F5 = 0.

Au niveau d’une boucle : calculer + A , régulariser, renormaliser.

Gk gy, i+ m) o iEm)
N / 2m)* (k—p)? + ie(_w’y )k’2 —m?2+ ie(_ )k2 —m?+ Z_G(—zev )
- 63/ d'k VW (F +m)y" (f 4 m)y
(2m)4 ((k — p)2 +ie) (k2 — m2 +ie) (k2 — m?2 +ie)
(9.111)
Astuce de Feynman pour combiner 3 dénominateurs :
1 1 1 1 9
= d d dzd(l—x—y—2)— 112
A, ), v e o
avec
D = (k> —m?)+y(k'?> —m?)+2(k—p)? = (- A?, (=k+yq—zp, A% = —zyg®+(1—2)*m>.
(9.113)
On transforme également le numérateur :
VI E A+ m (F+m)y
— V() — mip_
VU= i+ 2B g+ )y~ yd+ 2+, o

=" + 97— vd + 2P+ m)V (—yd + 2p + m)7y, + (termes linéaires en ()

0 sous l’intégrale

Tout ensemble :

= —63/ die /dxd dzé(l—z—y—2)
- (27T)4 Yy Yy

(27%% 20— i+ = m (o mm>
(12 — A2)3 (€2 — A2)3 )

divergent convergent dans ’'UV

(9.115)

La partie divergente donne lieu a la renormalisation du vertex en QED. Divergences UV et IR :
introduire masse du photon p, évaluer en régularisation dimensionnelle, appliquer condition de
renormalisation IV. pour déterminer contre-terme dy. ..

e Résultat final :
116
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e Signifiance de ce résultat : Z; = Z5. Dans le lagrangien éq, (9.65|)

1 — —
L=—12F B + Zo (i — mo)ihy — eZi by P Ar (9-117)

les termes @ et ied forment la dérivée convariante D aprés corrections radiatives :
Linvariance de jauge est préservée.

Le facteur de forme F5 peut s’extraire de la partie finie :

e? ! 2m2z(1 — 2z
Fy(q*) = @/0 drdydzd(1—z —y— Z>m2(1 — 2()2 — q)2:z:y . (9.118)
Evaluation & ¢ =0 :
e? [t 2m?z(1 — 2)
F(0) = — dedydzé(l—z—y—2)———
2(0) 7r2/0 rdydzé(l -z —y Zf)mQ(lfz)2
62 1 1—2 Py
=— d d
Am? o Z/o y(l - 2)
o2 (9.119)
82
_“
27
=0.0011614.

Cette quantité correspond a une contribution d’ordre supérieur au moment magnétique de
l’électron. En fait, pour le lagrangien effectif au premier ordre en dérivées

L= e Fi(0)PAY + 5 Fa(0)Eu 7" v + .. (9.120)

et un champ externe classique F),,, dérivé du potentiel A = (0,0, Bz,0) (alors Fio = —F»; = B,
toutes autres composantes 0 — champ magnétique en direction des z) on trouve le hamiltonien

d’interaction
«

H; = —eB/d3x » (m2 + —712) V+... (9.121)
2mm

Le premier terme correspond au couplage du spin S de Délectron au champ magnétique de la

mécanique quantique. Il donne un moment magnétique i = g5—S avec g = 2. Cette valeur de g

regoit une correction de F5(0) par le deuxiéme terme. La valeur expérimentelle est en fait

g = 2.0011597 (9.122)

en bon accord avec notre calcul (on s’attendait un écart de I'ordre o ~ 10~*, correspondant aux
termes d’ordre supérieur en théorie des perturbations).

Les calculs les plus récents de g — 2 prennent en compte des corrections a 5 boucles, O(10000) dia-
grammes de Feynman, et incluent aussi des corrections des autres particules du modele standard.
Parce qu’il est également possible de mesurer g — 2 a une tres grande précision, cette observable
est idéale pour comparer théorie et expérience. La conclusion de ces expériences (ainsi que de
nombreuses autres) est que, jusqu’a ce jour :

La TQC fonctionne.
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Annexe A

Annexe mathématique

A.1 Le théoreme des résidus

Soient D C C un domaine, {a; ...a,} C D un ensemble fini de points, f: D\ {a1...a,} — C
holomorphe, et v un lacet dans D \ {a; ...a,}. Alors

f f(z) dz = 2mi ZI(’y, ar)res (f,ax) . (A1)

k=1

Ici I(y, a) est Uindice du lacet y par rapport & ay, (le nombre de tours de v autour le point aj, dans
le sens de rotation mathématique) et res (f, ay) est le résidu de f en ay, défini comme (—1)-eme
coefficient de la série de Laurent autour de ay, :

c_ c_ res(f,a
f(ak+z):--~+7334'7224-#—&-00—}—6124—622’24—... (A.2)

Calcul des intégrales impropres avec le théoréeme des résidus : on cherche
oo
/ f(z) dz. (A.3)
— 00

Si f permet un prolongement méromorphe au plan complexe, et si lim, , o f(re!?) = 0 pour
¢ € [0, 7] avec une décroissance suffisamment rapide, alors

/OO f(z) de = 2mi Z res (f,ax) . (A.4)
o0 poles ay : Im ay >0

Imz _4
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Similairement : Si lim, _, o, f(re~*®) = 0 pour ¢ € [0, 7] (suffisamment vite), alors
/ f(z) de = —2mi Z res (f,ax) . (A.5)
- poles ay : Im ay <0

On compte toujours la somme de tous les poles a l'intérieur de la courbe d’intégration — pour
ceux & lextérieur, I(y,ar) = 0.

Exemple : pour calculer
[ v
——— dx
—oo (T4 22)?
on note que (1+ 22)? = (i — 2)?(—i — 2)?, alors la fonction f(z) = 1/(1 + 2?)? a un double péle &
11
1L

z =1. On trouve f(i + z) = + £1 +0(2%), alors res(f,i) = 4. De plus, | f(re'?)| tend vers

22 4i z
0 comme 1/7* lorsque 7 — oo, donc I'intégrale de f(z) sur 'arc & rayon r tend vers 0 également.

Le théoréme des résidus donne enfin

/_Ooﬁdx:%rires(f,i):g. (A.6)

A.2 Quelques propriétés de la fonction Gamma

La fonction Gamma d’Euler T'(z) est une fonction méromorphe (holomorphe sauf pour un ensemble
de poles isolés) sur C. Elle est la généralisation continue de la factorielle, I'(n) = (n — 1)! pour
n € N*. Sa restriction sur R* est donnée par

I'(z) = / t* et dt. (A.7)
0
Apres intégration par parties on obtient I’équation fonctionnelle fondamentale
Iz +1) =al(x). (A.8)

Une représentation alternative, valable sur tout C\ (entiers non-positifs), est le produit infini

e~ 1Bz X 2\l .
avec yg = 0.577... la constante d’Euler-Mascheroni. I'(z) a des pdles simples & z €

{0,—1,—2,-3...} et est holomorphe ailleurs. Proche des poles son développement de Laurent
est donné par

(=) (1 11 1
I'(—n+e¢) = - . 7E+1+2+3+...+n + O(e) (A.10)
alors le résidu & z = —n est (—1)"/n!. En particulier, on a
1
I'(e) = Pl O(e) (A.11)
et )
I'(—1+¢€)=— <6 —’yE+1> + O(e). (A.12)

La fonction Béta d’Euler B(z,y) est définie par

D) (y) A3

Ble.w) = I(z+y)

Sur R} x R% elle peut étre représentée par I'intégrale
1
B(z,y) = / t" N1 —t)vtde. (A.14)
0
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Enfin on note la relation entre la fonction Gamma et le volume de la sphére unité S"~! en n
dimensions [df2, : On a

(va)" (/_O; e—*)n :/d"x e Tima o :/dQn /Ooor"—le—fz dr
(/ﬁﬂ%)i[f@ﬂﬁ%”dﬁ):</hﬂa>;r(g)

/dQn Ok (A.16)

(A.15)

et donc

A.3 Fonctionnelles

Cette section sera moins rigoureuse car on ne va pas préciser les prérequis pour les espaces de
fonctions sur lesquels nos affirmations sont valables. On regarde alors un certain sous-ensemble T’
de 'espace C°(R™) des fonctions continues réelles sur R™. Cet espace T, dit 'espace des “fonctions
test”, contiendra au moins les fonctions C'* a support compact (non nulles seulement sur un
ensemble borné et infiniment dérivables). Souvent on aimerait inclure toutes les fonctions lisses qui
tendent vers 0 exponentiellement & l'infini (permettant d’intégrer par parties la fonction et toutes
ses dérivées sans terme de surface). La précise formulation des criteres sur T' pour pouvoir bien
définir toutes les notions que ’on va seulement esquisser ici est le sujet de I’analyse fonctionnelle.

On peut généraliser tout ce qui suit pour des fonctions et fonctionnelles complexes sans probleme.

Définitions : Une fonctionnelle réelle est une application F : T — R, f — F[f]. Une fonc-
tionnelle est linéaire si F[f + Ag] = F[f] + AF[g] pour toutes fonctions f, g et tout scalaire A.
Elle est continue si pour toute suite convergente de fonctions f,, — f on a F[f,] — F[f]. Une
fonctionnelle linéaire et continue s’appelle aussi une distribution.

Exemples :

1. Une fonction g € T peut elle-méme étre interprétée comme fonctionnelle linéaire par le
produit scalaire (de L?) sur T :

dlfl=g f= / "z g(2) ().

2. L’application qui associe f — f(0) est une distribution désignée par 6[f]. On la représente
souvent par une notation intégrale :

S = [ a6 @) f(a)

mais la “fonction delta de Dirac dans n dimensions” §()(z) qui figure ici n’est pas en fait
une fonction, sa valeur en 0 n’étant pas définie.

3. Soit £ une fonction analytique en plusieurs variables et x € R™ fixe. Alors

Lo[f] = L(, f(x),0.f(2), 0,0, f (2),...)

définit une fonctionnelle (généralement non linéaire). On appelle locale une fonctionnelle F'
qui peut étre représentée comme une intégrale d’un tel L, :

Flf] = / &z L], (A17)

Définition : Soit F' une fonctionnelle. La dérivée fonctionnelle %—? est une fonctionnelle linéaire

avec la propriété 5
F
F[f +h] =F[f]+ﬁ[h]+0(llh\|2)- (A.18)
5F

On supposera que S existe et soit unique ol on en a besoin, sans en discuter les conditions.

Observations :
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Si F' est une fonctionnelle linéaire, on a

F[f +h] = F[f] + F[h] (A.19)
o oF =F. (A.20)
of
En particulier,
(Sgy][h] = 0[h] = h(0). (A.21)

Si F est une fonctionnelle locale donnée dans la forme d’éq. (A.17)), un développement limité
donne

Lolf + 1] = L(x, f(z) + h(x), 0, f(x) + Ouh(x), 0,0, f(x) + DuOph(z), ...)
. or oL (A.22)

Par conséquent, apres intégration par parties,

OF oL oL oL

—h:/d"x (x—@tx —i—aaya:—...)hx. A.23
Comme dans 'exemple 1. on peut alors identifier la dérivée fonctionnelle %: avec une fonction
%—?(m) (parfois aussi désignée %) qui est donné par la dérivée d’Euler-Lagrange de L.
Similairement, la dérivée de la fonctionnelle 0 éq. (A.21)) est parfois exprimée avec laide de
la “fonction delta” (en identifiant &[f] = f(0)) de fagon suivante :

6f(x)

=6 (z —y). .
==y (A2

Comparaison avec le cas de dimension finie : Pour les espaces vectoriels V' >~ R™ de dimension
finie n

les fonctionnelles correspondent aux fonctions V. — R,
les fonctionnelles linéaires correspondent aux formes linéaires,

par le le produit scalaire euclidéen on peut identifier chaque vecteur v avec une forme linéaire
qui envoie u — v - u (et contrairement aux cas de dimension infinie, 'espace des formes
linéaires sur V est ainsi isomorphe & V'),

pour un indice fixe j on peut définir une forme linéaire 6, : v — v/ qui est plus commune-
ment représentée par la matrice §7, en écrivant (v') — 670" = v7,

la dérivée fonctionnelle correspond a la dérivée ordinaire : soit f: V — R, alors
flw+h) = f(v) +(Vf)(v) - h+O(hP) (A.25)

Péquivalent d’éq. (A.24)) est
=4 (A.26)
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