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Solutions TD 3 : Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1.

(a) C’est vrai. La fonction f = = — % est définie sur R*. pour tout z € R* on peut
écrire f(z) = 1/g(x) avec g(z) : @ — z avec g(x) # 0. f = 1/g est donc continue comme
quotient de deux fonctions continues.

(b) C’est vrai, si f et g sont continues en z alors f + g est aussi continue en x.

(c) On va montrer que si f est continue en x et g est discontinue en z alors f + g est
discontinue en xy. On montre la contraposée, c’est-a-dire, si f + g est continue en x( alors
f est discontinue en xg ou g est continue en x.

Si f + g est continue en xg, il y a deux possibilités.

1) f est discontinue en x(, dans ce cas nous avons montré I'implication.

2) f est continue en z( et donc — f est aussi continue en z impliquant que (f +g¢g) — f
est continue en xy (comme somme de fonctions continues) et donc g est continue en x
montrant 'implication.

(d) C’est faux. Considérons les fonctions

0 siz<O

f(‘”):{l siz >0

(o) = 1 siz<O0
=30 siz>0

f et g sont discontinues en 0 mais f 4+ g = 1 est continue en 0.

(e) C’est faux. Considérons la fonction

f(x):{x siz <0

z+1 siz>0

f est bien croissante mais f n’est pas continue en 0.

Exercice 2. Soit D;, le domaine de définition de h. Alors

r €Dy <= In(cos(x+m))#0etcos(z+m)>0
<= In(—cos(z)) # 0 et —cos(z) >0 (carcos(x +7m) = —cosz V€ R)
<= —cos(z) # 1 etcos(z) <0
cos(z) #1et Ik € Z,2km + 3 < v < 2kmw + 3L
VneZ,x# (2n+)met 2k +)mr <z < (2k+ )7
e R\{2n+ V)rln € Z} et z € J](2k + 3)m, (2k + 3)n]
keZ

ze U (1(2k + ), 2k + 3)m[U](2k + 1), (2k + 3)7[)

keZ

—
—
—
<~
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Exercice 3. h est continue sur R\ {1,4} car h est une fonction polynomiale. Puis

lim A(z) = lim 2z —1=1et lim h(z) = lim 2* =1
z—1— Tz—1— z—1t z—1—

et h(1) =1 donc lin% h(x) = h(1) si et seulement si h est continue en 1.
T—

Ensuite,
lim h(r) = lim 2> = 16 et lim h(z) = lim 8/ = 16

x—4- z—4~ r—4+ T4~
et h(4) = 16 donc linr}l h(xz) = h(4) si et seulement si h est continue en 4.
z—

Conclusion : h est continue sur R.

Exercice 4.

(a) lim 242
x—0 ' ) )
Siz > 0 alors 22l — "’“"2;2“ — 2+ 2et donc lim 22l — 9o
z—0t z
2 2
Siz < 0alors &2l — 222 _ ;. 9 ot donc lim 22 — o
z z r—0~ z
Comme la limite & gauch et différent a la limite & droite alors hH(l) % n’existe pas.
T
(b) Soit x € R,z # km, k € Z alors
.9 2
. sin“ x . 1 —-cos*x . 1 —cosz)(l +cosx .
hm—:hm—:hm( ) ):hml—cosx:Z
z—m ]l +cosx z—o7 14 cosx T 1+ cosx T

(c) Nous avons que (a — b)(a + b) = a® — b* et donc

Vi+z—Vi—-2)V1+ax+vV1—2)=(1+z)—(1—2x) =2

Alors,

.m\/1+$—\/1—:n:. Vit+o—V1—-2) (V1+o+V/1—2) 2

| | . =1
20 v 230 v WVititvVl-a5) =0 Vitatvl-z

(d) Nous avons (a — b)(a* + a + b*) = a®> — b donc

(V1+22)(V1+22)? +V1+224+1)=1+22—-1=2"

Alors,
vV1+az-1 ) 1 1 1

lim — = lim -

20 x2 fc—>°(\/31~|—952)2+\3/1—|—:v2—|-1:1"‘14’1:3.

2




Université de Montpellier HAC310X - Mathématiques pour la Chimie 2023-24

Exercice 5.

(a) Cest faux. Si f(z) = —1 alors f'(z) = 5 > 0. Dy = R* mais f n’est pas stric-
tement croissante sur R* puisque —1 < 1 et f(—1) =1 > —1 = f(1) (c’est vrai si f est
définie sur un intervalle).

(b) C’est faux. f(x) = 23 est strictement croissante mais f'(z) = 3z% et donc f/(0) = 0.

Exercice 6. La fonction g(x) :  +— /x est dérivable sur |0,+oco[ et donc f(z) est
dérivable sur [0, +1] et ax? + bz + ¢ est dérivable sur R (et donc sur |1, +oo[) étant une
fonction polynomial.

Analysons f en x = 1. On sait que ¢'(z) = ﬁi et ¢’(1) = 1/2. 1l suffit donc de
déterminer a et b tels que f soit dérivable en x = 1, pour cela il faut et il suffit que f soit

continue en z = 1 et que

flz) — (1) flz) — ()

li = i 0.1
R I o1
f est continue en x = 1 si et seulement si
1=f(1)= lim f(z)= lim az’ +br+1=a+b+1
z—1— r—1~
Donc, f continue en 1 si est seulement si a + b+ 1 = 1 ou encore a = —b.
Maintenant,
- fl@) - )
lim ————~> =¢/(1) =1/2
A =Y
Soit h(z) = ax® + bx + 1 alors,
— f(1
lim J@) = /(1) =h'(l)=2a+b
z—1t z—1
D’aprés (?7), nous avons 2a + b = 1/2 et comme a = —b on trouve a = 1/2 et b = —1/2.

Exercice 7.
(a) [ 2*cosz dx

Prenons u = 2% et v/ = cosz et donc v/ = 2z et v = sinz. Alors,

/x%osx da::xZSinx—Q/xsin$d:B

Le degré du polynome a diminué d’un. On intégre cette nouvelle intégrale par parties avec
u==xet v =sinx et donc v’ =1 et v=—cosz. Alors

/xsinxdm = —rcosx — /(1)(—cosx) = —zcosx +sinx
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Alors,
/ 2% cosx dr = 2 sin 1—2(—x cos x+sin 2)+C = z*sin 1+2x cosz—2sinz+C, avec C constante

(b) [e " cosz dx, (a>0)

Prenons u = e % et v/ = cosx et donc u' = —ae™* et v = sinz. Alors,

I = /e_‘” cosx dr =e sinx+a/e_‘”” sinz dx

On intégre cette nouvelle intégrale par parties avec u = e % et v = sinx et donc
u' = —ae ™ et v = —cosx. Alors
/e_‘”” sinz de = —e” ** cos :U—/ —ae” " (—cosz)dr = —e “cosx—a / e “cosxdr=—e “cosx—al.

Nous obtenons
I= /eax cosw dr = e “sinz + a(—e “cosx —al) = e ““siny — ae” cosx — a’l
et donc
I+ a’l =e “sinz — ae ““acosx

d’ou

1
1+ a?

/e‘” cosx dr =1 = e “(sinx —acosx)+ C, avec C constante

(¢) [2"Inz dz, (n# —1)
Dans ce cas le choix u = 2" donne une intégrale plus compliquée. Le bon choix est
u=Inz et v = 2" et donc v = % et v = erl. Alors,

n+
Ja"nx dx = f:{li Inz — ﬁf%x"“ dx
_a" 1
IR R
J— 7L +
= ZTIHZL‘ — (n+1)2xn + C
= (nil)zxnﬂ((n +1)lnx — 1)+ C, avec C constante

Remarquons qu’avec n = 0 on obtient

JImzder =&(e—-1)+C=zhez—z+C
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(d) [In*z dz

Prenons u = In?z et v/ =1 et donc v’ = 21% et v = x. Alors,

[z de =zln’z—2 [y dy
=zln’z -2 [Inz do
=zln’z —2(zlne —2) +C
=z(In®2z —2Inx +2) +C, avec C constante
(e) [sin’z dx

Prenons v = sinz et v = sinx et donc v’ = cosx et v = — cosz. Alors,

F(z) = —cosxsinz + /COSQLL’ dx
—
G(X)
avant de calculer G(z) il faut la transformer, sans quoi I'intégration par parties n’abutirait

A Tl ili 14-cos(2
a rien. On utilise la formule cos? z = —+C°;( z).

1 2 1 1 (2
G(x):/cos2xdx:/+c+(x) tr= [Larsd [ eoson M

et donc

in(2
F(z) = —cosxsina:+£+M

c
2T Ty T

Sachant que sinz cosx =

in(2
w, nous obtenons

(2 (2 (2
/sinZ;E dr = _3111(2 ?) + g + w = g — %ﬁ + C, avec C constante

marque : On aurait pu ISir v = sin“z et v = u départ.
Remarque : On aurait chois sin?zx et v = 1 au départ

Exercice 8.
(a) [(cosz)®*sinx dx

On fait le changement de variable u = cosx et donc x = arccosu et du = — sinz. Alors,

1 1
/(cos ) siny dr = /u1234(—du) = —%um%—l—C = 1938 cos'®® +C avec C constante

On fait le changement de variable v = Inx et donc x = expu et du = dm—x. Alors,

1 1
/ dx = /—du =Injul|+C =In|lnz|+ C avec C constante
u

rlnzx

(0) [ g7e=s da
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On fait le changement de variable u = e® et donc z = Inwu et du = e*dx ou encore
doe = & = %u. Alors,

er

1 1 d 1 1 1
/3 g dx = 34 %;u = / U1 du = gln|3u+1\+0 = gln 13e*+1|+C" avec C' constante

1
Ly p—
On assume que | ——du = arcsin u. Essayons donc d’écrire 4z — 22 sous la forme 1 —¢2.

4x—x2:4—(x—2)2:4(1—(%x—1)2)

On fait donc le changement de variable u = %a: — 1 et donc du = %dx. Alors,

u = arcsinu + C

/\/ﬁdx:/\/ﬁ%u:/ﬁd

1
= arcsin(ix + 1)+ C avec C constante

Exercice 9
a) foﬂ/2 rsinz dr
On prend u = x et v/ = sinx et donc du = dx, v = — cosx. Alors,

/2 w/2 w/2
/ rsinx dr = [uv]g/2 - / W'y = [~z cos ]}/ —|—/ cos xdx
0 0 0

:[—xcosa:]g/2+[51nx]/ =0-0+1-0=1

1 T
b) fo. NS dx ' '
On fait le changement de variable u = e* et donc du = e*dx et x = Inwu. La variable
varie de =0 & x = 1 donc u varie de u = e =1 a u = e. Alors

[ [t [ gty b -

c) fol m dx

On fait le changement de Variable r = tant et donc t = arctanx et dz = (1 + tan®¢)dt.
On sait que 1 + tan’t = coszt La variable varie de + = 0 a z = 1 donc t varie de
u=arctan0 = 0 a u = arctan 1 = 7 /4. Alors
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1 1 /4 1 9 /4 1 e,
———dr = ———(1+t t)dt = ——dt = tdt
/0 (14 22)? ‘ /0 (1 + tan? t)2< +tan’?) /0 (1 + tan?t) /0 cos

1
25/1+C082tdt:

sm(2t)] m/4

+7r
2 8

t+ !
4

1
2 0
(d) [f(1+ ) arctanx dx
2
1

Notons [ = [ 7 (1 + -5)arctanz dz. On fait le changement de variable u = < et donc
2

du = —#dm, r = % et donc dv = —%dx. La variable varie de z = 1/2 & x = 2 donc u

varie de u = 2 & u = 1/2. Alors '
02

2 1 2 du
I= / (1+ ;) arctanz dr = / (14 w?) arctan(1/u) (——)
1 2

31 21
= —/ (—2 + 1) arctan(1/u) du = / (—2 + 1) arctan(1/u) du.
5 U 1

Maintenant, on sait que arctanu + arctan(=) = /2, donc

I= [ (% + 1) arctan(1/u) du = ﬁ (% + 1)(7w/2 — arctan(u)) du

T 21 T 1 2 3
_5[(§+1)du—/é(E—i—l)arctan(u)du_?[—54—1;]1/2_]_7_]
et donc
="
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