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Solutions TD 1 : Matrices
Exercice 1.
u-v=(uv)=((3,1,-1),(1,2,-3)) =3+ 2+ 3 =8

On sait que u-v = |Jul| x [|v| x cos(Z(u;v)). Alors,

8 =1/324+ 12+ (—1)2 x /12 4+ 22 + (—=3)2 x cos(£(u; v)) = V11 x V14 x cos(Z(u; v)).

Done, cos(£(1;V)) = iz A 1309 ~ 0, 6446.

L’angle cherché est donc donné par arccos(0.6446) ~ 0, 8702963631.

Exercice 2.
a) On rappelle que i = (1,0,0),5 = (0,1,0) et £ = (0,0, 1). Donc,

X =2u+v+4dw = (4i — 2j + 6k) + (2 — 2k) + 4(—k) = 4i = 4(1,0,0) = (4,0,0).

b) Un vecteur perpendiculaire a w = (0,0, —1) et x = (4,0,0) est donné par

t gk
xxw=det| 4 0 0 | =i0)—j(—4)+k(0)=45=(0,4,0).
00 -1

¢) Un vecteur perpendiculaire & w = (0,0, —1) et v = (0,2, —2) est donné par

i j ok
vxw=det| 0 2 =2 | =i(=2)—j(0) + k(0) = —2i = (—2,0,0).
0 0 -1
Exercice 3.
1 4 1 5 2 9
A+B_(0 1 +<2 —3)_(2 —4)'

)
(3 3)-(G3 )= (2 73)
seoa= (3 3)+ (3 3) (0 2)- (5 3)+ (55 153)
s o))=Y
e-(b )G -0 a6 )
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(1 oN/1 4\ (1 4
S\ 01 0 -1 /) \0 -1
1 ) 1 4 3 15 1 4 2 11
— 3— j— — — —
w-at=s(y 5 )-(o a)=(5 5) (o )-8 %)

Exercice 4. Soient

2 3 4 -1 1 0 1
A= 450 |,B=| -1 -3 4|, a=[2]ety=(40 1)
-1 0 3 0 1 6 3

4 -6 -8

—24=| -8 -10 0

2 0 -6

14 4

A+B=| 32 -4

11 9

x + y n’est pas possible (les tailles des matrices sont différente)

-5 =3 12
AB = -9 —11 =20
1 2 18
2 2 -4
BA = —-10 —18 -—-16
-2 5 18

20

Az = 11

8

xA n’est pas possible (le nombre de colonnes de x est différent du nombre de lignes de A)

By n’est pas possible (le nombre de colonnes de B est différent du nombre de lignes de y)
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yB:(_47576)
—1 5 3
Exercice 5. Soit A = 0 —4 -2
1 0 2
a)
—1 5 3
det| 0 =4 —2 | =(=det F 2V @yt 2 )+t 2 3
1 0 9 0 2 0 2 —4 -2

= (~1)(=8) + 0+ (1)(~10+12) =8 +2 =10 £ 0

A est donc inversible.

On rappelle que A™' = —=—(d;;) avec d;; = (—1)" det Aj; out Aj; est la matrice obtenue

a partir de A en supprimant la ligne j et la colonne i. Nous avons

-4 =2
_1)1+1 —
di; = (=1)"*! det ( 0 92 ) 8,

5 3
— (_1)1+2 —
d12 = ( 1) det ( 0 2 ) 10,
5 =3
— (—_1)1+3 =
d13 = ( 1) det ( 4 9 ) 2,
0 -2
— (_1)2+1 ——
d21 = ( 1) det ( 1 9 > = 2,
-1 3
— (_1)2+2 E——
d22 = ( 1) det ( 1 2 ) 5,
. -1 3
— (_1)2+3 ———
d23 = ( 1) det ( 0 2 ) = 2,
0 —4
— (_1)3+1 —
d31 = ( 1) det ( 1 0 ) 4,
-1 5
— (_1)3+2 —
d32—( 1) det( 1 O)—5,
-1 5
— (_1)3+3 —
Obtenant
1 -8 —10 2
A= 0 -2 =5 -2
4 5 4
-1 01
A= 5 —4 0
3 =2 2



Université de Montpellier HAC310X - Mathématiques pour la Chimie 2023-24

c) AA' £ I3. A n’est donc pas orthogonale.

Exercice 6.

AAL — ( cosf) —siné

sin 6 cos 6

sin @ cos § — sin 8 cos 6

A est bien orthogonale.
D’abord on calcul B

1 0 0 cosf —sinf 0
B=| 0 cosp —sing sinff  cosf 0
0 sing  cosyp 0 01
nous
cosf sinfcos
B'=| —sinf cosfcosy cosfsiny
0. —sinp
On a
c0529+sin20+0
BB = ( sin 6 cos ¢ cos @ — sin @ cos 6 cos ¢ + 0
sin € sin ¢ cos @ — sin § sin p cos 6 + 0 sin295in<pcosnp+c05265innpcosgo—sin¢cosnp

ou encore

cos? 0 + sin? 0
BB! = 0
et done

BB' =

B est également orthogonale.

Exercice 7.

0 -1

1
0
0

)

_ cos?20 +sin?0 cosfhsinh — cosHsin b
sin? 0 + cos? 6

cos 0 sin 6 cos p — sin 6 cos O cos ¢ + 0
sin? 6 cos? @+ cos? 6 cos? © + sin? %]

cos? p(sin2 @ + cos? 0) + sin?
0 sincosp(sin? 0 + cos? §) — sin p cos ¢

a)det(A):det(l 1):-1-0:—1.

1 5
2 =3

det(B) = det < ) =-3-10=-13.
On en déduit det(AB) = det(A)det(B) = (—1)(—13) = 13.

)

pare (3 ase( -

e{ [l B

5
13
L
13

4

o~ O
—_ o O

sin @
—sinf@ cosf

)=(o 1)

cos 6 —sinf 0
sinfcosy cosfcosp —sing
sinflsiny cosfsiny  cosy

cos O sin ¢ — sinf cos O sinp + 0
sin2 6 cos @sinp + cos? 6 cos @ sin ¢ — sin @ cos @
sin? 0 sin? » + cos? 0sin? @+ cos? @

0
cos psin p(sin?  + cos? ) — sin ¢ cos @
sin? ¢ (sin? 0 + cos? §) + cos? ¢

)
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_3 _2
On en déduit (AB)™' = B7tA™! = ( E E )
13 13

Exercice 8.

1 2 3 4 5
06 7 8 9
det] 0 0 10 11 12 =1x6x10x 13 x 15.
00 0 13 14
00 0 0 15
Exercice 9.
1 11
det A=det| 2 1 1 | =(1)det L1 —(1)det 2 1 +(1) det 21y 0-3+3 = 0.
L 2 92 2 2 1 2 1 2

Comme det A # 0 il n’y a pas de solution unique.
r+y+z =2
A partir du systéme : 2r+y+z =3
r+2y+2z =3
La difference de deux premiéres équations donne x = 1 et en remplacant cette valeur
dans la premiére équation on obtient y = 1 — z. Nous avons une infinité de solutions
(1,1 — z,2) dépendant du paramétre z.

r+y+z =2
Exercice 10. { 2z +y+2 =3
r+2y+z =3
La difference de deux premiéres équations donne x = 1 et en remplacant cette valeur dans
la premiére équation on obtient y = 1 — 2. En remplagant z = 1 et y = 1 — 2 dans la
troisieme équation on obtient z = 0. Finalement, nous trouvons y = 1. Nous avons que
I'unique solution est (1,1,0).
Exercice 11. Nous avons une solution nontriviale quand

—2-=A 1 1
D = det 11 4—-X 5 | =0
-1 1 =X

Alors,

4—\ D —11 ) —11 4-—X
D—(—Q—)\)det( 1 _)\)—det( 1 _)\>+det< 1 1)

= (=2=N)(=A(4=X)=5) = (LIAF5)+(—=11+(4=N)) = = X3 42224 -2 = —(A=1)(M+1)(A\=2) =0
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Nous avons donc que D = 0 quand A = 1, —1 ou 2 (qui sont de racines du polyndéme
—A=1DA+1)(A=2)=0).

Exercice 12. (a) Calculons
A 1
D = det 1 3-2A
0 1

1 1 0
3_)\)—det(1 3_/\>+0

B=MNEB=A)=1D)=(B=-1)=0=B-2((B-N?-2)=0
Nous avons (3 — A\)((3 — \)? —2) = 0 quand 3 — A = 0, c’est-a-dire quand A = 3, ou bien
22

Alors,
3 _

e

D:(B—)\)det(

quand (3 — A =X —6A+7 =0, c’est-a-dire quand X = 3+ /2.
y=0
(b) Pour A = 3, le systéme devient ¢ x4+ 2z =0 Nous avons une infinité¢ de solutions
y=0
donné par (—z,0, z) dépendant du paramétre z.
y = +v2x
Pour A = 3 + /2, le systéme devient { z + z = +/y
Y = i\/§z

Nous avons une infinité de solutions donné par (z, +4/22, z) dépendant du paramétre z.

Exercice 13.

Soit ¢ = (v/5 4 1)/2 (nombre d’or) et ¢ = 1/1/2(p + 2).

(a) Les valeurs propres sont : Ay = a+ ¢S, s =a+ (¢ — 1), A3 =a—(p—1)5 et

M=a—pf
(b) Les vecteurs propres orthonormales sont :

1 %) %) 1

1 —1 —
T1==¢C ZZ , Ty = C 1 , Ty = C 1 ety =c SOSO
1 —p %) —1



