REPRESENTATIONS COMPLEXES DES GROUPES FINIS

JEAN-MARC COUVEIGNES

RESUME. On présente les résultats fondamentaux sur les représentations et caractéres complexes
des groupes finis.
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1. DEFINITIONS ET PREMIERS EXEMPLES

Soit £ un espace vectoriel de dimension m > 1 finie sur le corps C des nombres complexes.
On note End(E') I’ensemble des applications linéaires de £ dans E. On note GL(E) I’ensemble
des applications linéaires bijectives de E dans F.

1.1. Définitions. Soit G' un groupe fini et
p:G—> GL(F)

un morphisme de groupe. On lui associe une action de G sur E. Cette action est dite linéaire car
elle est compatible avec la structure de C-espace vectoriel sur £. On note souvent p, au lieu de
p(s). Et pour v dans E on note p,(v) pour (p(s)) (v). Ou plus simplement s.v ou encore *v.

On dit que p est une représentation linéaire de GG, et que E est un espace de représentation.
La dimension m de £ est appelée degré de la représentation.

Si B est une base de E on note R, la matrice de p; dans la base B. On définit ainsi un
morphisme de groupes R : G —» GL,,(C). Le morphisme R définit une représentation sous
forme matricielle. Pour 1 < 4,5 < m on note r; ;(s) le coefficient de R, en position (7,5). On
définit ainsi m? applications 7; ; de G dans C.

Soient p: G — GL(FE) et u: G - GL(F') deux représentations linéaires du méme groupe G.
Une application linéaire u : & — F' est dite équivariante si pour tout s € G on a

UO Ps = [bs O U.

On dit aussi que c’est un morphisme de représentations.

Si u est une bijection on dira que p et u sont deux représentations équivalentes.

Sip:G - GL(FE) et u: G — GL(F) sont deux représentations du méme groupe on définit
une représentation notée p ® p et appelée somme directe des représentations p et p. L’espace de
représentation de p @ p est E @ F'. Pour tout s € G ’endomorphisme (p @ i) de E' @ F associé
a s est la somme directe des endomorphismes p; et us ainsi définie :

EFoF

(p@p)s: EeF

(e, ) = (ps(€), us([f))-

Si B est une base de E et C' une base de F' alors la réunion de B et C' est une base de ' @ F'.
Soit m la dimension de E' et n la dimension de F'. Soit R : G — GL,,(C) la représentation
matricielle associée a p et B. Soit M : G - GL,,(C) la représentation matricielle associée a 1 et
C'. La représentation matricielle associée a p @ et BuC estnotée R@ M : G — GL,,,,(C).
La matrice (R @ M), est la matrice diagonale par blocs Diag( R, M).
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1.2. Représentations par permutation. L’application 0 — P, définit un morphisme
P:S, - GL(C")

du groupe symmétrique de degré n vers le groupe des automorphismes de 1’espace des vecteurs
colonnes de dimension 7.

Si le groupe fini G agit a gauche transitivement sur un ensemble X de cardinal n on fixe une
bijection entre X et {1,2,...,n} et 1’on en déduit un isomorphisme entre ’ensemble Sym (X)
des bijections de X et le groupe symmétrique S,, = Sym({1,2,...,n}). On peut donc supposer
que X ={1,2,...,n}. On dit que I’on a numéroté les éléments de X. Une telle action de G sur
{1,2,...,n} est décrite par un morphisme « : G - S,,. La composition Po « : G - GL(C") est
appelée représentation linéaire (matricielle) par permutation.

Une fagon plus directe de construire cette représentation linéaire est de considérer un C-espace
vectoriel F de dimension 7 et une base B = (b, )..x de E indexée par X. On définit alors pour
tout s dans GG ’application linéaire p : E' - E par p,(b,) = bs ..

Dans le cas particulier ou X = G et GG agit sur X par multiplication a gauche on obtient la
représentation réguliére de G. On a alors £ = C¢ et I’on note (e,).cc la base canonique. On
note pg : G — GL(C®) la représentation réguliere. Pour s € G on a pg(s)(€z) = €.

1.3. Caracteres multiplicatifs des groupes cycliques C',,. Soit n > 1 un entier. On note C), le
groupe formé des puissances 1, r, ..., r*! d’un élément r tel que ™ = 1. On dit que C,, est
décrit par le générateur r et la relation 7 = 1. C’est le groupe cyclique d’ordre n. L’application
de (Z/nZ,+) dans C,, qui associe r* a k mod n est un isomorphisme de groupe entre (Z/nZ, +)
et (C, x).

Soit w un nombre complexe tel que w™ = 1. Il existe un unique entier h dans [0, n[ tel que
w = exp(2imh/n). On définit un morphisme de groupe

Xn: Cy — C* = GL(C)

en posant x(r*) = w* = exp(2iwhk/n).
On obtient ainsi n représentations linéaires de C,, de degré 1. Elles sont deux a deux non-
isomorphes. On les appelle les caracteres multiplicatifs du groupe cyclique C,,.

1.4. Caracteres multiplicatifs d’un groupe fini. Plus généralement, pour G un groupe fini, on
appelle caractere multiplicatif de G un morphisme de G dans C*. Les caracteres multiplicatifs
sont donc les représentations de degré 1 de G. L’ ensemble des caracteres multiplicatifs est noté

G = Hom(G,C*).

C’est un groupe commutatif. On le nomme le groupe dual de G.
Si G et G5 sont deux groupes finis et x; € Gy et x2 € G5 des caracteres multiplicatifs de Gy
et GG, respectivement on définit un caractere multiplicatif xy de G; x G5 en posant

x(91:92) = x1(91)-Xx2(92)-
L’ application (x1, x2) — X est un morphisme de groupes

a:@1XCA;2—>G1><G2.
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Si maintenant  : G; x G5 - C* est un caractere multiplicatif de GG; x GG, la restriction de y a
G x {102} c Gy x Gy
définit un caractere multiplicatif de G;. Et la restriction de y a
{1, } x Gy c Gy x Go

définit un caractere multiplicatif de G5. L’application y +~ (X|G1X{1G2}’ X|{1g, }xG2 y) est un mor-
phisme de groupes

BZG1XG2—>GA(1XGQ.

On vérifie que [ o « est I’identité de él X ég et awo 3 est I’identité de (G; x GG5. Donc le dual d’un
produit cartésien est canoniquement isomorphe au produit cartésien des duaux.

Dans le cas d’un groupe cyclique C,, les caracteres multiplicatifs sont en bijection avec les
racines n-iemes de I’unité. Et cette bijection est un isomorphisme de groupes.

Comme toute groupe commutatif est produit de groupes cycliques, on en déduit que le groupe
dual G d’un groupe commutatif G est isomorphe a G. Cet isomorphisme n’est pas canonique en
ce sens que 1’on ne sait pas en choisir un plutdt qu'un autre dans I’ensemble des isomorphismes
entre G et G.

Considérons maintenant un groupe fini G non-nécessairement commutatif. Si a et b sont dans
G on note [a,b] et I’on appelle commutateur de a et b I’élément aba~'b1. Si ¢ est dans G, le
conjugué par ¢ du commutateur est le commutateur des conjugués :

cHa,ble=[ctac,ctoc].

L’ensemble des commutateurs est donc stabilisé par tous les automorphismes intérieurs de G.
On note D(G) le sous-groupe engendré par les commutateurs. C’est un groupe distingué de G
puisqu’il est engendré par un ensemble stabilisé par les automorphismes intérieurs. On 1’appelle
le sous-groupe dérivé de GG. Le quotient G/D(G) est abélien. C’est le plus grand quotient
abélien de GG. On I’appelle I’abélianisé de G et ’on le note Ab(G).

Soit x : G - C* un caractere multiplicatif. Pour tout commutateur [a,b] on a

X([a.b]) = x(aba™'b7") = x(a)x(b)x(a) ' x(b) " = 1.

Donc le noyau de x contient D(G). 1l existe un charactere multiplicatif p : Ab(G) — C* de
Ab(G) tel que y soit la composition de p avec I’application quotient G - Ab(G). Autrement dit

G = Ab(G).

On obtient ainsi une description assez explicite des représentations linéaires de degré 1 des
groupes finis.

1.5. Rappel sur les isométries du plan réel. On consideére le plan affine réel A»(R) = R? muni
de la distance usuelle. Une isométrie de A,(R) est une application de A5(R) dans Ax(R) qui
conserve les distances. Les isométries sont des bijections. Elles forment un groupe pour la loi de
composition. On montre que ce groupe est engendré par les réflexions. On note Oy (R ) le groupe
des isométries qui fixent I’origine O. Ce groupe est engendré par les réflexions d’axe passant par
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O. 1l est formé de I’identité, des rotations de centre O et des réflexions d’axe passant par O. Dans
la base canonique, la matrice de la rotation de centre O et d’angle 6 est

ro-(50 =)

et la matrice de la réflexion d’axe horizontal est

On vérifique que M2 =Td et MT(0)M =T(-0).

1.6. Le groupe diédral D,. Soit n > 2 un entier. Le groupe D,, est d’ordre 2n. Il contient
un sous-groupe distingué isomorphe a C,,, engendré par r tel que " = 1. Il contient aussi un
sous-groupe d’ordre 2 engendré par s tel que s> = 1. Les deux groupes < r > et < s > sont
complémentaires et srs = r~!. Autrement dit D,, est le produit semi-direct de C,, =< r > et
Cy =< s > pour Iaction sr¥s = r=%. On dit que D,, est donné par les les générateurs r et s et les
relations 7 =1, s2 =1 et srs = rL.

On définit un morphisme p : D,, — GLy(C) en posant

ooy =@ = (G671 ey ) =[5 1)

On vérifie que (p(r))" = 1d, (p(5))” = Id et p(s)p(r)p(s) = p(r)D.

On a bien siir p(r*) = p(r)*k = T(2wk/n) et p(r*s) = p(r)*p(s). La représentation p est une
représentation matricielle de degré 2 du groupe diédral D,,.

Posons maintenant

P- (1 1) et u(t) = P p(t) P
pour tout t € D,,. En particulier

() = (exp<—§m/n> o Qt)m/n)) et u(s) = ([1) (1))

On obtient une représentation matricielle x : D,, - PGLy(C) équivalente a p.
Soit maintenant A un entier. On définit un morphisme p* : D,, - GLy(C) en posant

p"(r) = T(2hm[n) = (gfﬁggg;g; —(}21;(227&}%1))) et p"(s) =M = ((1] _01)

et bien sir p"(r*) = ph(r)* = T(2whk/n) et ph(rks) = p"(r)*ph(s) = T (2whk/n) M.
Si h # h' mod n et h # —h’ mod n alors les représentations (p") et (p"') ne sont pas équiva-
lentes.
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1.7. Sous-représentations. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe
fini et p : G - GL(E) une représentation linéaire de (. Soit F' un sous-espace vectoriel de £
stable par tous les ps pour s € G. Alors pour tout s la restriction de ps a F' est un isomorphisme
de F. On obtient donc une représentation linéaire p : G — GL(F’). On dit que c’est une sous-
représentation de p.

Par exemple, le sous-espace nul {0} c F est stable. La représentation associée est la sous-
représentation nulle.

Autre exemple : si pg : G > GL(C?) est la représentation réguliere alors le sous-espace de
dimension 1 engendré par ., e.. est clairement stable par GG. La sous-représentation correspon-
dante est la représentation unité.

Théoreéme 1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe fini et p : G —
GL(FE) une représentation linéaire de G. Soit I’ un sous-espace vectoriel de E stable par G. 1
existe un supplémentaire H de F dans E qui est stable par G. La représentation p est somme
directe de ses sous-représentations p* et pH.

Soit K un supplémentaire de F' dans E. Soit 7 le projecteur sur F' parallelement a /. On pose

1
(1) I=—— ) psomop;t.
7a 2

On vérifie que
(1) larestriction de IT a F est ’identité,
(2) 'image de Il est F',
(3) II commute a p, pour tout s € G.

Soit alors H le noyau de 1. C’est un supplémentaire de I’image F' de II et il est stable par tous
les ps. a.

1.8. Représentations irréductibles. Soit £/ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G
un groupe fini et p : G - GL(E) une représentation linéaire de GG. On dit que p est irréductible si
et seulement si £ est non-nul et p n’admet pas d’autre sous-représentation que la représentation
nulle et elle méme.

Toute représentation de degré 1 est irréductible.

Soit n > 2. Soit h un entier tel que 27 # 0 mod n. La représentation p du groupe diédral D,
introduite a la section [1.6/est irréductible.

Théoreme 2. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe fini et p : G —
GL(FE) une représentation linéaire de G. Il existe des sous-espaces (FE;)1<i<; de E stables par
G tels que E = @11 F; et la restriction de p a chaque F; est une représentation irréductible.
Autrement dit p est somme directe de représentation irréductibles

E.
p=Oici<ip "

On raisonne par récurrence sur le degré n de la représentation. Si n = 0 alors £ est nul et p est
la représentation nulle. Elle est la somme directe d’aucune représentation.
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Supposons n > 1. Si p est irréductible le théoreme est vérifié. Sinon il existe un sous-espace
stable F' non-nul et différent de F. Soit H un supplémentaire de /' dans E stable par G. Les
représentations p’ et pH sont de degré < n donc chacune est somme directe de représentations
irréductibles. Comme p = p @ pH, il en va de méme pour p. 0.

1.9. Produit tensoriel d’espaces vectoriels. Soit A un corps. Soient E et F' deux K-espaces
vectoriels. Soit B = (b;);e; une base de E. Soit C' = (¢;),e; une base de F. L’espace vectoriel
KUxJ) est noté E ® F'. Les vecteurs de sa base canonique sont indexés par le produit cartésien
I x J.Onles note (d; jy) (i j)erxs- 1l existe une unique application bilinéaire ¢ : £ x F' > E® F
telle que ¢(b;,c;) = d(; ;). Lespace vectoriel E' ® I est appelé produit tensoriel de E et de F'.
Pour e € E et f € F on écrit souvent e ® f au lieu de (e, f). En particulier d(; ;) = b; ® ¢;.

Soit maintenant H un K-espace vectoriel et soit f : £/ x F' — H une application bilinéaire. Il
existe une unique application linéaire f : £ ® F — H telle que f(b; ® ¢;) = f(bi,c;). Donc il
existe une unique application f telle que le dlagramme suivant commute

ExF

\/

EefF.

Théoreme 3. Soit K un corps. Soient E et I' deux K-espaces vectoriels. Il existe un espace
vectoriel E ® F' et une application bilinéaire ¢ : E x I' - E ® F' telle que la propriété sui-
vante, appelée propriété universelle du couple (E ® F, ), soit satisfaite. Pour toute application
bilinéaire f : EE x F' - H il existe une unique application f telle que le diagramme suivant
commute

ExF

\/

EefF.

On note (e, f) =e® f. Si (b;)icr est une base de E et (c;) je; une base de I' alors les b; ® c;
forment une base de I/ ® F'.

La propriété universelle implique 1’unicité du produit tensoriel (£ ® F, ) dans le sens suivant.
Si (E @' F, ') satisfait lui aussi la propriété universelle alors il existe un unique isomorphisme
@ tel que le diagramme suivant commute

EeoF

e

ExF @

.

E® F.

Il existe aussi un unique isomorphisme ¢’ tel que le diagramme suivant commute
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EFeoF

E® F.

Donc go g’ o = . Donc po ¢ fixe tous les éléments de Im . Comme Im ¢ engendre F ® F
on en déduit que @ o ¢’ est I'identité de £ ® F. On montre de méme que ¢’ o ( est I’identité de
E ®' F. On peut alors 1égitimement écrire p(e, f) =e® f € E® F pour tout ¢ € E et tout f € F.

Soient maintenant u; : Ey — I et uy : Ey — F5 deux applications linéaires. On définit une
application bilinéaire de F; x F5 dans F} ® F; en associant u1(e;) ® us(e2) a (€1, €2). On déduit
de la propriété universelle de F; ® F); qu’il existe une application linéaire de £} ® F» dans F; ® F)
qui envoie e ® ey sur uj(er) ® uz(ey). Cette application est notée u; ® uy et appelée produit
tensoriel des applications wu; et us.

1.10. Produit tensoriel de représentations. Soit G un groupe fini. Soient £ et [’ deux C-
espaces vectoriels de dimension finie. Soient p : G — GL(E) et p : G - GL(F') deux re-
présentations linéaires complexes de GG. Pour tout s dans G le produit tensoriel p; ® s est un
endomorphisme de £ ® F'. L’application s — p, ® 1, définit une représentation G - GL(E® F)
notée p ® 1 et appelée produit tensoriel des représentations p et f.

Soit B = (b;)1<i<q une base de E. Soit C' = (¢;)1< < une base de F'. Alors

(bi ® ¢j)1<i<d,1<j<e

estune basede £/ ® F'.
Soit R, = (75,1(5))1<i k<a 12 matrice de p, dans la base B. Soit M, = (m;;(s))1<j<e 12 matrice
de yu5 dans la base C'. La matrice P, de p, ® j15 dans la base (b; ® ¢;)1<i<d,1<j<e €St

) P, = (p(z',j),(k,l))1<i7k<d,1<j,l<e = (Ti,kz(s)mj,l(3))1<i,k<d7léj7l<e

notée R ® M, et appelée produit tensoriel des matrices R, et M.
Par exemple le produit tensoriel des représentations p" et p" du groupe cyclique C,, définies a
la section n’est autre que la représentation p"*"’ ot la somme h + b’ s’entend modulo 7.

1.11. Lareprésentation duale. Soit G un groupe fini. Soient F et F' deux C-espaces vectoriels.
Soient p: G - GL(FE) et u : G - GL(F') deux représentations linéaires complexes de GG. On
note Homg(F, F') 'ensemble de applications C-linéaire de F dans F'. On définit une action de
G sur Homg(F, F') en posant, pour s € G et f € Homg(E, F)

s.f: E F

U /vbs(f(los*1 (U)))
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Autrement dit s. f = 150 fo(ps)~!. On a ainsi défini une représentation G - GL(Homc(E, F)).
Dans le cas particulier ou /" est C lui-m&me muni de I’action triviale de G, ’espace Homc(E, C)
n’est autre que le dual E de E.On pourra noter p: G — GL(E ) la représentation ainsi obtenue.
On a ps(f) = f o p;'. Soit B une base de E. La matrice de j(s) dans la base duale de B est la
transposée de la matrice de p(s~!) dans la base B.

1.12. Moyennes et vecteurs invariants. Soit G un groupe fini. Soit £ un C-espace vectoriel
de dimension finie. Soit p : G > GL(E) une représentation linéaire. On note F¢ I’ensemble de
vecteur fixés par tous les éléments de ¢

E¢={meFE|VseQG, ps(m)=m}.

C’est un sous-espace vectoriel de E. Les vecteurs de E¢ sont dits invariants par G. On définit
I’application M : E — E par

1
M) =—> ps(v).
#a 2
On vérifie que M o M = M et que I’'image de M est E¢. Donc M est un projecteur d’image
EG. OnI’appelle I’opérateur de moyenne de la représentation. En particulier la dimension de E¢
est la trace de M donc

3) dim(EY) = Tr(M) = L > Tr(ps).
#G seG
Un cas intéressant concerne la représentation Homg(E1, Es) ou E; et Es sont deux espaces
de représentation. Il découle de la définition de cette représentation que le sous-espace des inva-
riants par GG dans cette représentation n’est autre que le C-espace vectoriel Homg (E, Ey) des
applications linéaires équivariantes entre £ et Fs.

1.13. Lemme de Schur. Soient £ et [' deux C-espaces vectoriels de dimensions finies. Soient
p1: G - GL(E)) et ps : G » GL(E>) deux représentations irréductibles du méme groupe fini
G. Soit u : Ey — FE5 une application équivariante. Le noyau de u est stable par G. Il est donc
nul ou égal & F/;. L'image de u est stable par . Elle est donc nulle ou égale a E5. On en déduit
que si u n’est pas nulle elle définit un isomorphisme entre £; et E>. Supposons donc maintenant
que Fy = Es et p; = po. Soit u une application équivariante et soit A I’'une de ses valeurs propres.
L application u — AId est équivariante et son noyau n’est pas nul. Elle est donc nulle et v = A\Id.

Théoreme 4 (Lemme de Schur). Soit G un groupe fini et soient F et Fy deux C-espaces vec-
toriels de dimension finie. Soient p, : G — GL(F1) et po : G - GL(FE3) deux représenta-
tion irréductibles de G. Si p, et py ne sont pas isomorphes alors Homg(E, E) = 0. Sinon
Homg(E1, Es) est un C-espace vectoriel de dimension 1. Dans le cas oiu Ey = Fy = E et
p1 = p2 = p Uespace Homg (E, E) est formé des homothéties de E.

1.14. Généralisation. Soit K un corps et £ un espace vectoriel sur K. Soit G un groupe. Un
morphisme de groupe p : G - End(FE) définit une représentation linéaire de G. Il n’est pas
nécessaire que K soit le corps des complexes ni que le groupe G soit fini. Par exemple on peut
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considérer le K -espace vectoriel K@ des applications de G dans K. Si ¢ : G - K est une telle
fonction et g € G on définit la fonction g.p par

g.p: G C

r— f(g7'z).

On obtient ainsi une représentation p : G - End(K ). On peut obtenir une sous-représentation
de p en se restreignant par exemple au sous-espace K (&) des fonctions a support fini. Dans le
cas ou (G est un groupe fini et A = C on retrouve ainsi la représentation réguliere introduite a la
section

Supposons que G est un groupe topologique, c’est-a-dire un groupe muni d’une topologie
telle que les applications produit G' x G — G et inverse G — G soient continues. On peut alors
obtenir une sous-représentation de p en se restreignant par exemple au sous-espace C'(G, K') des
fonctions continues.

On a vu, par exemple dans le preuve du théoreme|[I] 1’importance des moyennes comme celle
de la formule (3) dans I’étude des représentations. Pour développer une théorie des représenta-
tions de groupes dans un cadre général on rencontre des difficultés pour former ces moyennes.

Si le groupe est infini on peut essayer de le munir d’une structure d’espace topologique et
d’une théorie de I’intégration compatibles avec la loi de groupe. On peut alors remplacer les
moyennes par des intégrales, au moins quand le groupe est compact.

Si le corps K n’est pas de caractéristique nulle et méme si le groupe est fini, on rencontre
des difficultés lorsque la caractéristique du corps divise 1’ordre de G. Considérons par exemple
le cas out K = (Z/27Z,+,x) est le corps a deux éléments et G = (Co,x) = ({1,s},x) est le
groupe cyclique a deux éléments. On pose F = K?2. Soit (e, e;) la base canonique de E. Soit
u € End(F) ’endomorphisme qui envoie e; sur e et ey sur e; + ep. On vérifie que u o u est
I’identité de F. La matrice de u dans la base canonique est

M= ((1) }) ¢ GLy(Z/22Z).

Soit p : Cy - GLy(F) le morphisme de groupe qui envoie s sur u. C’est une représentation K -
linéaire de C'5. Or E/ n’admet que trois sous-espaces non-triviaux, engendrés respectivement par
e1, e et ey + eo. Le sous-espace engendré par e; est stable par GG. L’espace engendré par e, n’est
pas stable car u(es) = €1 + 5. Lespace engendré par e; + e n’est pas stable car u(e; + e2) = es.
Donc le sous-espace engendré par e; est stable par G mais n’admet pas de supplémentaire stable.
Le théoreme [ ne peut pas se généraliser lorsque la caractéristique de K divise le cardinal de G.

2. CARACTERES D’UN GROUPE FINI

On se donne un groupe fini G. Soit £ un C-espace vectoriel de dimension finie et p : G —
GL(E) une représentation de G. On associe a tout élément s de G la trace de p,. On définit ainsi
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une application

Xp: G C

s ——Tr(ps)

appelée caractere de la représentation p. Les caractéres d’un groupe fini sont les caracteres de
ses représentations.

Dans le cas particulier d’une représentation p : G — GL;(C) = C* de degré 1 la valeur du
caractere x,(s) s’identifie naturellement a p,. En particulier x,(s1s52) = x,(s1)x,(s2). Cest
la raison pour laquelle les caracteres des représentations de degré 1 sont dits multiplicatifs. 11
va de soi que les caracteres des représentations de degré quelconque n’ont aucune raison d’étre
multiplicatifs.

2.1. Premieres propriétés. Si p est une représentation de degré n et si 15 est I’élément neutre
de G alors p(1¢) est I’identité dans un espace vectoriel de dimension n donc

Xo(lg) =n.

Notons e le cardinal de G. Si s est un élément de G alors s¢ = 1 d’apres le théoreme de
Lagrange. Donc le polynéme x¢ — 1 annule 1’endomorphisme p,. Comme z¢ - 1 € C[z] est
scindé et sans facteurs carrés on en déduit que p, est diagonalisable. Ainsi y,(s) est la somme des
valeurs propres de p, en comptant les multiplicités. Ces valeurs propres sont toutes des racines
e-iemes de 'unité. En particulier I’inverse d’une valeur propre est son conjugué. On en déduit
que

Xp(571) = Xp(5).
On rappelle que si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n alors Tr(AB) = Tr(BA). La
trace d’un endomorphisme est la trace de sa matrice dans une base quelconque. Si s,t € G la
trace de p; o p; est égale a la trace de p; o ps. Donc

Xp(St) = Xp(ts)
et
Xo(sts™) = x, ().

Autrement dit un caractere prend la méme valeur en tous les éléments d’une méme classe de
conjugaison dans GG. On dit que c’est une fonction centrale sur G.

Soient p; : G - End(E)) et pg : G - End(FE>) deux représentations linéaires.

Pour tout s de GG on a vu que la matrice de p;(s) @ po(s) dans une base bien choisie de F & F»
est Diag(R1(s), R2(s)). Donc la trace de p1(s) @ po(s) est la somme des traces de p1(s) et
p2(s). Autrement dit

Xpr@p2 = Xp1 @ Xps-
De mé&me la matrice de p;(s) ® p2(s) est le produit tensoriel des matrices de p;(s) et de pa(s).

En examinant la formule (2) on voit que la trace d’un produit tensoriel de matrices est le produit
des traces de ces matrices. Donc

Xp1®p2 = Xp1-Xpz-
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On a vu aussi que la matrice de j(s) dans la base duale de B est la transposée de la matrice
de p(s71) dans la base B. Comme les valeurs propres de p(s) sont de module 1, la trace de p(s)
est la conjuguée complexe de la trace de p(s). Autrement dit

Xp = Xp-

On voit que I’ensemble des caracteres d’un groupe fini est stable par conjugaison, par addition
et par multiplication.

2.2. Orthogonalité des caracteres irréductibles. Considérons maintenant la représentation
Homg(E4, Es). Soit n; la dimension de Fj. Soit ny la dimension de Es. Soit s un élément
de G. On choisit une base de E; formée de vecteurs propres de p;(s). On note (\;)i<icn, les

valeurs propres correspondantes. On note (¢;)1<i<n, la base duale. C’est une base du dual F; de
E;. On choisit une base (b;)1<;<n, de Es formée de vecteurs propres de p2(s). Onnote (f4;)1<j<n,
les valeurs propres correspondantes.
Pour tout 1 <7 < n; et 1 < j < ny on note 7; ; I’application élémentaires m ~ ¢;(m)b;. Les

(74,5 )1<i<ny, 1<j<n, forment une base de Home (E4, E»). L'image de 7; ; par s est

(A T = Nity i
Donc la trace de s agissant sur Homg(E}, Es) est

> hm= A 2wy =Te(pu(s): Tr(pa(s).
1<isng, 1<j<ne 1<ism NN

Donc

XHomg (E1,Ez) = Xp1-Xps-

La formule (3)) permet alors d’affirmer que la dimension de 1’espace des applications équiva-
riantes entre F et £y est

€)) dimc HomG(El, EQ) = Z Xp1 (S)'XPQ (S)

1
#G seG
Appliquant le lemme de Schur on prouve alors le théoreme suivant dit d’orthogonalité des
caracteres irréductibles.

Théoreme 5. Soit G un groupe fini et soit x le caractere d’une représentation irréductible. Alors

26 S =1

Si x1 et x2 sont les caracteres de deux représentations irréductibles non-isomorphes, alors

#G S;Xl(s) Xx2(s) =0.
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Le caractere d’une représentation irréductible est dit caractére irréductible. Le théoréeme
(] affirme que les caracteres irréductibles forment une systeme orthonormé dans 1’espace des
fonctions centrales muni du produit scalaires

1 -
5 = 5)g(s).
(5) (f.9) #G%Zéf( )g(s)

On en déduit que deux caracteres irréductibles associés a deux représentations irréductibles
non-équivalentes sont différents. Comme les caracteres irréductibles forment un systeme ortho-
normé de I’espace des fonctions centrales sur (=, leur nombre est majoré par la dimension de
cet espace. Or cette dimension est égale au nombre de classes de conjugaison de G. Le nombre
de classes d’équivalence de représentations irréductibles de GG est donc majoré par le nombre de
classes de conjugaison de G. On note Irr(G) I’ensemble des classes d’équivalence de représen-
tations irréductibles de G. Le théoreme [2|affirme que toute représentation i : G - GL(E,) de G
est équivalente & & er, () 2 (M) ol les e, (1) sont des entiers naturels. On déduit du théoréme
que

ep(11) = (Xp» Xu)-

Autrement dit la décomposition de ;1 en somme de représentations irréductibles n’est pas né-
cessairement unique, mais le nombre de fois qu’une représentation irréductible p: G - GL(E,)
apparait dans une décomposition de x ne dépend que de p et de p. On appellera ce nombre la
multiplicité de p dans 1 et I’on se souviendra qu’il est égal au produit scalaire des caracteres
et x,. Il est aussi égal a la dimension du C-espace vectoriel Homg(E,, E,) d’apres la formule

@.

Théoreme 6. Soit G un groupe fini. Soient F et Fy deux C-espaces vectoriels de dimensions
finies. Soient 111 : G —» GL(Ey) et pg : G > GL(E3) deux représentations. Si yu; et s ont le
méme caractere alors elles sont équivalentes.

C’est évident puisque pour toute représentation irréductible p, la multiplicité de p dans ji; est
(p,x1) = (p, x2)- Donc

e(px1) = g o(p.X2) ~ L.

M1 = 69peIrr(G)p pelrr(G) P

O

Si pu est une représentation de G et e, () la multiplicité de la représentation irréductible p dans
(v alors i~ @ perr () p®e M) done

Xp = Z ep(:u)XP'
pelrr(G)

Donc

(Xps Xp) = Z 62(#)-

pelrr(G)

Théoréme 7. Le carré scalaire (X, X,) du caractére d’une représentation v de G est la somme
des carrés des multiplicités dans |1 des représentations irréductibles de G. En particulier le carré
scalaire (X, x,) vaut 1 si et seulement si i est irréductible.
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2.3. Décomposition de la représentation réguliére. Soit £/ = C© et soit (e, ). la base cano-
nique de E. On a défini la représentation réguliere pg : G - GL(E) en posant pg(s)(e,) = €5,
Si s # 1 alors pg(s)(es) est un vecteur de base différent de e,.. Donc la trace de pg(s) est nulle.
Appelons yg : G - C le caractere de la représentation réguliere de G. On a xg(1g) = #G et
Xa(s) =0sis # 1g. Si p est une représentation irréductible de G, la multiplicité de i dans la
représentation réguliere est le produit scalaire

#G E(;XM( )XG(S)— o #G. Yu(1) = n,,

ou n,, est le degré de .. On en déduit le théoreme suivant.

(Xp>X@) =

Théoréme 8. Soir G un groupe fini. Soit pg : g -~ GL(CY) la représentation réguliére. Soit
[t une représentation complexe irréductible de GG. La multiplicité de | dans pg est égale a son
degré n,,. Donc

PG = @,udrr(G),u@nu et #G = XG(l) = Z n#XM(l) = Z ni’
;,LEII"I“(G) MEII“I“(G)

etsis#+1,

0=xa(s)= ). muxu(s).

pelrr(G)

2.4. Fonctions centrales et applications équivariantes. Soit G un groupe finiet f : G - C
une application a valeurs complexes. Soit £/ un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit

p:G— GL(E)

une représentation de (. Soit y son caractere et n son degré. La fonction f permet de définir un
endomorphisme
py =, f(s)ps € End(E).
seG
Soit t € G. La conjugaison de py par p; est

perppe =Y. F(8)prrpspe =Y. F(8)pr1se = Y. f(tst™)ps.

seG seG seG

On en déduit que si f est une fonction centrale alors p; est une application équivariante.
Supposons d’abord que p est irréductible. Alors p; est une homothétie. La trace de py est

Tr(ps) = ZGf(S)Tr(ps) = ZGf(S)xs = #G.(X, f).
Donc

(6) pr= #G (x, f)Idg.

Théoreme 9. Soit G un groupe fini et soit f : G > C une fonction centrale. Soit p: G - GL(E)
une représentation complexe de G. L’endomorphisme py = Y. . f(5)ps est G-équivariant. Si F
est un sous espace de E stable pour I’action de G et si p*" est la restriction de p a F alors p? est

.. N . ., . oy #G -
la restriction de py a F'. Si p est irréductible alors py est une homothétie de rapport == (X, f).
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Revenons au cas d’une représentation p quelconque. Pour toute représentation irréductible p
de G onnote e, (p) la multiplicité de 1 dans p. La représentation p est équivalente & @ err () &+ (P).
Donc il existe des sous-espaces vectoriels £, de p stables par G et tels que

(7 E = GB/LEII‘I'(G)E,LL

et la restriction de p & E, soit équivalente a ;®¢:(P), Pour tout u dans Irr(G) on note n,, le degré
de p et
Ny
Pu = %-Pﬁ

I’endomorphisme de £ associ€ a la fonction centrale ,, corrigé d’un facteur scalaire n,, [#G.
On déduit du théoréme @ que la retriction de p, a £, est I'identit€¢ de E,. De méme, si v est
une représentation irréductible de G' non-équivalente a x alors la retriction de p, a E, est nulle.
Autrement dit p, est un projecteur d’image £, et de noyau @, epr(q), v+u £y On en déduit que la
décomposition de la formule [7| est unique. Chaque £, est caractérisé comme 1’image de p,,. La
décomposition de la formule [7|est appelée décomposition canonique de p.

Théoreme 10. Soit G un groupe fini. Soit & un C-espace vectoriel non-nul de dimension finie.
Soit p : G - GL(E) une représentation de G. Il existe une unique décomposition de E en somme
directe

E = GB;LGITI‘(G) Eu

telle que chaque E,, soit stable par G et la restriction de p a E,, soit une somme directe (éven-
tuellement nulle) de représentations de G toutes équivalentes a |i.

2.5. Base orthonormée de I’espace des fonctions centrales. On a vu que les caracteres irré-
ductibles de G forment un systeme orthonormé (donc libre) de 1’espace des fonctions centrales.
On veut montrer que ce systeme libre est en fait une base de 1’espace des fonctions centrales.

La formule (5) définit un produit scalaire sur I’espace des fonctions centrales. Pour montrer
que les (Xu)uenr(c) €ngendrent ’espace des fonctions centrales il suffit de montrer que toute
fonction centrale orthogonale aux (x,,) uenr(c) €st nulle.

Soit donc f : G — C une fonction centrale orthogonale a tous les caracteres irréductibles. Pour
toute représentation p : G - GL(E') posons py = Y. .. f(5)ps € End(E). On déduit du théoreme
@et du théoréme@que E = & (e By et py sannulle sur chaque E),. Donc py est nul.

Dans le cas particulier ol p est la représentation réguliere pg : G — GL(C%) on obtient

0=ps(er) =) f(s)ps(er) = ) f(s)es.

seG seG
Donc f(s) = 0 pour tout s € G.

Théoreme 11. Soit G un groupe fini. Les caractéres irréductibles complexes forment une base de
I’espace des fonctions centrales a valeurs complexes. En particulier le nombre de représentations
irréductibles est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Toute fonction centrale f : G — C vérifie

(8) F=2 (o [)Xp-

pelrr(G)
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Soit C' c GG une classe de conjugaison dans GG. Soit 1. la fonction centrale qui prend la valeur
1 en tous les éléments de C' et qui s’annule partout ailleurs. Appliquons la formule (8) & 1. On
calcule

#C ——=5

1 -
(Xps10) = %-s;%(s)-lc(s) = %-Xp((j)
ol x,(C) est la valeur du caractere x, en tous les éléments de C'. Donc
#C —
©) lo=220 2 Xe(O)xp

#G pelrr(G)

Evaluant I’équation @) en un élément s de C' on trouve

#C o —m
= C ).
o o ()

(10) 1
Evaluant 1’équation @) en un élément s d’une classe de conjugaison C’ différente de C' on
trouve

(11) 0= x(O)x,(C").

pelrr(G)

Théoreme 12. Soit G un groupe fini et soient s et s' deux éléments de . Si s et s’ ne sont pas
conjugués alors

(12) > ()5 =0.

pelrr(G)

Si s et s" appartiennent a la méme classe C' alors

(13) S w@ () = %.

pelrr(G)

2.6. Table des caractéres du groupe cyclique. Soit n > 2 un entier et C,, le groupe cyclique
d’ordre n. On a déja trouvé n représentations irréductibles de degré 1 a la section[I.3] Le nombre
de classes de conjugaison de (', étant n il n’y a pas d’autre représentation irréductible. La valeur
de 1, en (la classe de) r* est exp(2iwhk/n). Dans le cas n = 3 on obtient la table des caracteres
suivante.

1 r 72
ol 1 1 1
X1 || 1| exp(2i7/3) | exp(4im/3)
X2 || 1| exp(4im/3) | exp(2im/3)
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2.7. Table des caracteres du groupe diédral D,, pour n impair. Soit m > 1 un entier et soit
n = 2m + 1. Soit D,, le groupe diédral d’ordre 2n. On a construit a la section des représen-
tations de degré 2 irréductibles p" pour 1 < h < m. Elles sont deux a deux non-équivalentes. On
note (\1)1<h<m les caractéres correspondants.

Le groupe dérivé de D,, est le sous-groupe cyclique d’ordre n engendré par r. En effet

1 -2

[s,r]=srsirt=1r

engendre le méme groupe que r car ’ordre n de r est impair. L’abélianisé de D,, est donc le
quotient D,,/C,, qui est d’ordre 2. Il existe donc deux représentations irréductibles de degré 1.
Ce sont les deux caracteres multiplicatifs de D,,. La représentation unité 1), d’une part. Et la
signature v, définie par t1(s) = -1 et ¢1(r) = 1.

Nous avons trouvé m représentations irréductibles de degré 2 et deux représentations irréduc-
tibles de degré 1. Cela fait m + 2 représentations irréductibles. La somme des carrés des degrés
de ces représentations vaut 4m + 2 = 2n qui est le cardinal du groupe D,,. D’apres le théoreme
il n’existe pas d’autre représentation irréductible.

Les classes de conjugaison de D,, sont donc au nombre de m + 2 elles aussi. On a la classe de
1, la classe de s, et les classes des 7% pour 1 < k < m.

Dans le cas m = 3 on obtient la table des caracteres suivante.

1 r 72 73 s
o 1 1 1 1 1
o 1 1 1 1 1
X1 || 2| 2cos(2m/7) | 2cos(4nw/T) | 2cos(67/7) | O
X2 || 2 | 2cos(4m/T) | 2cos(8n/7) | 2cos(127w/7) | O
X3 || 2| 2cos(67/7) | 2cos(127/7) | 2cos(4m/7) | O

3. I ALGEBRE DU GROUPE

Soit G un groupe fini. On note C[G] I’ensemble des combinaisons formelles d’éléments de G
a coefficients dans C. Autrement dit
C[G]={) as.s|as € C}.
seG

C’est un C-espace vectoriel isomorphe 2 C¢. On le munit d’une loi de composition interne
(multiplication) notée x ou . et définie par les propriétés suivantes :

(1) x: C[G] x C[G] — C[G] est une application C-bilinéaire,
(2) pour s et ¢ dans G le produit s x t € C[G] est st.
Autrement dit, la loi x prolonge par bilinéarité la loi du groupe G. On vérifie que (C[G], +, x)
est un anneau unitaire. On dit que C[G] est I’algebre du groupe G. C’est une C-algebre associa-
tive et unifere. Si G est commutatif alors C[G] est un anneau commutatif.

Si A c C est un sous-anneau de C on note A[G] le sous-anneau de C[G] formé des combi-
naisons d’éléments de G a coefficients dans A.
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Si E est un C espace vectoriel de dimension finie et p : G — GL(FE) une représentation, on
peut munir £ d’une structure de C[G]-module & gauche en posant s.v = p,(v) pour s € G et v €
E. Le C[G]-module a gauche ainsi obtenu est de type fini. Réciproquement, si M est un C[G]-
module de type fini, alors M est un C-espace vectoriel par restriction des scalaires. Si (g;)1<i<s
est une partie génératrice du C[G]-module M alors (S.g;)1<i<r, se €St une partie génératrice du
C-espace vectoriel sous-jacent. Donc ce dernier est de dimension finie. L’ application

s+ (mw~ s.m)

est un morphisme de G dans le groupe GL(M ) des automorphismes du C-espace vectoriel M.
Elle définit donc une représentation complexe de G.

Il y a donc une correspondance entre les représentations complexes de G de dimension fi-
nie et les C[G]-modules de type fini. Soient p : G — End(F) et p : G - End(F) deux
représentations complexes de G. Soit v : £ — F' une application linéaire équivariante. On a
u(s.v) = u(ps(v)) = ps(u(v)) = s.u(v). Donc u est un morphisme de C[G]-modules. Réci-
proquement, un morphisme de C[G]-modules est (par restriction des scalaires) une application
C-linéaire, équivariante pour I’action de G. Il est donc équivalent de parler de représentations
de G et d’applications équivariantes ou bien de C[G]-modules a gauche et de morphismes de
C[G]-modules. Le C[G]-modules a gauche C[G] n’est autre que la représentation réguliere. Le
théoréme 1| signifie que tout sous-module d’un C[G]-module de type fini est facteur direct.

Pour toute représentation p : G - GL(FE) on prolonge p par linéarité pour définir un mor-
phisme de C-algebres 5 : C[G] — End(E). Si a = ¥, as.s est un élément de C[G], I'image
de a par p n’est autre que I’endomorphisme p; défini a la section ou f : G - C est définie
par f(s) = as. Pour tout vecteur v dans £ on a

00 =pa)(v) = 3 aspi(v),
3.1. Décomposition de C[G]. Le produit cartésien des applications p lorsque p parcourt Irr(G)
définit un morphisme d’algebres

F: C[G] eapeIrr(G) End(Eﬂ)

ZseG As.S F—— (ﬁ(zseG GS'S))peIrr(G’) = (ZseG GS'IOS)peIrr(G) :

Notons 7, le degré de p et choisissons une base B, pour chaque E,. Soit B la collection de
toutes les bases ainsi choisies. On obtient un morphisme d’algebres

Fp: C[G] — & ()M, (C) ——— M5, (C)

s ——= (M(ps, Bp))pelrr(c) - DiangIrr(G) M(ps, B,)

ou M(ps, B,) est la matrice de p(s) dans la base B,,. On note
£ = D pelrr(3) EHd(Ep)
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et I’on définit une forme bilinéaire T : £ x £ — C en posant

1
T((up)peIrr(G)7 (Up)pelrr(G)) = % Z(: )np' Tr(up °© UP)'
pelrr (G

On vérifie que

1 Xc(st)
T = —. T ="
FEF0) =g T m M) =5
ol y(st) est la valeur en st du caracteére de la représentation réguliere. Donc T(F(s), F(t))
vaut 1 si s = ¢! et 0 sinon. Cela prouve que les (F(s))sec forment un systéme libre du C-espace
vectoriel £. Comme la dimension de £ est #G on a trouvé une base de £. Sa base duale est
constituée des formes linéaires * — T(F(s7!), *) sur £. On en déduit la formule d’inversion
de Fourier.

Théoreme 13. L’application
F: C[G] &= D pelrr(G) End(Ep)

est bijective. Soit a = Y. ,.; as.S un élément de C[G]. Pour toute représentation irréductible p de
G notons u, € End(E,) l'image de a par p: C[G] - End(E,). Autrement dit
f(a) = f(z (IS.S) = (up)pelrr(G)-
seG

Alors .
as=T(F(s"),F(a)=—= > n,.Tr(p(s " )uy).
#G pelrr(G)

3.2. Rappels sur les entiers. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit qu'un élément = de
A est entier sur Z s’il existe des entiers relatifs (a;)1<i<, tels que

1

"+ a "+ a1+ ay = 0.

Dans le cas A = C les entiers sont appelés entiers algébriques. Les entiers relatifs sont des
entiers algébriques.

Théoreme 14. Un nombre rationnel est entier algébrique si et seulement s’il est entier relatif.

En effet soit » un nombre rationnel. On écrit » = u/v avec v entier naturel positif et u entier
relatif tels que le pged de u et v est 1. Supposons qu’il existe n > 1 et des (a;)1<i<n tels que
M4+ ar” 4+ +a, 17 +a, =0.Donc u” + a;vut + - + a,_10" 1u + a,v™ = 0. On en déduit
que v divise u™. Donc v = 1. O

Si A est un anneau commutatif unitaire et = un élément de A on note Z[z] le sous-anneau
de A engendré par x. C’est I'image dans A de 1’'unique morphisme de 1’anneau des polynomes
Z[ X ] dans A qui envoie I'indéterminée X sur z € A.

Théoreme 15. Soit A un anneau commutatif unitaire et x un élément de A. Les trois conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) x est entier surZ,
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(2) le sous-anneau Z[x] est un Z-module de type fini,
(3) il existe un sous-Z-module de type fini de A qui contient Z|x].

Si (1) est vérifiée alors il existe un entier naturel n et des entiers relatifs (a;)1<;<, tels que
" = —a1x" =+ -—a,_1x—a,. On en déduit que le Z-module engendré par les =’ pour 0 < 7 < n—1
contient z™ pour tout m > n. Donc il est égal a Z[x]. Donc (2) est vérifiée.

Réciproquement si (2) est vérifiée il existe un entier naturel I et des éléments (g;)1<i<; de Z[ ]
qui ’engendrent en tant que Z-module. On peut écrire

— d;
gi =Qio+Q;1T+...0;4,T"

ou les d; sont des entiers naturels et les a; ; des entiers relatifs. Soit alors » un entier plus grand
que tous les d;. Le Z-module Z[x] est engendré par les 27 pour 0 < 7 < n — 1. Donc il existe des
entiers relatifs (by)ock<n-1 tels que 2" = ¥ cpen_1 bex*. Donc x est entier sur Z.

Il est évident que (2) implique (3). Réciproquement si (3) est vérifiée il existe un Z-module
M de type fini qui contient Z[z]. Comme Z est ncethérien on en déduit que Z[z] est lui aussi un
Z-module de type fini. O

Théoreme 16. Si A est un anneau unitaire commutatif qui est de type fini comme Zi-module alors
tout élément de A est entier sur Z.

Cela résulte de I’implication (3) implique (1) dans le théoreme[I5] O

Théoreme 17. Soit A un anneau commutatif unitaire. Le sous-ensemble de A formé des éléments
entiers sur Z est un anneau.

Soit = un élément de A entier sur Z. Le sous-Z-module Z[z] de A est de type fini. Donc il
existe un systeme fini (g;)1<i<; de générateurs de ce sous-Z-module.

Soit y un autre élément de A entier sur Z. Le sous-Z-module Z[y] de A est de type fini. Donc
il existe un systéme fini (h;)1<j<s de générateurs de ce sous-Z-module.

Soit maintenant Z[z, y] le sous-anneau de A engendré par x et y. En tant que Z-sous-module
de A il est engendré par les (z%y), 0. Mais chaque z%y? est une combinaison Z-linéaire des
(gihj)1<icr,1<j<s- Donc Z[x, y] est un Z-module de type fini. Donc tous ses éléments sont entiers
sur Z. Cela est vrai en particulier de x — y et de zy. Donc I’ensemble de entiers sur Z est un
sous-anneau. ]

Notons que si f : A — B est un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires alors 1’image
par f de I’anneau des entiers sur Z de A est contenue dans 1’anneau des entiers sur Z de B. En
particulier, le conjugué d’un entier algébrique est un entier algébrique.

Soit maintenant GG un groupe fini et p : G - GL(FE) une représentation complexe. Pour tout s
dans GG on a vu que p; est diagonalisable et que ses valeurs propres sont des racines #G-iemes
de I'unité. Ce sont donc des racines du polyndme z#¢ — 1. En particulier ce sont des entiers
algébriques. On déduit du théoréme [17| que la valeur x(s) du caractere de p en s est un entier
algébrique elle aussi.

3.3. Le centre de C[G]. Si A est un anneau unitaire on appelle centre de A 1’ensemble des a
dans A tels que ax = xa pour tout x dans A. Le centre de A est un sous-anneau de A. C’est un
anneau unitaire et commutatif.
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Soit a = Y, as.s un élément de C[G]. Pour tout ¢ dans G on a

tlat =) agt st = ) a5
seG seG

Donc a est dans le centre de C[(] si et seulement si s — a; est une application centrale. Donc le
centre de C[G] est un C-espace vectoriel de base (C') ceconj(c) ot Conj(G) est I’ensemble des
classes de conjugaison de GG, et pour toute classe de conjugaison C' on pose

C= Zése C[G].

Plus généralement, si A est un sous-anneau de C alors le centre de A[G] est un A-module
libre de base (C')ceconj(c)- En particulier le centre de Z[G] est le Z-module libre engendré par
les (C)ceconj(c)- On déduit du théorémeque tous les éléments de Z[G] sont entiers sur Z. Si
C et D sont deux classes de conjugaison il existe des entiers relatifs ag p tels que

EecConj(G)

Les ag  sont appelés coefficients de structure du centre de C[G].

La transformée de Fourier F est un isomorphisme d’anneaux entre C[G] et £ = @ perrr(y End(E),).
Elle induit donc un isomorphisme ¢ entre le centre de C[(G] et le centre de £.

Or le centre de £ est I’anneau

GBpE{rr(G)C.IdEp ~ Clr(6)

Calculons I'image de C' par €2. On a

F(C) - (zps

seC )peIrr(G)

et chaque composante Y. p, est une homothétie de I’espace de représentation £, correspon-
dant. Le rapport de cette homothétie est égal a la trace divisée par la dimension n, de F,. Donc

#C'XP(C)

) c CIrr(G) )
Tp pelrr(G)

0(C) - (

Puisque C' est entier sur Z, son image par le morphisme d’anneaux €2 I’est aussi. Donc les
#C X (C) : Shri
sont des entiers algébriques.

Tp

Théoreme 18. Soit G un groupe fini, p un caractére complexe irréductible de degré n et C une
classe de conjugaison de G. Le nombre complexe

#C.x(C)

est un entier algébrique.
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Puisque les valeurs des caracteres de GG sont des entiers algébriques, pour toute classe C' dans
Conj(G), la valeur x(C') est un entier algébrique. Le conjugué d’un entier algébrique est un

entier algébrique. Donc x(C') est algébrique. Donc la somme

FOUOAT _ 5 (AT

CeConj(G) n se@

est un entier algébrique. D’apres le théoreme 3]

$ X)) #C

seG n n

Donc # est un entier algébrique. C’est donc un entier relatif d’apres le théoreme On en

déduit le théoreme d’intégralité suivant.

Théoreme 19. Soit G un groupe fini et soit p une représentation complexe irréductible de G. Le
degré de p divise [’ordre de G.

4. EXERCICES

Exercice 1 : Soit n > 3 un entier impair. Soit D,, le groupe diédral d’ordre 2n. On a construit a
la sectionune représentation p” de D,, pour tout entier h.

1. Pour quelles valeurs de h la représentation p” est elle irréductible ?

On reprend les notations de la section L’image de s par p est la matrice M qui a deux
espaces propres de dimension 1. L’espace propre associé a la valeur propre 1 est engendré par le
premier vecteur de la base canonique. L’espace propre associé a la valeur propre —1 est engendré
par le second vecteur de la base canonique. Si p” est reductible alors p"(r) = T'(2hnw/n) doit
stabiliser ces deux espaces propres. Donc sin(2h7m/n) est nul. Donc n divise 2h. Donc h est un
multiple de n.

Réciproquement, il est évident que si A est un multiple de n alors p" est la somme directe des
deux représentations de degré 1 de D,,.

2. Soient h; et hy deux entiers. Sous quelle condition les représentations p"t et p2 sont elles
équivalentes ?

Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme caractere. Une
condition nécessaire et suffisante est donc que cos(27khy/n) = cos(2wkhy/n) pour tout entier k.
C’est équivalent a n divise hy — hy ou hy + ho. Autrement dit Ay = +hy mod n.

3. Donnez la décomposition en somme de représentations irréductibles de p™ ® ph2.
Notons X = X higpha- O @ X = X jr1 X ke dONC
x (%) 4 cos(2mhy [n) cos(2mhy/n)
= 2cos(2m(hy + he)/n) +2cos(2m(hy — he)/n)

= Xph1+h2 (Tk) + Xphl—hg (Tk),
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et
x(s7%) =x(s) =0= Xph1+h2(87"k) + X ph1-ha (sr*).

Donc p"t ® ph2 est équivalente a la somme directe de p™1+2 et p"1="2. La décomposition en
somme d’irréductibles de ces deux représentations a ét€ donnée a la premiere question.

Exercice 2 : Donnez la table des caracteres du groupe diédral D,, d’ordre 2n pour tout entier
pair n > 2.

On note n = 2m avec m > 1. La représentation p" est réductible si et seulement si sin(2hm/n)
est nul. Autrement dit n divise 2h. Autrement dit A est un multiple de m.
Les représentations p”! et p"2 sont équivalentes si et seulement si

cos(2mkhy[n) = cos(2wkhsy/n)

pour tout entier k. Autrement dit A, = £hs mod 2m. Donc il y a m—1 représentations irréductibles
a équivalence pres parmi les p”. Ce sont par exemple les p" pour 1 < h <m — 1.

Le groupe dérivé de D,, contient [s,7] = srs~'r~t = r=2. Le sous-groupe engendré par r~—2
est d’ordre m. C’est un sous-groupe distingué isomorphe a C,,. On le note < r? >. Le quotient
D,, [ < r? > est abélien d’ordre 4 et d’exposant 2. Il est engendré par les classes de r et de s
modulo < 72 >. Donc le groupe dérivé D(D,,) de D,, est égal a < 2 > et I’abélianisé de D,, est

Ab(D,) = D, [<r*>=<rmod D(D,) >® < s mod D(D,) > .

Il y a donc quatre caracteres multiplicatifs : le caractere unité v, la signature 1, définie par
Ys(r) = 1eths(s) = -1, le caractére 1, défini par ¥,.(r) = -1 et 1,(s) = 1, et enfin le produit
Urihs.

La somme des carrés des degrés des représentations irréductibles déja trouvées vaut 4(m—1) +
4 =2n = #D,. On a trouvé toutes les représentations irréductibles. Les classes de conjugaisons
sont elles aussi au nombre de m + 3. On trouve d’abord la classe de 1’idéntité. Le centre de D,,
est {1,7™}. On obtient donc une autre classe de cardinal 1. C’est {r™}. Pour tout k entre 1 et
m — 1 on trouve la classe de conjugaison {7* r=*}. Le conjugué de r*s par ¢ est r*=2¢s. Il y a
donc deux classes de réflexions : la classe de s et celle de rs. On a bien trouvé m + 3 classes.

Dans le cas m = 3 on obtient la table des caracteres suivante.

-1 -2

1 T T r2r s | rs
Uy 11 1 1 1 111
o |1 1 | 1 111
e 11 1 1 1 11
s || 1 -1 -1 1 1] 1
X1 || 2| 2cos(67/6) =-2| 2cos(2m/6) =1 | 2cos(4m/6)=-1] 0 | O
X2 || 2| 2cos(127/6) =2 | 2cos(4m/6) = -1 | 2cos(87/6)=-1] 0 | O
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Exercice 3 : Soit GG un groupe fini et C' une classe de conjugaison. Soit

D={s"seC}.

1. Montrer que D est une classe de conjugaison.

D’abord D est non-vide car C' est non-vide. Soit ¢ un élément de D. Alors t = s~! pour un
certain s dans C'. Montrons que D est la classe de conjugaison de ¢.

D’une part si ¢’ est dans D alors ¢ = (s’)~! pour un certain s’ dans C. Donc s’ = u~!su et
t' = u~ts~'u = u~'tu est bien un conjugué de ¢.

Réciproquement, si ¢’ est conjugué de ¢ alors ¢/ = u~'tu donc t/ = u=ts~tu = (utsu)~! est
bien I’inverse d’un élément de C'. Donc ¢’ est dans D.

2. Soit  un caractere de G. Exprimez x (D) en fonction de x(C').
Soit s un élément de C. On a x(D) = x(s7!) = x(s) = x(C).

Exercice 4 : Soit G un groupe fini. Soit u : G - GL;(C) = C* la représentation unité. Soit £
un C-espace vectoriel de dimension finie et soit p : G - GL(F) un représentation complexe de
G. Soit x le caractere associ€ a p. Soit £ = @ err(c) £, 1a décomposition canonique de E. On
note £, la composante associée a u dans cette décomposition. On note e, (p) la multiplicité de
u dans p.

1. Montrez que £, est un C-espace vectoriel de dimension e, (p).

Pour tout ;. la dimension de E,, est le produit du degré n,, de i par la multiplicité e, (p). Dans
le cas de la représentation unité on trouve n,, = 1 donc la dimension de E,, est e, (p).

2. Montrez que #G.e,(p) = Ysex X ().

La multiplicité e, (p) est le produit scalaire

1 — 1
(Xus X) = %SGZC;XQL(S)X(S) e S;;X(S)

Exercice 5 : Soit G un groupe fini. Soit X un ensemble fini. On suppose que G agit sur X.
Soit E un C-espace vectoriel de dimension #X et de base (e, )zcx. Soit p : G — End(FE) la
représentation linéaire définie par ps(e,) = es,. C’est la représentation de permutation associée
a I’action de G sur X. Soit x le caractere associ€ a p. Soit £ = @ e1rr(e) £y 1a décomposition
canonique de . On note £, la composante associée a v dans cette décomposition. On note
ew(p) la multiplicité de u dans p.

1. Montrez que E, est I’ensemble des Y, x az€, ot ()zex € CX et a, = o, pour tout
reXettoutged.
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L’espace E, est le sous-espace E¢ c FE des vecteurs invariants par G. Tout élément v de E
s’écritv = Y, x g€, pour un (o, ).y € CX. Et v est invariant par G si et seulement si pour tout

s dans GG on a
V=80 = Z 0 S.€, = Z Oy Coy = Z Qg1 €4
zreX reX xeX
ce qui revient a demander que o, = o, pour tout x € X et tout s € G.

2. Montrez que la dimension de F, est le nombre d’orbites dans X pour I’action de G. Donnez
une base de F,.

Soit Orb(X) I’ensemble des orbites de X sous I’action de GG. Pour chaque orbite O € Orb(X)
on pose O = ¥...o¢€.. Les (Q)OeOrb( x) sont linéairement indépendants car ce sont des combi-
naisons linéaires deux-a-deux disjointes des vecteurs de bases. On a vu a la précédente question
qu’un vecteur v de F est dans F, et et seulement s’il est combinaison linéaire des (O )OeOrb( X)-
Donc les (O )OeOrb( x) forment une base de F, et la dimension de £, est le nombre d’orbites.

3. Montrez que le nombre d’orbites dans X pour I’action de G est ZS%C?(S)

Le nombre d’orbites est la dimension de £, ¢’est-a-dire la multiplicité e, (p) dans la représen-
tation par permutation p. On a calculé cette multiplicité a I’exercice précédent.

4. Pour tout s € G on note X = {x € X|s.x = 2} I’ensemble des éléments de X fixés par s.
Montrer la formule de Burnside

ZseG #Xs

Exercice 6 : Le nombre \/v/2 — 1 + v/3 est il un entier algébrique ?

Exercice 7 : Soit n > 2 un entier. Soit C,, le groupe cyclique d’ordre n.
1. Quel est le centre de I’algebre C[C,, ] ?
2. Calculez les coefficients de structure du centre de 1’algebre C[C,, ].

Exercice 8 : Soit n > 3 un entier impair. Soit D,, le groupe diédral d’ordre 2n. Calculez les
coefficients de structure du centre de I’algebre C[D,,].

On pose n =2m + 1 avec m > 1.
Les classes de conjugaisons de D,, sont {1}, {s, sr, sr2,..., sr?™} et {r* r=*} pour 1 <k < m.
On définit les éléments correspondants dans C[D,, ] soit I =1,

S =5+8r+8r%+ -+ 57

et
Rk=7”k+7“_k

pour 1 <k <m.
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Il s’agit de calculer la table de multiplication dans cette base. Pour tout entier relatif £ non
divisible par 2m + 1 on note k I’'unique entier congru a +k dans I’intervale [1,m].
On vérifie que

Rle = Rm + Rﬂ

sik#1.Et R? = Rop +21.
De plus S.Ry, =25 et

S?=C2m+1)(I+R;+Ry+---+Ry,).

Exercice 9 : Soit GG un groupe fini. Exprimez les coefficients de structure du centre de C[G] en
fonction de la table des caracteres de G.

Soient C', D et F trois classes de conjugaison dans G. Le coefficient de structure ag’ p estle
coefficients de £ dans le produit C'.D. On utilise la transformée de Fourier F. L’image de C par
Fest (up) penre(c) OU 1, € End(£,) est une homothétie de rapport

Tr(u,)/n, = #C.x,(C)[n,.

L’image de D par F est (v,) penre(c) OU v, € End(E,) est une homothétie de rapport

Tr(v,)/n, = #D.x,(D)/[n,.

L’image du produit C'. D est donc (w,) pere(c) OO w, € End(F),) est une homothétie de rapport

#COH#D.x,(C).x,(D)[n2.

Soit e un élément de I c G Le coefficient O‘g, p estle coefficient de e dans C.D = F~1((w),) perre(c) )-
D’apres le théoreme [13] ce coefficient est

#pd;G)inr(p(el)wp)
1 3 #C.#D.x,(C).x,(D)
#GpeIrr(G) Ty

1 3 #C.#D.x,(C).x,(D)
#GpEIrr(G) Mp
#O#D 5 () xp(D)x,(B)
#G pelrr(G) Tp

T(}—(eil)a (wp)pelrr(G))

Tr(p(e™))

Xp(e_l)
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Exercice 10 : Soit G un groupe fini. Pour u = ¥ . uss et v = ¥ .. vss deux éléments de C[G]
on pose

<u,v>= Z U1V
seG

1. Montrer que I’application de C[G] x C[G] dans C qui a (u,v) associe < u,v > est C-
bilinéaire.
2. Montrer que pour s et t dans G on a

<s,t>=T(F(s),F(t)).

3. Montrer que pour u et v dans C[G] on a
<u,v >=T(F(u), F(v)).

On dira que la transformée de Fourier est compatible avec les formes bilinéaires <, > et T(, ).

Exercice 11 : Soit n > 3 un entier impair. Soit D,, le groupe diédral d’ordre 2n. On définit une
action de D,, sur Z/nZ en posant rz = x + 1 et sz = —z pour tout = dans Z/nZ. On appelle p la
représentation par permutation associée a cette action.

1. Rappelez la définition de p.

2. Calculez le caractere de p.

Le caractére y de p compte les points fixes. Pour tout s dans D, la valeur () est le nombre
de points de Z/n’Z fixés par s.
Donc x(1) =n et x(r*) = 0 si k n’est pas un multiple de n. Et x(sr*) = 1.

3. Quelle est la décomposition en somme de représentations irréductibles de p ?

On reprend les notations de la section[2.7] On pose en particulier n = 2m + 1.
La multiplicité de la représentation unité 1), est le produit scalaire

Iln+(n-1).1.0+n.1.1
(wO’X)_ 2n -

La multiplicité de la représentation signature 1, est le produit scalaire

ln+(n-1).1.0-n.1.1
(1/]17X)_ 2n -

Soit h un entier entre 1 et m. La multiplicité de la représentation p” est le produit scalaire

2.0+ Yicpem 2 % 2c08(2mhk[n).0 —=n.0.1
2n -

1.

0.

(X", x) = 1.

Donc p = Xo ®1¢hem P
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