
REPRÉSENTATIONS COMPLEXES DES GROUPES FINIS

JEAN-MARC COUVEIGNES

RÉSUMÉ. On présente les résultats fondamentaux sur les représentations et caractères complexes
des groupes finis.
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Références 28

1. DÉFINITIONS ET PREMIERS EXEMPLES

Soit E un espace vectoriel de dimension m ⩾ 1 finie sur le corps C des nombres complexes.
On note End(E) l’ensemble des applications linéaires de E dans E. On note GL(E) l’ensemble
des applications linéaires bijectives de E dans E.

1.1. Définitions. Soit G un groupe fini et

ρ ∶ G→ GL(E)

un morphisme de groupe. On lui associe une action de G sur E. Cette action est dite linéaire car
elle est compatible avec la structure de C-espace vectoriel sur E. On note souvent ρs au lieu de
ρ(s). Et pour v dans E on note ρs(v) pour (ρ(s)) (v). Ou plus simplement s.v ou encore sv.

On dit que ρ est une représentation linéaire de G, et que E est un espace de représentation.
La dimension m de E est appelée degré de la représentation.

Si B est une base de E on note Rs la matrice de ρs dans la base B. On définit ainsi un
morphisme de groupes R ∶ G → GLm(C). Le morphisme R définit une représentation sous
forme matricielle. Pour 1 ⩽ i, j ⩽ m on note ri,j(s) le coefficient de Rs en position (i, j). On
définit ainsi m2 applications ri,j de G dans C.

Soient ρ ∶ G → GL(E) et µ ∶ G → GL(F ) deux représentations linéaires du même groupe G.
Une application linéaire u ∶ E → F est dite équivariante si pour tout s ∈ G on a

u ○ ρs = µs ○ u.

On dit aussi que c’est un morphisme de représentations.
Si u est une bijection on dira que ρ et µ sont deux représentations équivalentes.
Si ρ ∶ G → GL(E) et µ ∶ G → GL(F ) sont deux représentations du même groupe on définit

une représentation notée ρ⊕µ et appelée somme directe des représentations ρ et µ. L’espace de
représentation de ρ⊕ µ est E ⊕ F . Pour tout s ∈ G l’endomorphisme (ρ⊕ µ)s de E ⊕ F associé
à s est la somme directe des endomorphismes ρs et µs ainsi définie :

(ρ⊕ µ)s ∶ E ⊕ F // E ⊕ F

(e, f) � // (ρs(e), µs(f)).

Si B est une base de E et C une base de F alors la réunion de B et C est une base de E ⊕ F .
Soit m la dimension de E et n la dimension de F . Soit R ∶ G → GLm(C) la représentation
matricielle associée à ρ et B. Soit M ∶ G→ GLn(C) la représentation matricielle associée à µ et
C. La représentation matricielle associée à ρ ⊕ µ et B ∪ C est notée R ⊕M ∶ G → GLm+n(C).
La matrice (R⊕M)s est la matrice diagonale par blocs Diag(Rs,Ms).



REPRÉSENTATIONS COMPLEXES DES GROUPES FINIS 3

1.2. Représentations par permutation. L’application σ → Pσ définit un morphisme

P ∶ Sn → GL(Cn)

du groupe symmétrique de degré n vers le groupe des automorphismes de l’espace des vecteurs
colonnes de dimension n.

Si le groupe fini G agit à gauche transitivement sur un ensemble X de cardinal n on fixe une
bijection entre X et {1,2, . . . , n} et l’on en déduit un isomorphisme entre l’ensemble Sym(X)
des bijections de X et le groupe symmétrique Sn = Sym({1,2, . . . , n}). On peut donc supposer
que X = {1,2, . . . , n}. On dit que l’on a numéroté les éléments de X . Une telle action de G sur
{1,2, . . . , n} est décrite par un morphisme α ∶ G→ Sn. La composition P ○α ∶ G→ GL(Cn) est
appelée représentation linéaire (matricielle) par permutation.

Une façon plus directe de construire cette représentation linéaire est de considérer un C-espace
vectoriel E de dimension n et une base B = (bx)x∈X de E indexée par X . On définit alors pour
tout s dans G l’application linéaire ρs ∶ E → E par ρs(bx) = bs.x.

Dans le cas particulier où X = G et G agit sur X par multiplication à gauche on obtient la
représentation régulière de G. On a alors E = CG et l’on note (ex)x∈G la base canonique. On
note ρG ∶ G→ GL(CG) la représentation régulière. Pour s ∈ G on a ρG(s)(ex) = esx.

1.3. Caractères multiplicatifs des groupes cycliques Cn. Soit n ⩾ 1 un entier. On note Cn le
groupe formé des puissances 1, r, . . . , rn−1 d’un élément r tel que rn = 1. On dit que Cn est
décrit par le générateur r et la relation rn = 1. C’est le groupe cyclique d’ordre n. L’application
de (Z/nZ,+) dans Cn qui associe rk à k mod n est un isomorphisme de groupe entre (Z/nZ,+)
et (Cn,×).

Soit w un nombre complexe tel que wn = 1. Il existe un unique entier h dans [0, n[ tel que
w = exp(2iπh/n). On définit un morphisme de groupe

χh ∶ Cn →C∗ = GL(C)

en posant χh(rk) = wk = exp(2iπhk/n).
On obtient ainsi n représentations linéaires de Cn de degré 1. Elles sont deux à deux non-

isomorphes. On les appelle les caractères multiplicatifs du groupe cyclique Cn.

1.4. Caractères multiplicatifs d’un groupe fini. Plus généralement, pour G un groupe fini, on
appelle caractère multiplicatif de G un morphisme de G dans C∗. Les caractères multiplicatifs
sont donc les représentations de degré 1 de G. L’ensemble des caractères multiplicatifs est noté

Ĝ = Hom(G,C∗).

C’est un groupe commutatif. On le nomme le groupe dual de G.
Si G1 et G2 sont deux groupes finis et χ1 ∈ Ĝ1 et χ2 ∈ Ĝ2 des caractères multiplicatifs de G1

et G2 respectivement on définit un caractère multiplicatif χ de G1 ×G2 en posant

χ(g1, g2) = χ1(g1).χ2(g2).

L’application (χ1, χ2) ↦ χ est un morphisme de groupes

α ∶ Ĝ1 × Ĝ2 → Ĝ1 ×G2.
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Si maintenant χ ∶ G1 ×G2 →C∗ est un caractère multiplicatif de G1 ×G2, la restriction de χ à

G1 × {1G2} ⊂ G1 ×G2

définit un caractère multiplicatif de G1. Et la restriction de χ à

{1G1} ×G2 ⊂ G1 ×G2

définit un caractère multiplicatif de G2. L’application χ ↦ (χ∣G1×{1G2}, χ∣{1G1}×G2}) est un mor-
phisme de groupes

β ∶ Ĝ1 ×G2 → Ĝ1 × Ĝ2.

On vérifie que β ○α est l’identité de Ĝ1 × Ĝ2 et α ○β est l’identité de Ĝ1 ×G2. Donc le dual d’un
produit cartésien est canoniquement isomorphe au produit cartésien des duaux.

Dans le cas d’un groupe cyclique Cn les caractères multiplicatifs sont en bijection avec les
racines n-ièmes de l’unité. Et cette bijection est un isomorphisme de groupes.

Comme toute groupe commutatif est produit de groupes cycliques, on en déduit que le groupe
dual Ĝ d’un groupe commutatif G est isomorphe à G. Cet isomorphisme n’est pas canonique en
ce sens que l’on ne sait pas en choisir un plutôt qu’un autre dans l’ensemble des isomorphismes
entre G et Ĝ.

Considérons maintenant un groupe fini G non-nécessairement commutatif. Si a et b sont dans
G on note [a, b] et l’on appelle commutateur de a et b l’élément aba−1b−1. Si c est dans G, le
conjugué par c du commutateur est le commutateur des conjugués :

c−1[a, b]c = [c−1ac, c−1bc].

L’ensemble des commutateurs est donc stabilisé par tous les automorphismes intérieurs de G.
On note D(G) le sous-groupe engendré par les commutateurs. C’est un groupe distingué de G
puisqu’il est engendré par un ensemble stabilisé par les automorphismes intérieurs. On l’appelle
le sous-groupe dérivé de G. Le quotient G/D(G) est abélien. C’est le plus grand quotient
abélien de G. On l’appelle l’abélianisé de G et l’on le note Ab(G).

Soit χ ∶ G→C∗ un caractère multiplicatif. Pour tout commutateur [a, b] on a

χ([a, b]) = χ(aba−1b−1) = χ(a)χ(b)χ(a)−1χ(b)−1 = 1.

Donc le noyau de χ contient D(G). Il existe un charactère multiplicatif ρ ∶ Ab(G) → C∗ de
Ab(G) tel que χ soit la composition de ρ avec l’application quotient G→ Ab(G). Autrement dit

Ĝ = Âb(G).

On obtient ainsi une description assez explicite des représentations linéaires de degré 1 des
groupes finis.

1.5. Rappel sur les isométries du plan réel. On considère le plan affine réel A2(R) = R2 muni
de la distance usuelle. Une isométrie de A2(R) est une application de A2(R) dans A2(R) qui
conserve les distances. Les isométries sont des bijections. Elles forment un groupe pour la loi de
composition. On montre que ce groupe est engendré par les réflexions. On note O2(R) le groupe
des isométries qui fixent l’origine O. Ce groupe est engendré par les réflexions d’axe passant par
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O. Il est formé de l’identité, des rotations de centreO et des réflexions d’axe passant parO. Dans
la base canonique, la matrice de la rotation de centre O et d’angle θ est

T (θ) = (cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ) )

et la matrice de la réflexion d’axe horizontal est

M = (1 0
0 −1) .

On vérifique que M2 = Id et MT (θ)M = T (−θ).

1.6. Le groupe diédral Dn. Soit n ⩾ 2 un entier. Le groupe Dn est d’ordre 2n. Il contient
un sous-groupe distingué isomorphe à Cn, engendré par r tel que rn = 1. Il contient aussi un
sous-groupe d’ordre 2 engendré par s tel que s2 = 1. Les deux groupes < r > et < s > sont
complémentaires et srs = r−1. Autrement dit Dn est le produit semi-direct de Cn =< r > et
C2 =< s > pour l’action srks = r−k. On dit que Dn est donné par les les générateurs r et s et les
relations rn = 1, s2 = 1 et srs = r−1.

On définit un morphisme ρ ∶Dn → GL2(C) en posant

ρ(r) = T (2π/n) = (cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n) ) et ρ(s) =M = (1 0

0 −1)

On vérifie que (ρ(r))n = Id, (ρ(s))2 = Id et ρ(s)ρ(r)ρ(s) = ρ(r)(−1).
On a bien sûr ρ(rk) = ρ(r)k = T (2πk/n) et ρ(rks) = ρ(r)kρ(s). La représentation ρ est une

représentation matricielle de degré 2 du groupe diédral Dn.
Posons maintenant

P = ( 1 1
−i i

) et µ(t) = P −1ρ(t)P

pour tout t ∈Dn. En particulier

µ(r) = (exp(−2iπ/n) 0
0 exp(2iπ/n)) et µ(s) = (0 1

1 0) .

On obtient une représentation matricielle µ ∶Dn → PGL2(C) équivalente à ρ.
Soit maintenant h un entier. On définit un morphisme ρh ∶Dn → GL2(C) en posant

ρh(r) = T (2hπ/n) = (cos(2πh/n) − sin(2πh/n)
sin(2πh/n) cos(2πh/n) ) et ρh(s) =M = (1 0

0 −1)

et bien sûr ρh(rk) = ρh(r)k = T (2πhk/n) et ρh(rks) = ρh(r)kρh(s) = T (2πhk/n)M .
Si h ≠ h′ mod n et h ≠ −h′ mod n alors les représentations (ρh) et (ρh′) ne sont pas équiva-

lentes.
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1.7. Sous-représentations. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe
fini et ρ ∶ G → GL(E) une représentation linéaire de G. Soit F un sous-espace vectoriel de E
stable par tous les ρs pour s ∈ G. Alors pour tout s la restriction de ρs à F est un isomorphisme
de F . On obtient donc une représentation linéaire ρF ∶ G → GL(F ). On dit que c’est une sous-
représentation de ρ.

Par exemple, le sous-espace nul {0} ⊂ E est stable. La représentation associée est la sous-
représentation nulle.

Autre exemple : si ρG ∶ G → GL(CG) est la représentation régulière alors le sous-espace de
dimension 1 engendré par∑x∈G ex est clairement stable parG. La sous-représentation correspon-
dante est la représentation unité.

Théorème 1. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe fini et ρ ∶ G →
GL(E) une représentation linéaire de G. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par G. Il
existe un supplémentaire H de F dans E qui est stable par G. La représentation ρ est somme
directe de ses sous-représentations ρF et ρH .

Soit K un supplémentaire de F dans E. Soit π le projecteur sur F parallèlement à K. On pose

(1) Π = 1
#G ∑s∈G

ρs ○ π ○ ρ−1
s .

On vérifie que

(1) la restriction de Π à F est l’identité,

(2) l’image de Π est F ,

(3) Π commute à ρs pour tout s ∈ G.

Soit alors H le noyau de Π. C’est un supplémentaire de l’image F de Π et il est stable par tous
les ρs. ◻.

1.8. Représentations irréductibles. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G
un groupe fini et ρ ∶ G→ GL(E) une représentation linéaire de G. On dit que ρ est irréductible si
et seulement si E est non-nul et ρ n’admet pas d’autre sous-représentation que la représentation
nulle et elle même.

Toute représentation de degré 1 est irréductible.
Soit n ⩾ 2. Soit h un entier tel que 2h ≠ 0 mod n. La représentation ρh du groupe diédral Dn

introduite à la section 1.6 est irréductible.

Théorème 2. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit G un groupe fini et ρ ∶ G →
GL(E) une représentation linéaire de G. Il existe des sous-espaces (Ei)1⩽i⩽I de E stables par
G tels que E = ⊕1⩽i⩽IEi et la restriction de ρ à chaque Ei est une représentation irréductible.
Autrement dit ρ est somme directe de représentation irréductibles

ρ = ⊕1⩽i⩽Iρ
Ei .

On raisonne par récurrence sur le degré n de la représentation. Si n = 0 alors E est nul et ρ est
la représentation nulle. Elle est la somme directe d’aucune représentation.
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Supposons n ⩾ 1. Si ρ est irréductible le théorème est vérifié. Sinon il existe un sous-espace
stable F non-nul et différent de E. Soit H un supplémentaire de F dans E stable par G. Les
représentations ρF et ρH sont de degré < n donc chacune est somme directe de représentations
irréductibles. Comme ρ = ρF ⊕ ρH , il en va de même pour ρ. ◻.

1.9. Produit tensoriel d’espaces vectoriels. Soit K un corps. Soient E et F deux K-espaces
vectoriels. Soit B = (bi)i∈I une base de E. Soit C = (cj)j∈J une base de F . L’espace vectoriel
K(I×J) est noté E ⊗ F . Les vecteurs de sa base canonique sont indexés par le produit cartésien
I × J . On les note (d(i,j))(i,j)∈I×J . Il existe une unique application bilinéaire ϕ ∶ E × F → E ⊗ F
telle que ϕ(bi, cj) = d(i,j). L’espace vectoriel E ⊗ F est appelé produit tensoriel de E et de F .
Pour e ∈ E et f ∈ F on écrit souvent e⊗ f au lieu de ϕ(e, f). En particulier d(i,j) = bi ⊗ cj .

Soit maintenant H un K-espace vectoriel et soit f ∶ E × F → H une application bilinéaire. Il
existe une unique application linéaire f̃ ∶ E ⊗ F → H telle que f̃(bi ⊗ cj) = f(bi, cj). Donc il
existe une unique application f̃ telle que le diagramme suivant commute

E × F f //

ϕ %%

H

E ⊗ F.
f̃

;;

Théorème 3. Soit K un corps. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Il existe un espace
vectoriel E ⊗ F et une application bilinéaire ϕ ∶ E × F → E ⊗ F telle que la propriété sui-
vante, appelée propriété universelle du couple (E ⊗F,ϕ), soit satisfaite. Pour toute application
bilinéaire f ∶ E × F → H il existe une unique application f̃ telle que le diagramme suivant
commute

E × F f //

ϕ %%

H

E ⊗ F.
f̃

;;

On note ϕ(e, f) = e⊗ f . Si (bi)i∈I est une base de E et (cj)j∈J une base de F alors les bi ⊗ cj
forment une base de E ⊗ F .

La propriété universelle implique l’unicité du produit tensoriel (E⊗F,ϕ) dans le sens suivant.
Si (E ⊗′ F,ϕ′) satisfait lui aussi la propriété universelle alors il existe un unique isomorphisme
ϕ̃ tel que le diagramme suivant commute

E ⊗ F

E × F

ϕ
99

ϕ′ %%
E ⊗′ F.

ϕ̃

OO

Il existe aussi un unique isomorphisme ϕ̃′ tel que le diagramme suivant commute
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E ⊗ F

ϕ̃′

��

E × F

ϕ
99

ϕ′ %%
E ⊗′ F.

Donc ϕ̃○ ϕ̃′ ○ϕ = ϕ. Donc ϕ̃○ ϕ̃′ fixe tous les éléments de Imϕ. Comme Imϕ engendre E⊗F
on en déduit que ϕ̃ ○ ϕ̃′ est l’identité de E ⊗ F . On montre de même que ϕ̃′ ○ ϕ̃ est l’identité de
E ⊗′ F . On peut alors légitimement écrire ϕ(e, f) = e⊗ f ∈ E ⊗F pour tout e ∈ E et tout f ∈ F .

Soient maintenant u1 ∶ E1 → F1 et u2 ∶ E2 → F2 deux applications linéaires. On définit une
application bilinéaire de E1 ×E2 dans F1 ⊗F2 en associant u1(e1)⊗u2(e2) à (e1, e2). On déduit
de la propriété universelle deE1⊗E2 qu’il existe une application linéaire deE1⊗E2 dans F1⊗F2
qui envoie e1 ⊗ e2 sur u1(e1) ⊗ u2(e2). Cette application est notée u1 ⊗ u2 et appelée produit
tensoriel des applications u1 et u2.

1.10. Produit tensoriel de représentations. Soit G un groupe fini. Soient E et F deux C-
espaces vectoriels de dimension finie. Soient ρ ∶ G → GL(E) et µ ∶ G → GL(F ) deux re-
présentations linéaires complexes de G. Pour tout s dans G le produit tensoriel ρs ⊗ µs est un
endomorphisme de E⊗F . L’application s↦ ρs⊗µs définit une représentation G→ GL(E⊗F )
notée ρ⊗ µ et appelée produit tensoriel des représentations ρ et µ.

Soit B = (bi)1⩽i⩽d une base de E. Soit C = (cj)1⩽j⩽e une base de F . Alors

(bi ⊗ cj)1⩽i⩽d,1⩽j⩽e

est une base de E ⊗ F .
Soit Rs = (ri,k(s))1⩽i,k⩽d la matrice de ρs dans la base B. Soit Ms = (mj,l(s))1⩽j,l⩽e la matrice

de µs dans la base C. La matrice Ps de ρs ⊗ µs dans la base (bi ⊗ cj)1⩽i⩽d,1⩽j⩽e est

(2) Ps = (p(i,j),(k,l))1⩽i,k⩽d,1⩽j,l⩽e = (ri,k(s)mj,l(s))1⩽i,k⩽d,1⩽j,l⩽e

notée Rs ⊗Ms et appelée produit tensoriel des matrices Rs et Ms.
Par exemple le produit tensoriel des représentations ρh et ρh′ du groupe cyclique Cn définies à

la section 1.4 n’est autre que la représentation ρh+h′ où la somme h + h′ s’entend modulo n.

1.11. La représentation duale. SoitG un groupe fini. SoientE et F deux C-espaces vectoriels.
Soient ρ ∶ G → GL(E) et µ ∶ G → GL(F ) deux représentations linéaires complexes de G. On
note HomC(E,F ) l’ensemble de applications C-linéaire de E dans F . On définit une action de
G sur HomC(E,F ) en posant, pour s ∈ G et f ∈ HomC(E,F )

s.f ∶ E // F

v � // µs(f(ρs−1(v))).



REPRÉSENTATIONS COMPLEXES DES GROUPES FINIS 9

Autrement dit s.f = µs○f○(ρs)−1. On a ainsi défini une représentationG→ GL(HomC(E,F )).
Dans le cas particulier oùF est C lui-même muni de l’action triviale deG, l’espace HomC(E,C)
n’est autre que le dual Ê de E. On pourra noter ρ̂ ∶ G → GL(Ê) la représentation ainsi obtenue.
On a ρ̂s(f) = f ○ ρ−1

s . Soit B une base de E. La matrice de ρ̂(s) dans la base duale de B est la
transposée de la matrice de ρ(s−1) dans la base B.

1.12. Moyennes et vecteurs invariants. Soit G un groupe fini. Soit E un C-espace vectoriel
de dimension finie. Soit ρ ∶ G → GL(E) une représentation linéaire. On note EG l’ensemble de
vecteur fixés par tous les éléments de g

EG = {m ∈ E ∣ ∀s ∈ G, ρs(m) =m}.

C’est un sous-espace vectoriel de E. Les vecteurs de EG sont dits invariants par G. On définit
l’applicationM ∶ E → E par

M(v) = 1
#G ∑s∈G

ρs(v).

On vérifie queM○M =M et que l’image deM est EG. DoncM est un projecteur d’image
EG. On l’appelle l’opérateur de moyenne de la représentation. En particulier la dimension deEG

est la trace deM donc

(3) dim(EG) = Tr(M) = 1
#G ∑s∈G

Tr(ρs).

Un cas intéressant concerne la représentation HomC(E1,E2) où E1 et E2 sont deux espaces
de représentation. Il découle de la définition de cette représentation que le sous-espace des inva-
riants par G dans cette représentation n’est autre que le C-espace vectoriel HomG(E1,E2) des
applications linéaires équivariantes entre E1 et E2.

1.13. Lemme de Schur. Soient E et F deux C-espaces vectoriels de dimensions finies. Soient
ρ1 ∶ G → GL(E1) et ρ2 ∶ G → GL(E2) deux représentations irréductibles du même groupe fini
G. Soit u ∶ E1 → E2 une application équivariante. Le noyau de u est stable par G. Il est donc
nul ou égal à E1. L’image de u est stable par G. Elle est donc nulle ou égale à E2. On en déduit
que si u n’est pas nulle elle définit un isomorphisme entre E1 et E2. Supposons donc maintenant
que E1 = E2 et ρ1 = ρ2. Soit u une application équivariante et soit λ l’une de ses valeurs propres.
L’application u − λId est équivariante et son noyau n’est pas nul. Elle est donc nulle et u = λId.

Théorème 4 (Lemme de Schur). Soit G un groupe fini et soient E1 et E2 deux C-espaces vec-
toriels de dimension finie. Soient ρ1 ∶ G → GL(E1) et ρ2 ∶ G → GL(E2) deux représenta-
tion irréductibles de G. Si ρ1 et ρ2 ne sont pas isomorphes alors HomG(E1,E2) = 0. Sinon
HomG(E1,E2) est un C-espace vectoriel de dimension 1. Dans le cas où E1 = E2 = E et
ρ1 = ρ2 = ρ l’espace HomG(E,E) est formé des homothéties de E.

1.14. Généralisation. Soit K un corps et E un espace vectoriel sur K. Soit G un groupe. Un
morphisme de groupe ρ ∶ G → End(E) définit une représentation linéaire de G. Il n’est pas
nécessaire que K soit le corps des complexes ni que le groupe G soit fini. Par exemple on peut
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considérer le K-espace vectoriel KG des applications de G dans K. Si ϕ ∶ G → K est une telle
fonction et g ∈ G on définit la fonction g.ϕ par

g.ϕ ∶ G // C

x � // f(g−1x).

On obtient ainsi une représentation ρ ∶ G→ End(KG). On peut obtenir une sous-représentation
de ρ en se restreignant par exemple au sous-espace K(G) des fonctions à support fini. Dans le
cas où G est un groupe fini et K = C on retrouve ainsi la représentation régulière introduite à la
section 1.2.

Supposons que G est un groupe topologique, c’est-à-dire un groupe muni d’une topologie
telle que les applications produit G ×G → G et inverse G → G soient continues. On peut alors
obtenir une sous-représentation de ρ en se restreignant par exemple au sous-espace C(G,K) des
fonctions continues.

On a vu, par exemple dans le preuve du théorème 1, l’importance des moyennes comme celle
de la formule (3) dans l’étude des représentations. Pour développer une théorie des représenta-
tions de groupes dans un cadre général on rencontre des difficultés pour former ces moyennes.

Si le groupe est infini on peut essayer de le munir d’une structure d’espace topologique et
d’une théorie de l’intégration compatibles avec la loi de groupe. On peut alors remplacer les
moyennes par des intégrales, au moins quand le groupe est compact.

Si le corps K n’est pas de caractéristique nulle et même si le groupe est fini, on rencontre
des difficultés lorsque la caractéristique du corps divise l’ordre de G. Considérons par exemple
le cas où K = (Z/2Z,+,×) est le corps à deux éléments et G = (C2,×) = ({1, s},×) est le
groupe cyclique à deux éléments. On pose E = K2. Soit (e1, e2) la base canonique de E. Soit
u ∈ End(E) l’endomorphisme qui envoie e1 sur e1 et e2 sur e1 + e2. On vérifie que u ○ u est
l’identité de E. La matrice de u dans la base canonique est

M = (1 1
0 1) ∈ GL2(Z/2Z).

Soit ρ ∶ C2 → GL2(E) le morphisme de groupe qui envoie s sur u. C’est une représentation K-
linéaire de C2. Or E n’admet que trois sous-espaces non-triviaux, engendrés respectivement par
e1, e2 et e1 + e2. Le sous-espace engendré par e1 est stable par G. L’espace engendré par e2 n’est
pas stable car u(e2) = e1 + e2. L’espace engendré par e1 + e2 n’est pas stable car u(e1 + e2) = e2.
Donc le sous-espace engendré par e1 est stable parGmais n’admet pas de supplémentaire stable.
Le théorème 1 ne peut pas se généraliser lorsque la caractéristique de K divise le cardinal de G.

2. CARACTÈRES D’UN GROUPE FINI

On se donne un groupe fini G. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et ρ ∶ G →
GL(E) une représentation de G. On associe à tout élément s de G la trace de ρs. On définit ainsi
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une application
χρ ∶ G // C

s � // Tr(ρs)
appelée caractère de la représentation ρ. Les caractères d’un groupe fini sont les caractères de
ses représentations.

Dans le cas particulier d’une représentation ρ ∶ G → GL1(C) = C∗ de degré 1 la valeur du
caractère χρ(s) s’identifie naturellement à ρs. En particulier χρ(s1s2) = χρ(s1)χρ(s2). C’est
la raison pour laquelle les caractères des représentations de degré 1 sont dits multiplicatifs. Il
va de soi que les caractères des représentations de degré quelconque n’ont aucune raison d’être
multiplicatifs.

2.1. Premières propriétés. Si ρ est une représentation de degré n et si 1G est l’élément neutre
de G alors ρ(1G) est l’identité dans un espace vectoriel de dimension n donc

χρ(1G) = n.
Notons e le cardinal de G. Si s est un élément de G alors se = 1 d’après le théorème de

Lagrange. Donc le polynôme xe − 1 annule l’endomorphisme ρs. Comme xe − 1 ∈ C[x] est
scindé et sans facteurs carrés on en déduit que ρs est diagonalisable. Ainsi χρ(s) est la somme des
valeurs propres de ρs en comptant les multiplicités. Ces valeurs propres sont toutes des racines
e-ièmes de l’unité. En particulier l’inverse d’une valeur propre est son conjugué. On en déduit
que

χρ(s−1) = χρ(s).
On rappelle que si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n alors Tr(AB) = Tr(BA). La

trace d’un endomorphisme est la trace de sa matrice dans une base quelconque. Si s, t ∈ G la
trace de ρs ○ ρt est égale à la trace de ρt ○ ρs. Donc

χρ(st) = χρ(ts)
et

χρ(sts−1) = χρ(t).
Autrement dit un caractère prend la même valeur en tous les éléments d’une même classe de
conjugaison dans G. On dit que c’est une fonction centrale sur G.

Soient ρ1 ∶ G→ End(E1) et ρ2 ∶ G→ End(E2) deux représentations linéaires.
Pour tout s deG on a vu que la matrice de ρ1(s)⊕ρ2(s) dans une base bien choisie de E1⊕E2

est Diag(R1(s),R2(s)). Donc la trace de ρ1(s) ⊕ ρ2(s) est la somme des traces de ρ1(s) et
ρ2(s). Autrement dit

χρ1⊕ρ2 = χρ1 ⊕ χρ2 .

De même la matrice de ρ1(s)⊗ρ2(s) est le produit tensoriel des matrices de ρ1(s) et de ρ2(s).
En examinant la formule (2) on voit que la trace d’un produit tensoriel de matrices est le produit
des traces de ces matrices. Donc

χρ1⊗ρ2 = χρ1 .χρ2 .
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On a vu aussi que la matrice de ρ̂(s) dans la base duale de B est la transposée de la matrice
de ρ(s−1) dans la base B. Comme les valeurs propres de ρ(s) sont de module 1, la trace de ρ̂(s)
est la conjuguée complexe de la trace de ρ(s). Autrement dit

χρ̂ = χρ.

On voit que l’ensemble des caractères d’un groupe fini est stable par conjugaison, par addition
et par multiplication.

2.2. Orthogonalité des caractères irréductibles. Considérons maintenant la représentation
HomC(E1,E2). Soit n1 la dimension de E1. Soit n2 la dimension de E2. Soit s un élément
de G. On choisit une base de E1 formée de vecteurs propres de ρ1(s). On note (λi)1⩽i⩽n1 les
valeurs propres correspondantes. On note (ϕi)1⩽i⩽n1 la base duale. C’est une base du dual Ê1 de
E1. On choisit une base (bj)1⩽j⩽n2 deE2 formée de vecteurs propres de ρ2(s). On note (µj)1⩽j⩽n2

les valeurs propres correspondantes.
Pour tout 1 ⩽ i ⩽ n1 et 1 ⩽ j ⩽ n2 on note τi,j l’application élémentaires m ↦ ϕi(m)bj . Les

(τi,j)1⩽i⩽n1,1⩽j⩽n2 forment une base de HomC(E1,E2). L’image de τi,j par s est

(λi)−1µjτi,j = λiµjτi,j.

Donc la trace de s agissant sur HomC(E1,E2) est

∑
1⩽i⩽n1,1⩽j⩽n2

λiµj = ∑
1⩽i⩽n1

λi. ∑
1⩽j⩽n2

µj = Tr(ρ1(s)).Tr(ρ2(s)).

Donc

χHomC(E1,E2) = χρ1 .χρ2 .

La formule (3) permet alors d’affirmer que la dimension de l’espace des applications équiva-
riantes entre E1 et E2 est

(4) dimC HomG(E1,E2) =
1

#G ∑s∈G
χρ1(s).χρ2(s).

Appliquant le lemme de Schur on prouve alors le théorème suivant dit d’orthogonalité des
caractères irréductibles.

Théorème 5. SoitG un groupe fini et soit χ le caractère d’une représentation irréductible. Alors

1
#G ∑s∈G

χ(s).χ(s) = 1.

Si χ1 et χ2 sont les caractères de deux représentations irréductibles non-isomorphes, alors

1
#G ∑s∈G

χ1(s).χ2(s) = 0.
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Le caractère d’une représentation irréductible est dit caractère irréductible. Le théorème
5 affirme que les caractères irréductibles forment une système orthonormé dans l’espace des
fonctions centrales muni du produit scalaires

(5) (f, g) = 1
#G ∑s∈G

f(s)g(s).

On en déduit que deux caractères irréductibles associés à deux représentations irréductibles
non-équivalentes sont différents. Comme les caractères irréductibles forment un système ortho-
normé de l’espace des fonctions centrales sur G, leur nombre est majoré par la dimension de
cet espace. Or cette dimension est égale au nombre de classes de conjugaison de G. Le nombre
de classes d’équivalence de représentations irréductibles de G est donc majoré par le nombre de
classes de conjugaison de G. On note Irr(G) l’ensemble des classes d’équivalence de représen-
tations irréductibles de G. Le théorème 2 affirme que toute représentation µ ∶ G→ GL(Eµ) de G
est équivalente à ⊕ρ∈Irr(G)ρ⊕eρ(µ) où les eρ(µ) sont des entiers naturels. On déduit du théorème 5
que

eρ(µ) = (χρ, χµ).
Autrement dit la décomposition de µ en somme de représentations irréductibles n’est pas né-

cessairement unique, mais le nombre de fois qu’une représentation irréductible ρ ∶ G→ GL(Eρ)
apparaît dans une décomposition de µ ne dépend que de ρ et de µ. On appellera ce nombre la
multiplicité de ρ dans µ et l’on se souviendra qu’il est égal au produit scalaire des caractères χρ
et χµ. Il est aussi égal à la dimension du C-espace vectoriel HomG(Eµ,Eρ) d’après la formule
(4).

Théorème 6. Soit G un groupe fini. Soient E1 et E2 deux C-espaces vectoriels de dimensions
finies. Soient µ1 ∶ G → GL(E1) et µ2 ∶ G → GL(E2) deux représentations. Si µ1 et µ2 ont le
même caractère alors elles sont équivalentes.

C’est évident puisque pour toute représentation irréductible ρ, la multiplicité de ρ dans µ1 est
(ρ,χ1) = (ρ,χ2). Donc

µ1 ≃ ⊕ρ∈Irr(G)ρ⊕(ρ,χ1) = ⊕ρ∈Irr(G)ρ⊕(ρ,χ2) ≃ µ2.

◻
Si µ est une représentation deG et eρ(µ) la multiplicité de la représentation irréductible ρ dans

µ alors µ ≃ ⊕ρ∈Irr(G)ρ⊕eρ(µ) donc

χµ = ∑
ρ∈Irr(G)

eρ(µ)χρ.

Donc
(χµ, χµ) = ∑

ρ∈Irr(G)
e2
ρ(µ).

Théorème 7. Le carré scalaire (χµ, χµ) du caractère d’une représentation µ de G est la somme
des carrés des multiplicités dans µ des représentations irréductibles deG. En particulier le carré
scalaire (χµ, χµ) vaut 1 si et seulement si µ est irréductible.
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2.3. Décomposition de la représentation régulière. Soit E = CG et soit (ex)x∈G la base cano-
nique de E. On a défini la représentation régulière ρG ∶ G → GL(E) en posant ρG(s)(ex) = esx.
Si s ≠ 1 alors ρG(s)(ex) est un vecteur de base différent de ex. Donc la trace de ρG(s) est nulle.
Appelons χG ∶ G → C le caractère de la représentation régulière de G. On a χG(1G) = #G et
χG(s) = 0 si s ≠ 1G. Si µ est une représentation irréductible de G, la multiplicité de µ dans la
représentation régulière est le produit scalaire

(χµ, χG) =
1

#G.∑s∈G
χµ(s).χG(s) =

1
#G.#G.χµ(1) = nµ

où nµ est le degré de µ. On en déduit le théorème suivant.

Théorème 8. Soit G un groupe fini. Soit ρG ∶ g → GL(CG) la représentation régulière. Soit
µ une représentation complexe irréductible de G. La multiplicité de µ dans ρG est égale à son
degré nµ. Donc

ρG = ⊕µ∈Irr(G)µ⊕nµ et #G = χG(1) = ∑
µ∈Irr(G)

nµχµ(1) = ∑
µ∈Irr(G)

n2
µ,

et si s ≠ 1,
0 = χG(s) = ∑

µ∈Irr(G)
nµχµ(s).

2.4. Fonctions centrales et applications équivariantes. Soit G un groupe fini et f ∶ G → C
une application à valeurs complexes. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie. Soit

ρ ∶ G→ GL(E)
une représentation de G. Soit χ son caractère et n son degré. La fonction f permet de définir un
endomorphisme

ρf = ∑
s∈G

f(s)ρs ∈ End(E).

Soit t ∈ G. La conjugaison de ρf par ρt est

ρt−1ρfρt = ∑
s∈G

f(s)ρt−1ρsρt = ∑
s∈G

f(s)ρt−1st = ∑
s∈G

f(tst−1)ρs.

On en déduit que si f est une fonction centrale alors ρf est une application équivariante.
Supposons d’abord que ρ est irréductible. Alors ρf est une homothétie. La trace de ρf est

Tr(ρf) = ∑
s∈G

f(s)Tr(ρs) = ∑
s∈G

f(s)χs = #G.(χ̄, f).

Donc

(6) ρf =
#G
n
.(χ̄, f).IdE.

Théorème 9. Soit G un groupe fini et soit f ∶ G→C une fonction centrale. Soit ρ ∶ G→ GL(E)
une représentation complexe de G. L’endomorphisme ρf = ∑s∈G f(s)ρs est G-équivariant. Si F
est un sous espace de E stable pour l’action de G et si ρF est la restriction de ρ à F alors ρFf est
la restriction de ρf à F . Si ρ est irréductible alors ρf est une homothétie de rapport #G

n .(χ̄, f).
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Revenons au cas d’une représentation ρ quelconque. Pour toute représentation irréductible µ
deG on note eµ(ρ) la multiplicité de µ dans ρ. La représentation ρ est équivalente à⊕µ∈Irr(G)µ⊕eµ(ρ).
Donc il existe des sous-espaces vectoriels Eµ de ρ stables par G et tels que

(7) E = ⊕µ∈Irr(G)Eµ
et la restriction de ρ à Eµ soit équivalente à µ⊕eµ(ρ). Pour tout µ dans Irr(G) on note nµ le degré
de µ et

pµ =
nµ
#G.ρχµ

l’endomorphisme de E associé à la fonction centrale χµ, corrigé d’un facteur scalaire nµ/#G.
On déduit du théorème 9 que la retriction de pµ à Eµ est l’identité de Eµ. De même, si ν est
une représentation irréductible de G non-équivalente à µ alors la retriction de pµ à Eν est nulle.
Autrement dit pµ est un projecteur d’image Eµ et de noyau ⊕ν∈Irr(G), ν≠µEν . On en déduit que la
décomposition de la formule 7 est unique. Chaque Eµ est caractérisé comme l’image de pµ. La
décomposition de la formule 7 est appelée décomposition canonique de ρ.

Théorème 10. Soit G un groupe fini. Soit E un C-espace vectoriel non-nul de dimension finie.
Soit ρ ∶ G→ GL(E) une représentation deG. Il existe une unique décomposition deE en somme
directe

E = ⊕µ∈Irr(G)Eµ
telle que chaque Eµ soit stable par G et la restriction de ρ à Eµ soit une somme directe (éven-
tuellement nulle) de représentations de G toutes équivalentes à µ.

2.5. Base orthonormée de l’espace des fonctions centrales. On a vu que les caractères irré-
ductibles de G forment un système orthonormé (donc libre) de l’espace des fonctions centrales.
On veut montrer que ce système libre est en fait une base de l’espace des fonctions centrales.

La formule (5) définit un produit scalaire sur l’espace des fonctions centrales. Pour montrer
que les (χµ)µ∈Irr(G) engendrent l’espace des fonctions centrales il suffit de montrer que toute
fonction centrale orthogonale aux (χµ)µ∈Irr(G) est nulle.

Soit donc f ∶ G→C une fonction centrale orthogonale à tous les caractères irréductibles. Pour
toute représentation ρ ∶ G→ GL(E) posons ρf = ∑s∈G f(s)ρs ∈ End(E). On déduit du théorème
10 et du théorème 9 que E = ⊕µ∈Irr(G)Eµ et ρf s’annulle sur chaque Eµ. Donc ρf est nul.

Dans le cas particulier où ρ est la représentation régulière ρG ∶ G→ GL(CG) on obtient

0 = ρf(e1) = ∑
s∈G

f(s)ρs(e1) = ∑
s∈G

f(s)es.

Donc f(s) = 0 pour tout s ∈ G.

Théorème 11. SoitG un groupe fini. Les caractères irréductibles complexes forment une base de
l’espace des fonctions centrales à valeurs complexes. En particulier le nombre de représentations
irréductibles est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Toute fonction centrale f ∶ G→C vérifie

(8) f = ∑
ρ∈Irr(G)

(χρ, f)χρ.
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Soit C ⊂ G une classe de conjugaison dans G. Soit 1C la fonction centrale qui prend la valeur
1 en tous les éléments de C et qui s’annule partout ailleurs. Appliquons la formule (8) à 1C . On
calcule

(χρ,1C) =
1

#G.∑s∈G
χρ(s).1C(s) =

#C
#G.χρ(C)

où χρ(C) est la valeur du caractère χρ en tous les éléments de C. Donc

(9) 1C = #C
#G. ∑ρ∈Irr(G)

χρ(C)χρ.

Évaluant l’équation (9) en un élément s de C on trouve

(10) 1 = #C
#G. ∑ρ∈Irr(G)

χρ(C)χρ(C).

Évaluant l’équation (9) en un élément s d’une classe de conjugaison C ′ différente de C on
trouve

(11) 0 = ∑
ρ∈Irr(G)

χρ(C)χρ(C ′).

Théorème 12. Soit G un groupe fini et soient s et s′ deux éléments de G. Si s et s′ ne sont pas
conjugués alors

(12) ∑
ρ∈Irr(G)

χρ(s)χρ(s′) = 0.

Si s et s′ appartiennent à la même classe C alors

(13) ∑
ρ∈Irr(G)

χρ(s)χρ(s′) =
#G
#C .

2.6. Table des caractères du groupe cyclique. Soit n ⩾ 2 un entier et Cn le groupe cyclique
d’ordre n. On a déjà trouvé n représentations irréductibles de degré 1 à la section 1.3. Le nombre
de classes de conjugaison de Cn étant n il n’y a pas d’autre représentation irréductible. La valeur
de χh en (la classe de) rk est exp(2iπhk/n). Dans le cas n = 3 on obtient la table des caractères
suivante.

1 r r2

χ0 1 1 1
χ1 1 exp(2iπ/3) exp(4iπ/3)
χ2 1 exp(4iπ/3) exp(2iπ/3)
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2.7. Table des caractères du groupe diédral Dn pour n impair. Soit m ⩾ 1 un entier et soit
n = 2m + 1. Soit Dn le groupe diédral d’ordre 2n. On a construit à la section 1.6 des représen-
tations de degré 2 irréductibles ρh pour 1 ⩽ h ⩽ m. Elles sont deux à deux non-équivalentes. On
note (χh)1⩽h⩽m les caractères correspondants.

Le groupe dérivé de Dn est le sous-groupe cyclique d’ordre n engendré par r. En effet

[s, r] = srs−1r−1 = r−2

engendre le même groupe que r car l’ordre n de r est impair. L’abélianisé de Dn est donc le
quotient Dn/Cn qui est d’ordre 2. Il existe donc deux représentations irréductibles de degré 1.
Ce sont les deux caractères multiplicatifs de Dn. La représentation unité ψ0 d’une part. Et la
signature ψ1 définie par ψ1(s) = −1 et ψ1(r) = 1.

Nous avons trouvé m représentations irréductibles de degré 2 et deux représentations irréduc-
tibles de degré 1. Cela fait m + 2 représentations irréductibles. La somme des carrés des degrés
de ces représentations vaut 4m + 2 = 2n qui est le cardinal du groupe Dn. D’après le théorème 8
il n’existe pas d’autre représentation irréductible.

Les classes de conjugaison de Dn sont donc au nombre de m + 2 elles aussi. On a la classe de
1, la classe de s, et les classes des rk pour 1 ⩽ k ⩽m.

Dans le cas m = 3 on obtient la table des caractères suivante.

1 r r2 r3 s

ψ0 1 1 1 1 1
ψ1 1 1 1 1 −1
χ1 2 2 cos(2π/7) 2 cos(4π/7) 2 cos(6π/7) 0
χ2 2 2 cos(4π/7) 2 cos(8π/7) 2 cos(12π/7) 0
χ3 2 2 cos(6π/7) 2 cos(12π/7) 2 cos(4π/7) 0

3. L’ALGÈBRE DU GROUPE

Soit G un groupe fini. On note C[G] l’ensemble des combinaisons formelles d’éléments de G
à coefficients dans C. Autrement dit

C[G] = {∑
s∈G

as.s ∣as ∈ C}.

C’est un C-espace vectoriel isomorphe à CG. On le munit d’une loi de composition interne
(multiplication) notée × ou . et définie par les propriétés suivantes :

(1) × ∶ C[G] ×C[G] →C[G] est une application C-bilinéaire,

(2) pour s et t dans G le produit s × t ∈ C[G] est st.

Autrement dit, la loi × prolonge par bilinéarité la loi du groupeG. On vérifie que (C[G],+,×)
est un anneau unitaire. On dit que C[G] est l’algèbre du groupe G. C’est une C-algèbre associa-
tive et unifère. Si G est commutatif alors C[G] est un anneau commutatif.

Si A ⊂ C est un sous-anneau de C on note A[G] le sous-anneau de C[G] formé des combi-
naisons d’éléments de G à coefficients dans A.
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Si E est un C espace vectoriel de dimension finie et ρ ∶ G → GL(E) une représentation, on
peut munir E d’une structure de C[G]-module à gauche en posant s.v = ρs(v) pour s ∈ G et v ∈
E. Le C[G]-module à gauche ainsi obtenu est de type fini. Réciproquement, si M est un C[G]-
module de type fini, alors M est un C-espace vectoriel par restriction des scalaires. Si (gi)1⩽i⩽I
est une partie génératrice du C[G]-module M alors (s.gi)1⩽i⩽I, s∈G est une partie génératrice du
C-espace vectoriel sous-jacent. Donc ce dernier est de dimension finie. L’application

s↦ (m↦ s.m)
est un morphisme de G dans le groupe GL(M) des automorphismes du C-espace vectoriel M .
Elle définit donc une représentation complexe de G.

Il y a donc une correspondance entre les représentations complexes de G de dimension fi-
nie et les C[G]-modules de type fini. Soient ρ ∶ G → End(E) et µ ∶ G → End(F ) deux
représentations complexes de G. Soit u ∶ E → F une application linéaire équivariante. On a
u(s.v) = u(ρs(v)) = µs(u(v)) = s.u(v). Donc u est un morphisme de C[G]-modules. Réci-
proquement, un morphisme de C[G]-modules est (par restriction des scalaires) une application
C-linéaire, équivariante pour l’action de G. Il est donc équivalent de parler de représentations
de G et d’applications équivariantes ou bien de C[G]-modules à gauche et de morphismes de
C[G]-modules. Le C[G]-modules à gauche C[G] n’est autre que la représentation régulière. Le
théorème 1 signifie que tout sous-module d’un C[G]-module de type fini est facteur direct.

Pour toute représentation ρ ∶ G → GL(E) on prolonge ρ par linéarité pour définir un mor-
phisme de C-algèbres ρ̃ ∶ C[G] → End(E). Si a = ∑s∈G as.s est un élément de C[G], l’image
de a par ρ̃ n’est autre que l’endomorphisme ρf défini à la section 2.4 où f ∶ G → C est définie
par f(s) = as. Pour tout vecteur v dans E on a

a.v = ρ̃(a)(v) = ∑
s∈G

asρs(v).

3.1. Décomposition de C[G]. Le produit cartésien des applications ρ̃ lorsque ρ parcourt Irr(G)
définit un morphisme d’algèbres

F ∶ C[G] // ⊕ρ∈Irr(G)End(Eρ)

∑s∈G as.s � // (ρ̃(∑s∈G as.s))ρ∈Irr(G) = (∑s∈G as.ρs)ρ∈Irr(G) .

Notons nρ le degré de ρ et choisissons une base Bρ pour chaque Eρ. Soit B la collection de
toutes les bases ainsi choisies. On obtient un morphisme d’algèbres

FB ∶ C[G] // ⊕ρ∈Irr(G)Mnρ(C) � � //M∑nρ(C)

s � // (M(ρs,Bρ))ρ∈Irr(G) // Diagρ∈Irr(G)M(ρs,Bρ)

où M(ρs,Bρ) est la matrice de ρ(s) dans la base Bρ. On note

E = ⊕ρ∈Irr(G)End(Eρ)
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et l’on définit une forme bilinéaire T ∶ E × E →C en posant

T((uρ)ρ∈Irr(G), (vρ)ρ∈Irr(G)) =
1

#G. ∑ρ∈Irr(G)
nρ.Tr(uρ ○ vρ).

On vérifie que

T(F(s),F(t)) = 1
#G. ∑ρ∈Irr(G)

nρ.Tr(ρ(st)) = χG(st)#G

où χG(st) est la valeur en st du caractère de la représentation régulière. Donc T(F(s),F(t))
vaut 1 si s = t−1 et 0 sinon. Cela prouve que les (F(s))s∈G forment un système libre du C-espace
vectoriel E . Comme la dimension de E est #G on a trouvé une base de E . Sa base duale est
constituée des formes linéaires ∗ ↦ T(F(s−1),∗) sur E . On en déduit la formule d’inversion
de Fourier.

Théorème 13. L’application

F ∶ C[G] → E = ⊕ρ∈Irr(G)End(Eρ)
est bijective. Soit a = ∑s∈G as.s un élément de C[G]. Pour toute représentation irréductible ρ de
G notons uρ ∈ End(Eρ) l’image de a par ρ̃ ∶ C[G] → End(Eρ). Autrement dit

F(a) = F(∑
s∈G

as.s) = (uρ)ρ∈Irr(G).

Alors
as = T(F(s−1),F(a)) = 1

#G ∑
ρ∈Irr(G)

nρ.Tr(ρ(s−1)uρ).

3.2. Rappels sur les entiers. Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit qu’un élément x de
A est entier sur Z s’il existe des entiers relatifs (ai)1⩽i⩽n tels que

xn + a1x
n−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + an−1x + an = 0.

Dans le cas A = C les entiers sont appelés entiers algébriques. Les entiers relatifs sont des
entiers algébriques.

Théorème 14. Un nombre rationnel est entier algébrique si et seulement s’il est entier relatif.

En effet soit r un nombre rationnel. On écrit r = u/v avec v entier naturel positif et u entier
relatif tels que le pgcd de u et v est 1. Supposons qu’il existe n ⩾ 1 et des (ai)1⩽i⩽n tels que
rn + a1rn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + an−1r + an = 0. Donc un + a1vun−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + an−1vn−1u + anvn = 0. On en déduit
que v divise un. Donc v = 1. ◻

Si A est un anneau commutatif unitaire et x un élément de A on note Z[x] le sous-anneau
de A engendré par x. C’est l’image dans A de l’unique morphisme de l’anneau des polynômes
Z[X] dans A qui envoie l’indéterminée X sur x ∈ A.

Théorème 15. Soit A un anneau commutatif unitaire et x un élément de A. Les trois conditions
suivantes sont équivalentes.

(1) x est entier sur Z,
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(2) le sous-anneau Z[x] est un Z-module de type fini,

(3) il existe un sous-Z-module de type fini de A qui contient Z[x].

Si (1) est vérifiée alors il existe un entier naturel n et des entiers relatifs (ai)1⩽i⩽n tels que
xn = −a1xn−1−⋅ ⋅ ⋅−an−1x−an. On en déduit que le Z-module engendré par les xi pour 0 ⩽ i ⩽ n−1
contient xm pour tout m ⩾ n. Donc il est égal à Z[x]. Donc (2) est vérifiée.

Réciproquement si (2) est vérifiée il existe un entier naturel I et des éléments (gi)1⩽i⩽I de Z[x]
qui l’engendrent en tant que Z-module. On peut écrire

gi = ai,0 + ai,1x + . . . ai,dixdi

où les di sont des entiers naturels et les ai,j des entiers relatifs. Soit alors n un entier plus grand
que tous les di. Le Z-module Z[x] est engendré par les xj pour 0 ⩽ j ⩽ n − 1. Donc il existe des
entiers relatifs (bk)0⩽k⩽n−1 tels que xn = ∑0⩽k⩽n−1 bkx

k. Donc x est entier sur Z.
Il est évident que (2) implique (3). Réciproquement si (3) est vérifiée il existe un Z-module

M de type fini qui contient Z[x]. Comme Z est nœthérien on en déduit que Z[x] est lui aussi un
Z-module de type fini. ◻

Théorème 16. SiA est un anneau unitaire commutatif qui est de type fini comme Z-module alors
tout élément de A est entier sur Z.

Cela résulte de l’implication (3) implique (1) dans le théorème 15. ◻

Théorème 17. SoitA un anneau commutatif unitaire. Le sous-ensemble deA formé des éléments
entiers sur Z est un anneau.

Soit x un élément de A entier sur Z. Le sous-Z-module Z[x] de A est de type fini. Donc il
existe un système fini (gi)1⩽i⩽I de générateurs de ce sous-Z-module.

Soit y un autre élément de A entier sur Z. Le sous-Z-module Z[y] de A est de type fini. Donc
il existe un système fini (hj)1⩽j⩽J de générateurs de ce sous-Z-module.

Soit maintenant Z[x, y] le sous-anneau de A engendré par x et y. En tant que Z-sous-module
de A il est engendré par les (xuyv)u,v⩾0. Mais chaque xuyv est une combinaison Z-linéaire des
(gihj)1⩽i⩽I,1⩽j⩽J . Donc Z[x, y] est un Z-module de type fini. Donc tous ses éléments sont entiers
sur Z. Cela est vrai en particulier de x − y et de xy. Donc l’ensemble de entiers sur Z est un
sous-anneau. ◻

Notons que si f ∶ A → B est un morphisme d’anneaux commutatifs unitaires alors l’image
par f de l’anneau des entiers sur Z de A est contenue dans l’anneau des entiers sur Z de B. En
particulier, le conjugué d’un entier algébrique est un entier algébrique.

Soit maintenant G un groupe fini et ρ ∶ G → GL(E) une représentation complexe. Pour tout s
dans G on a vu que ρs est diagonalisable et que ses valeurs propres sont des racines #G-ièmes
de l’unité. Ce sont donc des racines du polynôme x#G − 1. En particulier ce sont des entiers
algébriques. On déduit du théorème 17 que la valeur χ(s) du caractère de ρ en s est un entier
algébrique elle aussi.

3.3. Le centre de C[G]. Si A est un anneau unitaire on appelle centre de A l’ensemble des a
dans A tels que ax = xa pour tout x dans A. Le centre de A est un sous-anneau de A. C’est un
anneau unitaire et commutatif.
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Soit a = ∑s∈G as.s un élément de C[G]. Pour tout t dans G on a

t−1at = ∑
s∈G

ast
−1st = ∑

s∈G
atst−1s.

Donc a est dans le centre de C[G] si et seulement si s↦ as est une application centrale. Donc le
centre de C[G] est un C-espace vectoriel de base (C)C∈Conj(G) où Conj(G) est l’ensemble des
classes de conjugaison de G, et pour toute classe de conjugaison C on pose

C = ∑
s∈C

s ∈ C[G].

Plus généralement, si A est un sous-anneau de C alors le centre de A[G] est un A-module
libre de base (C)C∈Conj(G). En particulier le centre de Z[G] est le Z-module libre engendré par
les (C)C∈Conj(G). On déduit du théorème 16 que tous les éléments de Z[G] sont entiers sur Z. Si
C et D sont deux classes de conjugaison il existe des entiers relatifs αEC,D tels que

C.D = ∑
E∈Conj(G)

αEC,D.E.

Les αEC,D sont appelés coefficients de structure du centre de C[G].
La transformée de FourierF est un isomorphisme d’anneaux entre C[G] et E = ⊕ρ∈Irr(G)End(Eρ).

Elle induit donc un isomorphisme Ω entre le centre de C[G] et le centre de E .
Or le centre de E est l’anneau

⊕ρ∈Irr(G)C.IdEρ ≃ CIrr(G).

Calculons l’image de C par Ω. On a

F(C) = (∑
s∈C

ρs)
ρ∈Irr(G)

et chaque composante ∑s∈C ρs est une homothétie de l’espace de représentation Eρ correspon-
dant. Le rapport de cette homothétie est égal à la trace divisée par la dimension nρ de Eρ. Donc

Ω(C) = (
#C.χρ(C)

nρ
)
ρ∈Irr(G)

∈ CIrr(G).

Puisque C est entier sur Z, son image par le morphisme d’anneaux Ω l’est aussi. Donc les
#C.χρ(C)

nρ
sont des entiers algébriques.

Théorème 18. Soit G un groupe fini, ρ un caractère complexe irréductible de degré n et C une
classe de conjugaison de G. Le nombre complexe

#C.χ(C)
n

est un entier algébrique.
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Puisque les valeurs des caractères de G sont des entiers algébriques, pour toute classe C dans
Conj(G), la valeur χ(C) est un entier algébrique. Le conjugué d’un entier algébrique est un
entier algébrique. Donc χ(C) est algébrique. Donc la somme

∑
C∈Conj(G)

#C.χ(C).χ(C)
n

= ∑
s∈G

χ(s).χ(s)
n

est un entier algébrique. D’après le théorème 5

∑
s∈G

χ(s).χ(s)
n

= #G
n
.

Donc #G
n est un entier algébrique. C’est donc un entier relatif d’après le théorème 14. On en

déduit le théorème d’intégralité suivant.

Théorème 19. Soit G un groupe fini et soit ρ une représentation complexe irréductible de G. Le
degré de ρ divise l’ordre de G.

4. EXERCICES

Exercice 1 : Soit n ⩾ 3 un entier impair. Soit Dn le groupe diédral d’ordre 2n. On a construit à
la section 1.6 une représentation ρh de Dn pour tout entier h.

1. Pour quelles valeurs de h la représentation ρh est elle irréductible ?

On reprend les notations de la section 1.6. L’image de s par ρh est la matrice M qui a deux
espaces propres de dimension 1. L’espace propre associé à la valeur propre 1 est engendré par le
premier vecteur de la base canonique. L’espace propre associé à la valeur propre −1 est engendré
par le second vecteur de la base canonique. Si ρh est reductible alors ρh(r) = T (2hπ/n) doit
stabiliser ces deux espaces propres. Donc sin(2hπ/n) est nul. Donc n divise 2h. Donc h est un
multiple de n.

Réciproquement, il est évident que si h est un multiple de n alors ρh est la somme directe des
deux représentations de degré 1 de Dn.

2. Soient h1 et h2 deux entiers. Sous quelle condition les représentations ρh1 et ρh2 sont elles
équivalentes ?

Deux représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont le même caractère. Une
condition nécessaire et suffisante est donc que cos(2πkh1/n) = cos(2πkh2/n) pour tout entier k.
C’est équivalent à n divise h1 − h2 ou h1 + h2. Autrement dit h1 = ±h2 mod n.

3. Donnez la décomposition en somme de représentations irréductibles de ρh1 ⊗ ρh2 .

Notons χ = χρh1⊗ρh2 . On a χ = χρh1 .χρh2 donc

χ(rk) = 4 cos(2πh1/n) cos(2πh2/n)
= 2 cos(2π(h1 + h2)/n) + 2 cos(2π(h1 − h2)/n)
= χρh1+h2(rk) + χρh1−h2(rk),
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et
χ(srk) = χ(s) = 0 = χρh1+h2(srk) + χρh1−h2(srk).

Donc ρh1 ⊗ ρh2 est équivalente à la somme directe de ρh1+h2 et ρh1−h2 . La décomposition en
somme d’irréductibles de ces deux représentations a été donnée à la première question.

Exercice 2 : Donnez la table des caractères du groupe diédral Dn d’ordre 2n pour tout entier
pair n ⩾ 2.

On note n = 2m avec m ⩾ 1. La représentation ρh est réductible si et seulement si sin(2hπ/n)
est nul. Autrement dit n divise 2h. Autrement dit h est un multiple de m.

Les représentations ρh1 et ρh2 sont équivalentes si et seulement si

cos(2πkh1/n) = cos(2πkh2/n)

pour tout entier k. Autrement dit h1 = ±h2 mod 2m. Donc il y am−1 représentations irréductibles
à équivalence près parmi les ρh. Ce sont par exemple les ρh pour 1 ⩽ h ⩽m − 1.

Le groupe dérivé de Dn contient [s, r] = srs−1r−1 = r−2. Le sous-groupe engendré par r−2

est d’ordre m. C’est un sous-groupe distingué isomorphe à Cm. On le note < r2 >. Le quotient
Dn /< r2 > est abélien d’ordre 4 et d’exposant 2. Il est engendré par les classes de r et de s
modulo < r2 >. Donc le groupe dérivé D(Dn) de Dn est égal à < r2 > et l’abélianisé de Dn est

Ab(Dn) =Dn /< r2 >=< r mod D(Dn) > ⊕ < s mod D(Dn) > .

Il y a donc quatre caractères multiplicatifs : le caractère unité ψu, la signature ψs définie par
ψs(r) = 1 et ψs(s) = −1, le caractère ψr défini par ψr(r) = −1 et ψr(s) = 1, et enfin le produit
ψrψs.

La somme des carrés des degrés des représentations irréductibles déjà trouvées vaut 4(m−1)+
4 = 2n = #Dn. On a trouvé toutes les représentations irréductibles. Les classes de conjugaisons
sont elles aussi au nombre de m + 3. On trouve d’abord la classe de l’idéntité. Le centre de Dn

est {1, rm}. On obtient donc une autre classe de cardinal 1. C’est {rm}. Pour tout k entre 1 et
m − 1 on trouve la classe de conjugaison {rk, r−k}. Le conjugué de rks par r` est rk−2`s. Il y a
donc deux classes de réflexions : la classe de s et celle de rs. On a bien trouvé m + 3 classes.

Dans le cas m = 3 on obtient la table des caractères suivante.

1 r3 r, r−1 r2, r−2 s rs

ψu 1 1 1 1 1 1
ψr 1 −1 −1 1 1 −1
ψs 1 1 1 1 −1 −1
ψrs 1 −1 −1 1 −1 1
χ1 2 2 cos(6π/6) = −2 2 cos(2π/6) = 1 2 cos(4π/6) = −1 0 0
χ2 2 2 cos(12π/6) = 2 2 cos(4π/6) = −1 2 cos(8π/6) = −1 0 0
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Exercice 3 : Soit G un groupe fini et C une classe de conjugaison. Soit

D = {s−1∣s ∈ C}.

1. Montrer que D est une classe de conjugaison.

D’abord D est non-vide car C est non-vide. Soit t un élément de D. Alors t = s−1 pour un
certain s dans C. Montrons que D est la classe de conjugaison de t.

D’une part si t′ est dans D alors t′ = (s′)−1 pour un certain s′ dans C. Donc s′ = u−1su et
t′ = u−1s−1u = u−1tu est bien un conjugué de t.

Réciproquement, si t′ est conjugué de t alors t′ = u−1tu donc t′ = u−1s−1u = (u−1su)−1 est
bien l’inverse d’un élément de C. Donc t′ est dans D.

2. Soit χ un caractère de G. Exprimez χ(D) en fonction de χ(C).

Soit s un élément de C. On a χ(D) = χ(s−1) = χ(s) = χ(C).

Exercice 4 : Soit G un groupe fini. Soit u ∶ G → GL1(C) = C∗ la représentation unité. Soit E
un C-espace vectoriel de dimension finie et soit ρ ∶ G → GL(E) un représentation complexe de
G. Soit χ le caractère associé à ρ. Soit E = ⊕µ∈Irr(G)Eµ la décomposition canonique de E. On
note Eu la composante associée à u dans cette décomposition. On note eu(ρ) la multiplicité de
u dans ρ.

1. Montrez que Eu est un C-espace vectoriel de dimension eu(ρ).

Pour tout µ la dimension de Eµ est le produit du degré nµ de µ par la multiplicité eµ(ρ). Dans
le cas de la représentation unité on trouve nu = 1 donc la dimension de Eu est eu(ρ).

2. Montrez que #G.eu(ρ) = ∑s∈G χ(s).

La multiplicité eu(ρ) est le produit scalaire

(χu, χ) =
1

#G ∑s∈G
χu(s)χ(s) =

1
#G ∑s∈G

χ(s).

Exercice 5 : Soit G un groupe fini. Soit X un ensemble fini. On suppose que G agit sur X .
Soit E un C-espace vectoriel de dimension #X et de base (ex)x∈X . Soit ρ ∶ G → End(E) la
représentation linéaire définie par ρs(ex) = es.x. C’est la représentation de permutation associée
à l’action de G sur X . Soit χ le caractère associé à ρ. Soit E = ⊕µ∈Irr(G)Eµ la décomposition
canonique de E. On note Eu la composante associée à u dans cette décomposition. On note
eu(ρ) la multiplicité de u dans ρ.

1. Montrez que Eu est l’ensemble des ∑x∈X αxex où (αx)x∈X ∈ CX et αx = αg.x pour tout
x ∈X et tout g ∈ G.
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L’espace Eu est le sous-espace EG ⊂ E des vecteurs invariants par G. Tout élément v de E
s’écrit v = ∑x∈X αxex pour un (αx)x∈X ∈ CX . Et v est invariant par G si et seulement si pour tout
s dans G on a

v = s.v = ∑
x∈X

αxs.ex = ∑
x∈X

αxesx = ∑
x∈X

αs−1.xex

ce qui revient à demander que αs.x = αx pour tout x ∈X et tout s ∈ G.

2. Montrez que la dimension deEu est le nombre d’orbites dansX pour l’action deG. Donnez
une base de Eu.

Soit Orb(X) l’ensemble des orbites deX sous l’action deG. Pour chaque orbiteO ∈ Orb(X)
on pose O = ∑x∈O ex. Les (O)O∈Orb(X) sont linéairement indépendants car ce sont des combi-
naisons linéaires deux-à-deux disjointes des vecteurs de bases. On a vu à la précédente question
qu’un vecteur v de E est dans Eu et et seulement s’il est combinaison linéaire des (O)O∈Orb(X).
Donc les (O)O∈Orb(X) forment une base de Eu et la dimension de Eu est le nombre d’orbites.

3. Montrez que le nombre d’orbites dans X pour l’action de G est ∑s∈G χ(s)#G .

Le nombre d’orbites est la dimension de Eu c’est-à-dire la multiplicité eu(ρ) dans la représen-
tation par permutation ρ. On a calculé cette multiplicité à l’exercice précédent.

4. Pour tout s ∈ G on note Xs = {x ∈ X ∣s.x = x} l’ensemble des éléments de X fixés par s.
Montrer la formule de Burnside

# Orb(X) = ∑s∈G #Xs

#G .

Exercice 6 : Le nombre
√√

2 − 1 +
√

3 est il un entier algébrique ?

Exercice 7 : Soit n ⩾ 2 un entier. Soit Cn le groupe cyclique d’ordre n.
1. Quel est le centre de l’algèbre C[Cn] ?
2. Calculez les coefficients de structure du centre de l’algèbre C[Cn].

Exercice 8 : Soit n ⩾ 3 un entier impair. Soit Dn le groupe diédral d’ordre 2n. Calculez les
coefficients de structure du centre de l’algèbre C[Dn].

On pose n = 2m + 1 avec m ⩾ 1.
Les classes de conjugaisons deDn sont {1}, {s, sr, sr2, . . . , sr2m} et {rk, r−k} pour 1 ⩽ k ⩽m.

On définit les éléments correspondants dans C[Dn] soit I = 1,

S = s + sr + sr2 + ⋅ ⋅ ⋅ + sr2m

et
Rk = rk + r−k

pour 1 ⩽ k ⩽m.
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Il s’agit de calculer la table de multiplication dans cette base. Pour tout entier relatif k non
divisible par 2m + 1 on note k l’unique entier congru à ±k dans l’intervale [1,m].

On vérifie que

RkRl = Rk+l +Rk−l

si k /= l. Et R2
k = R2k + 2I .

De plus S.Rk = 2S et

S2 = (2m + 1)(I +R1 +R2 + ⋅ ⋅ ⋅ +Rm).

Exercice 9 : Soit G un groupe fini. Exprimez les coefficients de structure du centre de C[G] en
fonction de la table des caractères de G.

Soient C, D et E trois classes de conjugaison dans G. Le coefficient de structure αEC,D est le
coefficients de E dans le produit C.D. On utilise la transformée de Fourier F . L’image de C par
F est (uρ)ρ∈Irr(G) où uρ ∈ End(Eρ) est une homothétie de rapport

Tr(uρ)/nρ = #C.χρ(C)/nρ.

L’image de D par F est (vρ)ρ∈Irr(G) où vρ ∈ End(Eρ) est une homothétie de rapport

Tr(vρ)/nρ = #D.χρ(D)/nρ.

L’image du produit C.D est donc (wρ)ρ∈Irr(G) où wρ ∈ End(Eρ) est une homothétie de rapport

#C.#D.χρ(C).χρ(D)/n2
ρ.

Soit e un élément deE ⊂ G. Le coefficient αEC,D est le coefficient de e dansC.D = F−1((wρ)ρ∈Irr(G)).
D’après le théorème 13 ce coefficient est

T(F(e−1), (wρ)ρ∈Irr(G)) = 1
#G ∑

ρ∈Irr(G)
nρ Tr(ρ(e−1)wρ)

= 1
#G ∑

ρ∈Irr(G)

#C.#D.χρ(C).χρ(D)
nρ

Tr(ρ(e−1))

= 1
#G ∑

ρ∈Irr(G)

#C.#D.χρ(C).χρ(D)
nρ

χρ(e−1)

= #C.#D
#G ∑

ρ∈Irr(G)

χρ(C).χρ(D).χρ(E)
nρ

.
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Exercice 10 : Soit G un groupe fini. Pour u = ∑s∈G uss et v = ∑s∈G vss deux éléments de C[G]
on pose

< u, v >= ∑
s∈G

us−1vs.

1. Montrer que l’application de C[G] × C[G] dans C qui à (u, v) associe < u, v > est C-
bilinéaire.

2. Montrer que pour s et t dans G on a

< s, t >= T(F(s),F(t)).

3. Montrer que pour u et v dans C[G] on a

< u, v >= T(F(u),F(v)).

On dira que la transformée de Fourier est compatible avec les formes bilinéaires <,> et T(, ).

Exercice 11 : Soit n ⩾ 3 un entier impair. Soit Dn le groupe diédral d’ordre 2n. On définit une
action de Dn sur Z/nZ en posant rx = x + 1 et sx = −x pour tout x dans Z/nZ. On appelle ρ la
représentation par permutation associée à cette action.

1. Rappelez la définition de ρ.
2. Calculez le caractère de ρ.

Le caractère χ de ρ compte les points fixes. Pour tout s dans Dn la valeur χ(s) est le nombre
de points de Z/nZ fixés par s.

Donc χ(1) = n et χ(rk) = 0 si k n’est pas un multiple de n. Et χ(srk) = 1.

3. Quelle est la décomposition en somme de représentations irréductibles de ρ ?

On reprend les notations de la section 2.7. On pose en particulier n = 2m + 1.
La multiplicité de la représentation unité ψ0 est le produit scalaire

(ψ0, χ) =
1.n + (n − 1).1.0 + n.1.1

2n = 1.

La multiplicité de la représentation signature ψ1 est le produit scalaire

(ψ1, χ) =
1.n + (n − 1).1.0 − n.1.1

2n = 0.

Soit h un entier entre 1 et m. La multiplicité de la représentation ρh est le produit scalaire

(χh, χ) =
2.n +∑1⩽k⩽m 2 × 2 cos(2πhk/n).0 − n.0.1

2n = 1.

Donc ρ ≃ χ0 ⊕1⩽h⩽m ρh.
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