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Présentation

Le coeur de I’algébre commutative est la notion d’anneau (commutatif unitaire)
qui est la structure algébrique correspondant aux concepts collégiens d’addition,
de soustraction et de multiplication. Par 13, elle a deux grands champs d’applica-
tion :

— l'arithmétique, via diverses notions comme la divisibilité, les idéaux, les
nombres premiers, la réduction modulo un nombre premier, etc.;

— la géométrie (algébrique) qui étudie les parties de C" définies par des équa-
tions polynomiales.

Cependant, elle permet aussi de réinterpréter des structures précédemment
étudiées au cours du cursus universitaire. Par exemple, la théorie des modules sur
un anneau principal fournit a la fois

— un théoreme de structure pour les groupes abéliens finis a savoir que pour
tout groupe abélien fini G, il existe une unique suite d’entiers (dy,...,d,) tels que
dy divise dg...qui divise d, tel que G = (Z/d1Z) & --- & (Z/d,Z).

— une condition nécessaire et suffisante calculable pour savoir si deux matrices
de M, (R) sont semblables.

Ce cours est constitué d’une quinzaine de chapitres. Chaque chapitre sauf le
premier contient

— des énoncés (propositions, théorémes) ;

— leur démonstration ;

— des exercices dans le corps du texte dont la solution n’est pas donnée : elle se
trouve d’une facon ou d’une autre dans I’énoncé ou dans la démonstration d’un
résultat du cours. L’étudiant ayant appris convenablement le cours est censé étre
en mesure de les résoudre sans effort notable ;

— un paragraphe d’exercices (entre 5 et 10), et leur solution au paragraphe sui-
vant. Ces exercices constituent les feuilles de TD et doivent étre cherchés. D’abord
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sans I’aide de la correction pendant un temps raisonnable (ne pas déclarer forfait

avant au moins une heure), puis avec la correction

Les énoncés et leurs démonstrations doivent étre sus, les exercices assimilés.

Plan provisoire

9.

PN O 0N

Définitions ;

Anneaux, idéaux ;

Anneaux quotients, localisation ;

Idéaux premiers, maximaux. Le théoréme des zéros de Hilbert;
Anneaux principaux, anneaux factoriels. Le théoreme de Bézout;
Modules. Modules quotients, localisation ;

Produit tensoriel ;

Algebre homologique ;

Modules de type fini. Anneaux noethériens;

10. Modules de type fini sur un anneau principal ;

11. Eléments entiers, algébriques. Degré de transcendance ;

12. Modules simples, longueur. Anneaux et modules artiniens ;

13. Algebres de type fini sur un corps.



Déhinitions

Dans ce chapitre, nous regroupons la plupart des définitions importantes. Il est impor-
tant de les apprendre tout de suite, méme si certaines structures ne seront pas étudiées
avant plusieurs chapitres. Les manier des le début du cours fournit cependant un
langage commode a Ualgébriste et permet d’aborder des exemples plus intéressants.

1.1. Groupe

Un groupe est un ensemble G muni d’une opération interne (g,g’) — g g’
vérifiant les propriétés suivantes :

— il existe un €élément ¢ € G tel que pour tout g € G, exg = gxe = g (existence
d’un élément neutre) ;

— pour tout g € G, il existe g’ € G tel que g* g’ = g’ * g = ¢ (existence d’'un
inverse) ;

— pour tous g, g, g’ dans G,ona gx (g’ xg") = (g* g') x g" (associativité).

De nombreuses autres notations existent pour la loi interne : outre *, citons -,
X, 4, ®, %, ., etc. Quand il ne peut pas y avoir de confusion, il est souvent courant
de ne pas mettre de symbole et de noter tout simplement gg’ le produit de deux
éléments g et g’ d’un groupe G. Surtout quand la loi est noté -, I'inverse d’un
élément g est noté g~ 1.

L’élément neutre peut aussi étre noté ¢ (s’il y a plusieurs groupes), 1, ou 1g,
ou 0 (ou Og) silaloi est notée +.

Comme exemples de groupes, citons le groupe &, des permutations de I’ensemble
{1,...,n} (laloi est la composition), le groupe Z des entiers relatifs (pour 'addi-
tion), ’ensemble des réels non nuls (pour la multiplication), tout espace vectoriel
(pour I’addition), I’ensemble des matrices n x n inversibles (pour la multiplica-
tion), ’ensemble des matrices n x n orthogonales (encore pour la multiplication).
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Si G et H sont deux groupes, un homomorphisme de groupes f : G — H est une
application f telle que f(gg') = f(g)f(g’') pour tous g et ¢’ dans G.Si /: G — H
est un homomorphisme, on a f(eg) = ey et pour tout g € G, f(g™!) = f(g)~'.

1.2. Groupes abéliens

On dit qu'un groupe G est abélien si sa loi est commutative, c’est-a-dire si pour
tous g et ¢ € G,on a gx* g = g x g. Dans ce cas, on note souvent la loi +, —g
I'inverse d’un élément g et 0 ou Og I’élément neutre ; on 'appelle addition.

1.3. Anneaux

Un anneau est un groupe abélien A noté additivement muni d’'une opération
de multiplication (a,b) — ab et d’'un élément 1 tel que pour tous a, b, ¢ dans A,
on ait

— associativité : a(bc) = (ab)c;
commutativité : ab = ba ;

élément neutre : la = a;
distributivité : a(b + ¢) = ab + ac.

Les anneaux ainsi définis sont commutatifs et unitaires. On rencontre aussi des
anneaux non commutatifs dans lequel la relation de commutativité n’est pas im-
posée; il faut alors renforcer la propriété de I’élément neutre en imposant a 1
d’étre un élément neutre a la fois a droite et a gauche : la = al = a, ainsi que la
propriété de distributivité en rajoutant I’axiome (a + b)c = ac + bc. Toutefois, sauf
précision supplémentaire, les anneaux seront toujours supposés commutatifs.

Comme exemples d’anneaux, citons I'anneau Z des entiers relatifs, mais aussi
les corps Q des nombres rationnels, R des nombres réels, etc. Citons aussi I’an-
neau R[X] des polynomes en une indéterminée a coefficients réels et les anneaux
C*(I,R) des fonctions k-fois continiiment dérivables d’un intervalle I de R a va-
leurs dans R. Dans ce dernier cas, le fait que la loi soit bien définie revient a
I’énoncé bien connu selon lequel la somme et le produit de fonctions k-fois conti-
nament dérivables le sont aussi. Un exemple d’anneau non commutatif est fourni
par I’ensemble des matrices n x n a coefficients dans un anneau A quelconque,
par exemple M, (R).

Soit ¢ un élément d’'un anneau A. S’il existe b € A tel que ab = 1, on dit que a
est inversible. I’ ensemble des éléments inversibles de A forme un groupe pour la
multiplication, d’élément neutre 1.

Si A et B sont deux anneaux, un homomorphisme d’anneaux de A dans B est
une application f: A — B telle que I’on ait pour tous a et @’ € A,
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= J(04) = 0a, f(1a) = 1B;
- fla+d)=f(a) + f(d);
- [(ad') = [(a) f(d).

1.4. Corps

Un corps est un anneau non nul dans lequel tout élément non nul est inversible.

Les corps que 'on rencontre le plus fréquemment sont les nombres rationnels
Q, les nombres réels R et les nombres complexes C. Citons aussi les corps des
fractions rationnelles a coefficients réels ou complexes, R(X) et C(X).

1.5. Espaces vectoriels

Un espace vectoriel sur un corps k (dit aussi k-espace vectoriel) est un groupe
abélien V, noté additivement, muni d’une loi £ x V — V, produit externe, noté
multiplicativement, vérifiant les proprié€tés suivantes : pour tous a et b dans k et
pour tous v et w dans V, on a

- lv=uv;

— associativité : (ab)v = a(bv) ;

— distributivité : (a 4 b)v = av + bv et a(v + w) = av + aw.

1.6. Algebres

Soit k un anneau. Une k-algébre est un anneau A muni d’'un homomorphisme
d’anneaux k£ — A. Cet homomorphisme n’est pas forcément injectif; lorsqu’il
I’est, on peut identifier k a son image f(k) par f, qui est un sous-anneau de A.

Donnons quelques exemples : C est une R-algebre (le morphisme R — C est
I'inclusion évidente) ; I’anneau des polynomes R[X] en une variable est aussi une
R-algebre.

1.7. Polyndomes

Soit k£ un anneau et n un entier naturel, n > 1. L’anneau des polynomes en n
indéterminées (ou variables) k[Xj,...,X,] est défini de la facon suivante. Un
monome est une expression de la forme

my Mmy
XX
ou A € k et my,...,m, sont des entiers > 0. Un polynéme est une somme d’un

nombre fini de monomes. L’addition et la multiplication s’effectuent « comme on
I'imagine ».



4 CHAPITRE 1. DEFINITIONS

Si 'on ne veut pas se contenter de cette définition imprécise, on peut consi-
dérer I'’ensemble kN") des familles presque nulles d’éléments de k indexées par
I’ensemble N" des n-uplets d’entiers positifs ou nuls. Sur cet ensemble, on définit
deux lois + et - comme suit. Soit A = (Am)ment €t X' = (X )men» deux éléments
de kN), on pose

A+ X = O+ Xy men
et
AN =, pm= > )lix\g,.

ii'eN”

i+i=m
Il faut vérifier que ces formules ont un sens, c’est-a-dire que toutes les sommes
sont finies. On définit aussi 0 la famille identiquement nulle, 1 la famille telle
que 1y, = 0 pour m # 0 et 19 = 1. On définit aussi, si ¢ € {1,...,n}, X; comme
la famille identiquement nulle excepté pour l'indice (0,...,1,...,0),le 1 étant
en position 7, ou la valeur est 1. On peut vérifier que cette construction définit
un anneau, noté k[Xy,...,X,], et méme une k-algebre, via ’homomorphisme k —
k[X1,...,X,] tel que A — Al.

1.8. Modules

Si A est un anneau, un A-module est un groupe abélien M muni d’une loi ex-
terne AxM — M qui vérifie exactement les mémes axiomes que ceux d’un espace
vectoriel : pour tous m et m' dans M et pour tous a et b dans A, on a

- Im=m;

— associativité : (ab)m = a(bm) ;

— distributivité : (a + b)ym = am + bm et a(m +m') = am + am’.

Un homomorphisme de A-modules f : M — N est une application telle que
pour tous m et m’ dans M et pour tous a € A, on ait :

= J(m+m) = f(m) + f(m');

— flam) = af(m).
(C’est 'analogue pour les modules des applications linéaires entre espaces vecto-
riels.)

1.9. Catégories

Lorsqu’on manipule un grand nombre de structures algébriques, le langage des
catégories est utile. Leur introduction rigoureuse nécessite des précautions impor-
tantes en théorie des ensembles que nous passons sous silence ici.

Une catégorie € estla donnée d’une collection ob &, appelée objets de €, et pour
tout couple (A,B) d’objets, d'un ensemble Homg (A, B) dont les éléments sont
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appelés morphismes de A dans B. Si A, B et C sont trois objets de €, on dispose
d’une application de composition des morphismes

Homg (B, C) x Homg (A, B) — Homg (A, C), (f,g) — fog.

Si A est un objet de €, on suppose aussi donné un morphisme identité Ids €
Homg (A, A). On demande enfin que soient vérifiés les axiomes :

— pour tout f € Homg(A,B), folda =Idgof = f;
— pour tous f € Homg(C,D), ¢ € Homg(B,C), h € Homg(A,B), on a
fo(goh)=(fog)oh (associativité de la composition).

On note aussi f: A — B aulieude f € Homg (A, B).

Les structures introduites plus haut donnent lieu a des catégories : les catégories
&1 des groupes, AbGr des groupes abéliens, Ann des anneaux, Corps des corps,
Cv), des k-espaces vectoriels, 2lg, des k-algébres, Wtod; des k-modules.

1.10. Foncteurs
Si € et ¢ sont deux catégories, un foncteur F : € — ¢’ est la donnée :

— pour tout objet A € ob (€, d’un objet F(A) € ob¢’;
— pour tout morphisme f € Homg (A,B), d’'un morphisme
F(f) € Homg (F(A), F(B))

de sorte que soient vérifiées les propriétés suivantes :

F(Idy) = Idpa) et F(f) oF(g) =F(fog).

Un tel foncteur est aussi appelé foncteur covariant. 11 existe aussi des foncteurs
contravariants qui changent le sens des fleches : si f : A — B, F(f) est un mor-
phisme F(B) — F(A) et F(fog) =F(g) oF(f).

Les foncteurs suivants sont appelés foncteurs d’oubli car ils consistent a oublier
une partie de la structure d’un objet algébrique. Ils envoient un objet sur le méme
objet de la structure plus pauvre, un morphisme sur le méme morphisme.

- ADBGr — Gr : un groupe abélien est un groupe;

- ALGr — ALBGr, Cv, — ALGr : un anneau, un espace vectoriel sont des
groupes abéliens ;

- Corps — Ann, Alg, — Ann : un corps, une k-algébre sont aussi des an-
neaux.

Il existe aussi des foncteurs plus subtils, comme le foncteur Amn — ALGr qui
associe a un anneau A le groupe multiplicatif A* des éléments inversibles de A.
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1.11. Relations d’ordre

Une relation d’ordre sur un ensemble X est une relation < vérifiant les axiomes

- XS x5

—six<yety<z,alors x < z;

—six <yety<x,alors x =y.

Si < est une relation d’ordre, on définit la relation > comme x < y si et seulement
sty > x.

Comme exemples, citons la relation d’ordre usuelle sur les réels et la divisibilité
sur les entiers naturels non nuls. Citons aussi la relation d’inclusion sur les parties
d’un ensemble.

Un ordre < sur X est dit fotal si pour tout couple (x,y) d’éléments de X, ou
bien x <y, ou bien y < x.

Dans un ensemble ordonné (X, <), un élément maximal est un élément x tel
qu’il n’existe pas de y € X, y # «x vérifiant y > x. Un plus grand élément est un
élément x tel que pour tout y € X, y < x. Attention, lorsque la relation d’ordre
n’est pas totale, ces deux notions sont distinctes.

On utilisera a plusieurs reprises le lemme de Zorn. C’est un résultat de logique,
équivalent a I’axiome du choix, dont I'intérét est d’impliquer I’existence de nom-
breux objets intéressants en mathématiques : bases et supplémentaires en théorie
des espaces vectoriels, cloture algébrique d’un corps, idéaux maximaux d’un an-
neau, le théoreme de Hahn-Banach en analyse fonctionnelle, etc. Il implique
aussi ’existence de nombreux objets pathologiques tels des ensembles non mesu-
rables ou — c’est le paradoxe de Banach—Tarski — deux partitions de la sphere
S? ¢ R? de la forme S? Uier X; = Uier(Y; U Z;) tel que pour tout ¢, X;, Y; et Z;
soient images I’'un de ’autre par un déplacement. C’est pourquoi certains mathé-
maticiens le rejettent.

LEMME 1.11.1 (Zorn). — Soit (X, <) un ensemble ordonné vérifiant la propriété sui-
vante : toute partie de X totalement ordonnée admet un majorant dans X (on dit que X est
inductif). Alors, X admet un élément maximal.



2 Anneaux, idéaux, algebres

Ce chapitre introduit les notions d’anneaux et d’idéaux. Ces deux notions formalisent
les méthodes de calcul bien connues avec les nombres entiers : on dispose d’une addi-
tion, d’une multiplication, de deux symboles O et 1 et des regles de calcul usuelles.

2.1. Premieres propriétés

DEFINITION 2.1.1. — On appelle anneau un groupe abélien A noté additivement muni
d’une loi de multiplication A x A — A, (a,b) — ab vérifiant les propriétés suivantes :

— il existe un élément 1 € A tel que pour tout a € A, la = a (élément neutre pour la
multiplication) ;

— pour tous a et b dans A, ab = ba (commutativité);

— pour tous a, b et ¢ dans A, a(b+ c) = ab + ac (distributivité).

Les axiomes ci-dessous permettent un calcul analogue a celui dont on a I’habi-
tude dans les entiers. Si a est un élément d'un anneau A etsi n est un entier positif
ou nul, on définit " par récurrence en posant A =let,sin>1,d = a(a"_l).

On peut déduire de ces axiomes des propriétés familieres.

Exercice 2.1.2. — a) Démontrer que pour tout a € A, Oa = 0 (on dit que 0 est
absorbant pour la multiplication).

b) Si e € A est un élément tel que pour tout a € A, ea = a, alors e = 1 (unicité
de I'élément neutre pour la multiplication).

¢) Pourtouta € A,ona (—1)a = —a.

d) Si 1 =0 dans A, alors A = {0}. On dit que A est I’anneau nul.

e) Pour tout a € A et pour tous entiers m, n > 0, on a a"*" = a™a".

f) La formule du binome est valide :sia et b€ Aetn>0,ona

@+b)"=3 (Z) .

k=0
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Certains éléments d’'un anneau ont des propriétés particuliéres intéressantes
par rapport a la multiplication, ce qui justifie quelques définitions.

DEFINITION 2.1.8. — Soit A un anneau et soit a un élément de A.

On dit que a est inversible, ou que a est une unité de A, s’il existe b € A tel que
ab=1. Un tel b est nécessairement unique, c’est l'inverse de a ; on le note souvent al.

On dit que a est diviseur de zéro sl existe b € A, b # 0 tel que ab = 0. On dit que a
est simplifiable sl n’est pas diviseur de zéro, c’est-a-dire si la relation ab = 0 abec b € A
impliqgue b = 0.

On dit enfin que a est nilpotent s’il existe n > 1 tel que a" = 0.

PROPOSITION 2.1.4. — L'ensemble des éléments inversibles d’un anneau A est un groupe
pour la multiplication. On le note A* ; c’est le groupe des unités de A.

Démonstration. — Soit a et b deux éléments de A, d’inverses a~! et L. Alors,
(ab) (a='b~1) = (aa=1)(bb~1) = 1, si bien que ab est inversible d’inverse a~ 151,
La multiplication de A définit ainsi une loi interne sur A*. De plus, 1 estinversible
et est un élément neutre pour cette loi. Enfin, si @« € AX, son inverse pour cette
loi n’est autre que a~!. Ainsi, A est un groupe pour la multiplication. [

Exercice 2.1.5. — Soit A un anneau.

a) Soit x € A un élément nilpotent. Si n > 0 est tel que x"*! = 0, calculer
(14+x)(1 —x+x*>— .- 4 (=1)"x"). En déduire que 1 + x est inversible dans A.

b) Soit x € A un élément inversible et y € A un élément nilpotent, montrer
que x + y est inversible.

c) Si x et y sont deux éléments nilpotents de A, montrer que x-+y est nilpotent.

m—+1

(Si n et m sont deux entiers tels que x"t1 =y = 0, on utilisera la formule du

binéme pour calculer (x + y)"*"+1))
Encore un peu de terminologie :

DEFINITION 2.1.6. — Soit A un anneau non nul.

On dit que A est integre s’il n’a pas de diviseur de zéro autre que 0 (autrement dit, si
tout élémément non nul est simplifiable).

On dit que A est réduit si 0 est le seul élément nilpotent de A.

On dit que A est un corps si tout élément non nul de A est inversible.

En particulier, l'anneau nul n’est ni integre ni réduit.
Exercice 2.1.7. — Soit A un anneau fini intégre. Alors, A est un corps.

Solution. — Soit a un élément non nul de A. On doit prouver que «a est inversible
dans A. Soit ¢p: A — A T'application telle que ¢(b) = ab. Alors, ¢ est injective : si
p(b) = ('), on a ab = ab’, donc a(b — V') = 0. Comme A est intégre et a # 0,
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b— b = 0. Par suite, le cardinal de ¢(A) est égal au cardinal de A. Comme ¢(A)
est une partie de A, p(A) = A. Ainsi, ¢ est surjectif et il existe b € A tel que
ab=1. O

Exemple 2.1.8. — Soit A un anneau integre. L’anneau A[X] des polynomes en
une indéterminée a coefficients dans A est integre.

Avant de démontrer ce fait, rappelons que I'on dispose d’une fonction degré

n
sur 'anneau A[X] : un polynéme non nul P € A[X] peut s’écrire Y @, X* avec
k=0
a, # 0 pour un unique entier n > 0; on pose alors degP = n. Par convention,

on pose deg(0) = —oo. De plus, si P et Q sont des polynomes de A[X], on a
deg(P 4+ Q) < max(degP,degQ) et deg(PQ) < degP + degQ (ces formules
sont vraies méme si P, Q, P+ Q ou PQ est nul, avec les conventions naturelles
max(—o00,x) = —00 et —00 + ¥ = —o0 pour tout x € NU {—o0}).

Démonstration. — Si P et Q sont deux polynéomes non nuls, on veut prouver que
PQ # 0. On peut écrire

degP degQ
P= Y X' et Q= Y pxt
k=0 k=0

avec ddegp # 0 €t baegg # 0. Alors,

degP+degQ [ min(degP,k) L
PQ: Z 2 ambk_m X",

En particulier, le terme de degré degP + degQ a pour coefficient adegpbdeg( -
Comme A est integre, ce coefficient est non nul et PQ # 0. [

Le raisonnement ci-dessus montre donc que si P et Q sont deux polynomes a
coefficients dans un anneau integre, deg(PQ) = degP + degQ. La notion de
degré d’un polynome intervient aussi dans le théoreme de division euclidienne :

THEOREME 2.1.9. — Soit A un anneaw et soit P et Q deux polynomes de A[X]. On
suppose que Q # O et que le coefficient du terme de plus haut degré de Q est inversible'!) .
Alors, il existe un unique couple de polynomes (R,S) dans A[X] vérifiant les propriétés

- P=RQ+S;

— degS <degQ.

Démonstration. — On commence par I'unicité. Si P = RQ + S = R’ Q-+ S’ alors
Q(R' —R) = §' — S est de degré au plus max(degS,degS’) < deg Q. Supposons
R # R/, c’est-a-dire R’ — R # 0. Alors, si uX€BQ et ¢X™ sont les termes de plus
haut degré dans Q et R’ — R respectivement, le terme de plus haut degré dans

()Rappelons a ce propos qu’un polynéme dont le coefficient dominant est égal a 1 est dit unitaire.
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Q(R’ — R) est donné par auX"+t4¢8Q Comme u est inversible et a # 0, au # 0.
Ainsi, Q(R’—R) est de degré m+deg Q > deg Q. Cette contradiction montre que
R=R,puisS=P-RQ=P-RQ=F5".

Montrons maintenant I’existence du couple (R,S) comme dans le théoréeme.
Notons toujours uX82 le terme de plus haut degré de Q. On raisonne par récur-
rence sur le degré de P. Si degP < degQ, il suffit de poser R =0 et S = P. Sinon,
soit aX98¥ le terme de plus haut degré de P. Alors, P’ = P — qu~1Xde8P-degQy
est un polynome de degré au plus deg P mais dont le coefficient du terme de de-
gré degP est égal 4 a — au™'u = 0. Ainsi, deg P’ < degP. Par récurrence, il existe
deux polynomes R’ et S’ dans A[X] tels que

P=RQ+S et degS <degQ.
Alors, on a
P= P/ + au—lxdegP—degQQ: (Rl + au—IXdegP—degQ)Q+ S/.

1l suffit maintenant de poser R = R + au~1X48P=de8Q et §' — S, Le théoréme est
donc démontré. [

L’exercice suivant munit le produit de deux anneaux d’une structure d’anneau
et en étudie quelques propriétés. Un sous-anneau B d’un anneau A est un sous-
groupe de A pour I'addition qui contient 1 et est stable par la multiplication.

Exercice 2.1.10 (Anneau produit). — 1) Soit A et B deux anneaux. On munit le
groupe abélien A x B d’une loi interne en définissant pour a et ' € A, b et
vV eB, (a,b)-(d,V) = (ad,bl).

a) Montrer que cette loi confére a A x B une structure d’anneau. Quel est
I’élément neutre pour la multiplication ?

b) L’anneau A et B est-il integre ? Quels sont ses éléments nilpotents ?

c) Montrer que les éléments ¢ = (1,0) et f = (0,1) de A x B vérifient ¢* = ¢
et f2 = f. On dit que ce sont des idempotents.

2) Soit A un anneau et ¢ € A un idempotent.

a) Montrer que 1 — e est un idempotent de A.

b) Montrer que ¢A = {ea; a € A} est un sous-anneau de A.

c) Montrer que A ~ eA x (1 —¢)A.(%)

2.2. Idéaux

DEFINITION 2.2.1. — On appelle idéal d’un anneau A tout sous-groupe 1 C A tel que
pour tout a € A et tout b €1, ab € 1.

(2)Le symbole = signifie « isomorphe ». Cette notion d’isomorphisme est définie un peu plus loin.
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Autrement dit, un idéal d’un anneau A est un sous-A-module de A (vu comme
A-module sur lui-méme). Remarquons aussi que 0 et A sont des idéaux de A.
Une autre conséquence de la définition est que pour toute famille presque nulle
(as)ses d’éléments d’un idéal I, la somme »] ag est encore un élément de 1.

S

Comme —1 est un élément de A, pour prouver qu’une partie I de A est un
idéal, il suffit d’établir les faits suivants :

-0€el;
—siacletbel,a+bel;
—siacAetbel, abel.

Exemple 2.2.2. — Si A est un anneau et x € A, ’ensemble (x) = {ax; a € A} est
un idéal de A. Un tel idéal est dit principal.

Exemple 2.2.3. — Si K est un corps, les seuls idéaux de K sont (0) et K. En effet, soit I
un idéal de K distinct de 0 et soit ¢ un élément non nul de I. Soit b un élément

de K. Comme a # 0, on peut considérer I’élément o/a de K et par définition
d’un idéal (6/a)a € I.Onadoncbel,doul=K.

DEFINITION 2.2.4. — On dit que deux éléments a et b d’un anneau A sont associ€s s’il
existe un élément inversible u € A* tel que a = bu.

La relation « étre associé » est une relation d’équivalence.

Exercice 2.2.5. — Soit A un anneau et soit ¢, b deux éléments de A. S’ils sont
associés, montrer que les idéaux (a) et (b) sont égaux. Réciproquement, si A est
integre et si (a) = (b), montrer que a et b sont associés.

Exemple 2.2.6. — Si I est un idéal de Z, il existe un unique entier n > 0 tel que
I=(n).
Démonstration. — Si I = (0), n = 0 convient.

Supposons maintenant I £ (0). Si I = (n), on constate que les éléments stricte-
ment positifs de I sont {n;2n;3n;...} et que n est le plus petit d’entre eux — ce
qui montre I'unicité d’un éventuel entier n comme dans I’énoncé.

Notons donc n le plus petit élément de I N N*. Comme n € I, an € I pour
tout a € Z et (n) C I. Réciproquement, soit a est un élément de I. La division
euclidienne de a par n s’écrita=qn+r,avec € Zet 0 <r <n—1. Comme a € I
et comme gn € I, r = a — qn appartient a I. Comme n est le plus petit élément
strictement positif de I et comme r < n, on a nécessairement r = 0. Par suite,
a=qnée (n) etl C (n). Ainsi, I = (n). [l

On dispose d’un certain nombre d’opérations intéressantes sur les idéaux.
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2.2.7. Intersection. — Si 1 et ] sont deux idéaux de A, ’ensemble I N ] est encore
un idéal de A. Plus généralement, I’ intersection d’une famille (non vide) d’idéaux
de A est encore un idéal de A.

Démonstration. — Soit (I;); une famille d’idéaux de A et posons I = (1. L’inter-

section d’une famille de sous-groupes est encore un sous-groupe, d(;nc I est un
sous-groupe de A. Soit maintenant x € I et ¢ € A arbitraires et montrons que
ax € 1. Pour tout s, x € I; et I; étant un idéal, on a donc ax € I;. Par suite, ax
appartient a tous les Iy donc ax € I. [

2.2.8. Idéal engendré par une partie. — Si S est une partie de A, il existe un plus
petitidéal de A contenant S, noté (S) et appelé idéal engendré par S. Cela signifie
que (S) est un idéal contenant S et que si I est un idéal contenant S, alors I
contient déja (S). En effet, il suffit de poser

=1
ScIcA
ou I parcourt I'’ensemble (non vide) des idéaux de A contenant S. Cet ensemble
est effectivement non vide car A est un idéal de A contenant S. De plus, (S) est
I’ensemble des combinaisons linéaires presque nulle )] a;s.
seS
Démonstration. — Notons Is I’ensemble des idéaux de A qui contiennent S. Si (a;)

est une famille presque nulle d’éléments de A, )] a,s est un élement de tout idéal
seS
de A contenant S, donc de (S), si bien que (S) contient Ig.

Réciproquement, montrons que Ig est un idéal de A. Il contient 0 = 3} Os ; si
seS
> ags et Y bys sont des éléments de Ig, la famille (a;+0b;) s est une famille presque

nulle d’éléments de A et > (as; + b5)s € Is; enfin, si a € A etsi x = > a,s € Is, on
aax = a(dass) = Y (aas)s € Is et Is est bien un idéal de A.

Comme Ig contient S (si¢t € S, t = Y ait avec ¢y = 1 et ag = 0 si s # ¢). Par
seS
suite, (S) est contenu dans Ig, d’ou finalement I’égalité. O

Exercice 2.2.9. — Soit A un anneau.

a) Soit x € A. Montrer que tout idéal I de A contenant x contient aussi (x), de
sorte que (x) estle plus petit idéal de A contenant x.

b) Si x1,...,x, sontdes éléments de A, 'ensemble (x1,...,%,) = {a1x1+- - +ayxy,; a1,...,a, €
A} est le plus petit idéal de A contenant xq, ..., Xy,.

c) Plus généralement, si (x;);c1 est une famille d’éléments de A, I'’ensemble des
combinaisons linéaires )} a;x; ou (a;);e1 est une famille presque nulle d’éléments
de A estle plus petit idéal de A contenant les x;.
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2.2.10. Somme d’idéaux. — Soit I et | deux idéaux de A. L’ensemble des sommes
a+baveca €letbh e ] estunidéal de A, noté I+ J. C’est aussi I'idéal de A
engendré par la partie IU]J. Plus généralement, si (Iy)cs est une famille d’idéaux
de A, I'ensemble des sommes (presque nulles) st, ou pour tout s, a5 € I, est

un idéal de A noté ZI C’est aussi I'idéal de A engendre par la partie UI

Démonstration. — Comme 0 = Z 0 et comme 0 € I pour tout s, 0 € Y I;. Ensuite,
S
sia= st et b = Zb sont deux ¢léments de 215, onaa+b= Z(aJ + b5) o

pour tout s, a5 + by E I;, presque tous les termes de cette somme etant nuls. Donc
a+b e X I. Finalement, si a = >} a; appartienta Iy et b € A, on a ba = > (bay).
§

Pour toust s, ba; € 1, donc ba € ZSIS. Ainsi, > I, est bien un idéal de A.

Pour montrer que c’est l’idéals de A engesndré par la partie |JI;, nous devons
établir deux inclusions. Tout d’abord, si t € Seta € 1;, onaa :s > ag avec a; = 0
sis#teta, =a.Doncace Y I etl’idéal } I contient I;. Par déﬁrslition de I'idéal

§ N
(UIs) (plus petit idéal qui contient la partie | JI), on a ainsi
N

(U1 c %]Is.

Dans I'autre sens, si I est un idéal contenant (I, montrons que I contient ] I;.
N N
Soit alors @ = > a; un élément de Y I;. Tous les termes de cette somme appar-

S S
tiennent a I. Par définition d’un idéal, a appartienta I et I contient )] I;. O
S

2.2.11. Produit d’idéaux. — Soit I et ] deux idéaux de A. L’ensemble des produits
ab avec a € I et b € J n’est pas forcément un idéal de A. L’idéal IJ est par défi-
nition I'idéal engendré par ces produits. C’est ainsi I’ensemble des combinaisons
linéaires finies )] a,b; avec a; € I et b, € J.

PROPOSITION 2.2.12. — Soit A un anneau, soit 1 et | deux idéaux de A. Alors, 1] C
INj.

Si de plus 1 + ] = A, auquel cas on dit que les idéaux 1 et | sont comaximaux, alors
on a égalité : 1] =1N]J.

Démonstration. — Si a € 1 et b € ], ab appartient a I (c’est un multiple de a € I)
et appartient a J (c’est un multiple de b € J). Donc ab € IN]J. Puisque les produits
ab avec a € I et b € J appartiennent a I'idéal I N J, I'idéal IJ qui est engendré par
ces produits est contenu dans 1N J.
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Sil+]=A,ilexiste x € I ety €] telsque x+y = 1. Soitalors a € IN]J. Ecrivons
a=al =a(x+Yy) = ax+ ay.

Comme ¢ € I ety € J, ay € IJ; comme a € J et x € I, ax € 1J. Par suite, leur
somme ax+ay appartienta IJ et a € IJ. Il en résulte que si I et | sont comaximaux,
on a I'NJ CIJ, donc, compte-tenu de 'autre inclusion, INJ = IJ. O

Exercice 2.2.13. — Soit A un anneau, soit I un idéal de A et soit S une partie de
A. On définit le conducteur de S dans I par la formule

J=(:S)={ae€A;pourtoutseS,as €l}.

Montrer que c’est un idéal de A.

2.2.14. (Nil)radical. — Le nilradical d’'un anneau A est I’ensemble de ses éléments
nilpotents. C’est un idéal de A.
Plus généralement, on définit le radical I de A par la formule

\/iz{aeA;ilexistenZ 1, ad" €1}

C’est un idéal de A qui contient I. Par définition méme, le nilradical de A est
donc égal au radical de I'idéal nul.

Démonstration. — Comme 0! =0 ¢ 1,0 e VI.Siae VIetbe VI, choisissons n
etm > 1 tels que a" € I et ™ € 1. Alors, on a d’apres la formule du binome

n+m — ndm (n + m) k n+m—k.
(a+b) ;E‘o L b
Dans cette somme, tous les termes appartiennent a I : c’est vrai de ceux corres-
pondant a k > n puisque d"=a"a" " eta c1;de méme,sik<n,nd+m—k>m
et "tk — prp—k appartient a 1. On a donc (a + b)"t" € 1, dott a 4+ b € V1.
Enfin, si « € VI et b € A, choisissons n > 1 tel que a" € 1. Alors, (ba)" = b"a" € 1
et ba € V. [

Exercice 2.2.15. — Quel est le radical de I'idéal (12) dans Z?

2.3. Morphismes

DEFINITION 2.8.1. — Soit A et B deux anneaux. Un homomorphisme d’anneaux
f A — B est une application vérifiant les propriétés suivantes

—oma f(0)=0e f(1)=1;

— pour tous a et b dans A, on a f(a+b) = f(a) + f(b) et f(ab) = f(a)f(b).
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Le mot homomorphisme est un synonyme pour morphisme. Si A est un anneau,
I'application identique Idy : A — A est un morphisme d’anneaux. La composi-
tion de deux morphismes d’anneaux est encore un morphisme d’anneaux. Cela
permet de définir la catégorie des anneaux.

Conformément aux définitions de théorie des catégories, on dit qu'un mor-
phisme d’anneaux f : A — B est un isomorphisme s’il existe un morphisme d’an-
neaux g : B - A tel que fog = Idp et go f = Idy. Le morphisme g est alors
appelé morphisme réciproque de f. On note f : A = B pour signifier que le
morphisme f: A — B est un isomorphisme; si A et B sont isomorphes, c’est-a-dire
s’il existe un isomorphisme A Z, B, on écrit A ~ B.

PROPOSITION 2.9.2. — Un morphisme d’anneaux est un isomorphisme si et seulement si
il est bijectif.
Démonstration. — Si f : A — B est un isomorphisme, son morphisme réciproque

est en particulier une bijection réciproque de f, donc f est bijectif. Réciproque-
ment, supposons que [ est bijectif et notons g sa bijection réciproque. Il nous faut
alors prouver que g est un morphisme d’anneaux de B dans A.

Comme f(0) =0, g(0) =0.SiaetbeB,

J(gla+b)) =a+b=[(g(a)) + [(g(b)) = J(g(a) +g(0))

et

f(g(ab)) = ab= f(g(a))f(g(b)) = f(g(a)g(b))-
Comme f est bijectif, g(a + b) = g(a) + g(b) et g(ab) = g(a)g(b). U
Exercice 2.3.3. — Soit A et B deux anneaux et f : A — B un morphisme d’an-
neaux.

Si a € A est inversible, montrer que f(a) est inversible dans B. En déduire
que la restriction de f a AX définit un morphisme de groupes (noté encore f)
AX — B*.

PROPOSITION 2.9.4. — Le noyau d’un morphisme d’anneaux f : A — B est U'ensemble
des a € A tels que f(a) = 0. C’est un idéal de A noté Ker f .

Démonstration. — Un morphisme d’anneaux étant un morphisme de groupes abé-
liens, Ker f est un sous-groupe de A. De plus, si x € Ker f etsi a € A, on a
Slax) = f(a)f(x) = f(a)0 = 0 donc ax € Ker f. Il en résulte que Ker [ est un
idéal de A. [
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2.3.5. Image, image réciproque. — Soit f : A — B un morphisme d’anneaux. Plus
généralement, si J est un idéal de B, I'image réciproque

/1)) ={acA; f(a) €]}

est un idéal de A.

Démonstration. — Comme f(0) =0¢€],0e f~1(]).Siaetbe f~1(]), f(a+b) =
f(a )+f( ) €] puisque f(a) et f(b) € J et que J est un idéal de B. Enfin, si a € A
etbe [71(]),ona f(ab) = f(a)f(b) €] puisque f(b) €]. ]

En revanche, I'image d’un idéal par un morphisme d’anneaux n’est pas forcé-
ment un idéal. Si f : A — B est un morphisme d’anneaux et si I est un idéal de
A, on notera f(I)B, voire IB, I'idéal engendré dans B par f(I).

2.4. Algebres et sous-anneaux

On rappelle la définition d’un sous-anneau.

DEFINITION 2.4.1. — Soit A un anneau. Un sous-anneaw de A est une partie B C A
contenant 0, 1, stable par addition, passage a Uopposé et multiplication.

Si f: A — B est un morphisme d’anneaux, I'image f(A) de A par f est un
sous-anneau de B. L’image réciproque f~!(C) d’un sous-anneau C de B est un
sous-anneau de A.

DEFINITION 2.4.2. — Soit k un anneau. Une k-algebre est un anneau A muni d’'un
morphisme d’anneaux i : k — A.

Formellement, une k-algebre est le couple (A,i : k& — A). On dira cependant
souvent « soit A une k-algebre » en sous-entendant le morphisme i. Si x € k et
a € A, on commetra ainsi I’abus d’écriture en notant xa au lieu de i(x)a. Noter
cependant que ¢ n’est pas forcément injectif.

DEFINITION 2.4.9. — Si (A,i) et (B,j) sont des k-algebres, un morphisme de
k-algebres [ : A — B est un morphisme d’anneaux tel que pour tout x € k et tout a € A,

J(i(x)a) = j(x)f(a).

Exercice 2.4.4. — Vérifier que I'image f(A) d’un morphisme de k-algebres f :
A — B est une sous-k-algebre de B.

Exemples 2.4.5. — a) Si k est un sous-anneau d’un anneau A, I'injection naturelle
k — A munit A d’une structure de k-algebre.

b) L’anneau k[X] des polynomes a coefficients dans k est une k-algebre de
maniere naturelle. Plus généralement, k[Xy,...,X,] est une k-algebre.
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c) Tout anneau est de maniére unique une Z-algebre. En effet, si A est un
anneau, il existe un unique morphisme i : Z — A. (On a nécessairement :(0) = 0,
i(1) = 1; par récurrence, i(n) est défini pour n > 1 et enfin, i(n) = —i(—n) si
n<0.)

La k-algebre des polynomes jouit d’une propriété universelle importante :

PROPOSITION 2.4.6. — Soit A une k-algébre et soit n > 1 un entier non nul. Pour
tout n-uplet (ay,...,ay) déléments de A, il existe un unique morphisme de k-algebres
[ k[Xq, ..., Xy tel que pour tout i € {1,...,n}, [(Xi) =a;.

Démonstration. — Si un tel morphisme existe, il doit vérifier
SOXTT LX) = Af(X)™ L f(X)™ = Aat L ap

Par suite, si P = 3 AnX[" ... X}, on doit avoir
m

S(P) =X Amay" .. ay",
m

ce qui prouve qu’il existe au plus un tel morphisme de k-algebres, et que s’il existe,
il est défini par cette derniere formule. Réciproquement, il est facile de prouver
que cette formule définit un morphisme de k-algebres. O

Ce morphisme est parfois appelé, surtout lorsque A = k, morphisme d’évaluation
en le point (ay,...,a,). L'image d’un polynome P est notée P(aj,...,a,). Il en
résulte par exemple un morphisme de k-algeébres k[Xy,...,X,] — Z (k" k) des
polynomes dans la k-algebre des fonctions de k" dans k. Les fonctions qui sont
dans I'image de ce morphisme sont tout naturellement appelées fonctions polyno-
miales.

2.4.7. Algebre engendrée par une partie. — Soit A une k-algebre et S une partie
de A. La k-algebre k[S] est par définition la plus petite sous-k-algebre de A qui
contient S. C’est '’ensemble des combinaisons linéaires de la forme /\s?1 Syt
pour A € k, les s; dans S et les m; dans N.

Si S = {a1,...,a,}, k[S] est aussi notée k[aj,...,a,]. C’est 'image du mor-
phisme d’évaluation k[Xy,...,X,] - Aen (aj,...,a,).

Démonstration. — Notons ¢ ce morphisme d’évaluation. Comme ¢ (X;) = a;, Im¢
est une sous-k-algebre de A qui contient les a;, donc Im ¢ contient k[ay,...,a,].
Réciproquement, toute sous-k-algebre de A qui contient {ay;...;a,} contient les
éléments de A de la forme /\a’l"1 ...ay" et aussi leurs combinaisons linéaires. Par
suite, k[aj,...,a,] contient Im¢. On a ainsi égalité. ]
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Exercice 2.4.8. — Utiliser la propriété universelle pour démontrer qu’il existe un
unique morphisme de k-algebres ¢ : k[X,Y] — k[X][Y] tel que ¢(X) = X et
¢(Y) =Y et que c’est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.4.9. — Soit K un corps et soit v : Q — K Uhomomorphisme canonique.
Alors, K contient un plus petit sous-corps Ko .

— si L est injectif, Ko est isomorphe a Q ;
— st L n'est pas injectif, il existe un unique nombre premier p tel que Kert = (p) et Ko
est de cardinal p.

Démonstration. — L’intersection L = (| K; d’une famille (K;) de sous-corps de K
est un sous-corps de K : comme 1 € K; pour tout ¢, 1 € L. Si x et y sont dans L,
x — y est dans tout K; donc dans K. Si de plus y # 0, x/y appartient a chaque K;
donc x/y € L. L'intersection de tous les sous-corps de K est donc un sous-corps
de K. On le note K.

Supposons maintenant que ¢ est injectif et construisons un homomorphisme de
corps i: Q — K. Pour cela, si a/b est une fraction d’entiers avec b # 0, ¢(b) # 0
dans K et on pose i(a/b) = t(a)/t(b). Cela ne dépend pas de la fraction choisie :
sia/b=c/d,on aad = bc dans Z, donc

t(a)i(d) = t(ad) = t(bc) = ¢(b)e(c)
ete(a)/u(b) =t(c)/i(d).

C’est un homomorphisme de corps : pour la somme de deux éléments,

i(a/b) +i(c/d) = % + %
_w(@)u(d) +(b)e(e)
a v()e(d)
_ (ad + be)
~ u(bd)
ad + be
—i( btz )

=1((a/b) + (c/d))

et pour le produit,

_ t(a) t(c) _ t(a)e(c) _ t(ac)
t(b) e(d)  o(b)e(d)  o(bd)

Par suite, ¢ est un homomorphisme de corps Q — K. Il est nécessairement

i(a/b)i(c/d)) = i(ac/bd) =1((a/b)(c/d)).

injectif et définit donc un isomorphisme de Q sur un sous-corps K|, de K.
Nécessairement, Ky C K(’) Réciproquement, comme K contient 1, il contient
t(Z) puis toutes les fractions ¢(a) /() avec b # 0. Par suite, Ko = K|).
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Supposons maintenant que ¢ n’est pas injectif. Son noyau est un idéal (n) de Z,
ou n est défini comme le plus petit entier strictement positif tel que ¢(n) = 0. Soit
p un facteur premier de n. On peut écrire n = pm avec 1 < m < n. On a donc
0 = ¢(n) = t(p)e(m). Par minimalité de n, ((m) # 0 donc ¢(p) = 0. Cela implique
p > n,donc n=p.

L’image ¢(Z) de Z par ’homomorphisme ¢ est un sous-anneau de K. En fait, on
a((Z) = {t(0);...;5e(p — 1)} : si n € Z, la division euclidienne de n par p s’écrit
n=pg+ravec 0 <r<p—1etun) =cp)(q) + t(r) = ¢(r). En particulier, le
cardinal de ¢(Z) est exactement p. Ainsi, ((Z) est un sous-anneau fini d’un anneau
intégre. En vertu de I’exercice 2.1.7, c’est un corps. Par minimalité de Ko, ce corps
contient Ky, mais réciproquement Ky contient 1, donc il contient ¢(Z). [

DEFINITION 2.4.10. — Soit K un corps. Le plus petit sous-corps de K est appelé sous-
corps premier de K. S’il est isomorphe a Q, on dit que K est de caractéristique 0 ; 5%/
est fini de cardinal p, on dit que K est de caractéristique p.

2.5. Exercices

Exercice 2.5.1. — Montrer qu'un anneau intégre possédant un nombre fini
d’idéaux est un corps. (Si x # 0, introduire les idéaux (x") pourn > 1.)

Exercice 2.5.2. — Soient K un corps et A un anneau non nul. Montrer que tout
homomorphisme d’anneaux de K dans A est injectif.

Exercice 2.5.3. — Soient Z[\/2] et Z[V/3] les sous-anneaux de C engendrés par Z,
et respectivement par /2 et /3.

a) Montrer que Z[\/ﬁ] = {a+b\/§; a,b € N} et que Z[\/g] = {a—l—b\/g; a,be
N}.

b) Montrer qu’il n’existe pas de morphisme d’anneaux de Z[v/2] dans Z[V/3].

Exercice 2.5.4. — Soient I, J et L des idéaux de A. Démontrer les assertions sui-
vantes :

a) I.JestcontenudansIN];

b) ona(I-])+ (I-L)=1-(J+L);

¢ (IN])+ (INL) estcontenudans IN (J+1L);

d) siJestcontenudansI,onaJ+ (INL)=IN({J+L);

e) soit K un corps. Supposons que 'on ait A = K[X,Y]. Posons I = (X)),
J= () etL = (X+Y). Déterminer (IN]J) + (INL) et IN(J+ L), puis les
comparer.

Exercice 2.5.5. — Soient B un anneau et f : A — B un homomorphisme d’an-
neaux. Pour toutidéal I de A, on note f,(I) I'idéal de B engendré par f(I) et on
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I’appelle extension de I dans B. Pour tout idéal J de B, on appelle contraction de
J Tidéal f=1(]).
Etant donné un idéal I de A et un idéal | de B, montrer les assertions suivantes :
a) I est contenu dans f~!(f,(I)) et ] contient f,(f~1(]));

b) ona [71()) = /(1) et (D) = L (/TN D).
Soit & 1'ensemble des idéaux de A qui sont des contractions d’idéaux de B et
& l’ensemble des idéaux de B qui sont des extensions d’idéaux de A.

o ona? ={LI=/"'(f(D)}et& ={]=f(/T"D)};

d) T'application f, définit une bijection de & sur & ; quel est son inverse ?

Soient I; et Is deux idéaux de A, et J; et Jo deux idéaux de B. Montrer les
assertions suivantes :

e) ona fu(li+Iy) = fu(Ii) + /i(I2) et /= (1 +J2) contient /= (1) + /" (J2) ;

f) f.(I1 N 1y) est contenu dans f,(I}) N f,(Ie) et 'on a f~1(J; NJo) =
SN e s

g) ona fi(Ii-Io) = fu(l) - fu(lz) et /7' (J1-Jo) contient = (J1) - /7' (J2) ;

h) f*(\/i) est contenu dans 4/ f,(I) etl’'on a f‘l(\/j) =/ /().

Exercice 2.5.6. — Soient I et J deux idéaux de A. On suppose que 1+ ] = A.
Montrer que pour tout entier n, I" + J* = A.

Exercice 2.5.7. — Soit A un anneau et f = ag + a;X + - - - + a, X" € A[X].

a) Montrer que f est nilpotent si et seulement si tous les @; sont nilpotents.

b) Montrer que f est inversible dans A[X] si et seulement a est inversible
dans A et ay,...,a, sont nilpotents. ($i g = f_1 =by + 01X+ -+ 0, X", montrer
par récurrence sur k que ak*'b,_, = 0.)

c) Montrer que f est diviseur de zéro si et seulement si il existe a € A, a # 0
tel que af = 0. (Si fg = 0 avec g de degré minimal, montrer que pour tout k, ayg = 0.)

2.6. Solutions

Solution de l'exercice 2.5.1. — Soit A un anneau integre et x # 0 un élément de
A qui n’est pas nul. Il faut montrer que x est inversible. On introduit alors les
idéaux (x) D (¥*) O ...(*") D .... Il y en a une «infinité », et comme A est

supposé n’avoir qu'un nombre fini d’idéaux, deux d’entre eux sont égaux, disons

n

(x") = (x™) pour m > n > 1. Alors, il existe a € A tel que x" = a - x", et

x"(1 —ax™™™") = 0. Comme x n’est pas nul, x"™"

x - (ax™ 1)

non plus et 1 = ax™™". Ainsi
=1 et x est inversible.

Solution de Uexercice 2.5.2. — Soit ¢ : K — A un homomorphisme d’anneaux. Sup-
posons que ¢ n’est pas injectif et soit x € K un élément non nul tel que ¢(x) = 0.
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Alors, p(1) = ¢(x/x) = p(x)p(1/x) = 0, donc 1 = 0 dans A, ce qui contredit le
fait que A n’est pas 'anneau nul.

Autre méthode : Le noyau de ¢ est un idéal de K, donc Kergp = (0) ou Ker¢p = K.
Comme ¢(1g) = 1a # 0a, 1x & Kerg et Kergp = (0), ce qui signifie que ¢ est
injectif.

Solution de Uexercice 2.5.3. — a) On démontre que tout élément de Z[V/2] s’écrit
d’une maniere unique sous la forme a + b2, pour a et b € V2. En effet, comme

(a+bV2)(d +VV?2) = ad + ba' V2 + ab' V2 + 20
= (ad' + 2bb') + (ab' + d'b)V/2,

I’ensemble des a + by/2 est un sous-anneau de C, donc égal a Z[v/2]. L'unicité de
la décomposition résulte du fait que V2 ¢ Q. On aurait sinon deux entiers non
tous deux nuls a et b tels que a + by/2 = 0. On peut supposer a et b premiers
entre eux, et en particulier a® = 2b%. Ainsi, a est pair; on écrit donc a = 24, d’ o
2a'"* = b?, ce qui implique que b est pair, contrairement au fait que a et b étaient
Ssuppos€s premiers entre eux.

De méme, tout élément de Z[V/3] s’écrit de maniére unique sous la forme
a+ bV/3.

b) Supposons donné un homomorphisme d’anneaux ¢ : Z[V2] — Z[V/3].
Alors, il existe a et b tels que ¢(v/2) = a+bV3. Alors ¢(2) = p(1+1) = 2p(1) = 2,
mais

0(2) = p(V2V2) = 9(V2)? = (a+ bV3)% = a* + 3b° + 2abV/3.

Il faut donc résoudre le systeme d’équations

A +3% = 2
2ab =0

Ainsi, soit a = 0, soit b = 0. Si @ = 0, on trouve 3% = 2, ce qui est impossible
(b = 0 ne convient pas, et si b # 0, 3% > 3).Si b = 0, on trouve a =2 qui n’a
pas de solution entiére. Ainsi, ¢ n’existe pas.

n
Solution de Uexercice 2.5.4. — a) Soit x € I- ] : x s’écrit sous la forme x = ] «;p5;

i=1
avec «; € I et f; € J. Pour chaque ¢ on adonc ;8 € INJ,d’ou x € IN]J.

b) Onal-JcI.-(J+L)etl-LCI-(J+L),doncI-J+1-L estinclus dans
n

I.(J+L). Réciproquement, soit x € I- (J4+L). On adonc x = >} a;(f; + Vi), avec
i=1
a; €1, /3)1 EJ ety € L. Ainsi,

n n

x= > pi+ Doy el-J+1-L
i=1 i=1
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c¢) Soitx = y+zavecy € INJ et z € INL. En particulier, y4+2z € I et y4+2z € J+L,
douxelIn (J+1L).

d) D’aprésc),ona]J+ (INL) CcIN(J+L).Dautre part,si x € IN (J+ L),
alors on peut écrire x = y + z, avec y € J et z € L. En particulier, z = x —y € I,
donczelINL,sibienque x=y4+z2¢€ ]+ (INL).

e) Onaln]=(XY),INL=(X?+XY),dou

IN]+1INL = (XY,X?+XY) = (X% XY).
D’autre part, J+ L= (Y, X+Y) = (X,Y) D I,douIN(J+ L) =1= (X).

Solution de Uexercice 2.5.5. — a) Soit x € I, f(x) € f(I) < fi(I), dou
xe 1), n
Soit y € f,(f~1(J)). On peut donc écrire y = ¥ b;f(x;), pour b; € B et x; €

i=1
£710)- Ainsi, f(xi) €] ety €].

b) La premiére inclusion de a) appliquée a I = f~1(J) donne f—1(]) C
Y (7). En appliquant f~! a la seconde, on obtient I’égalité souhaitée.

Si I'on applique f, a la premiere inclusion de a), on obtient f,(I) C
£ (/71 f+(D))). Si 'on applique la seconde inclusion de a) a I'idéal ] = f(I), on
obtient que f,(I) contient f,(f~!(f,(1))), d’ou I'égalité.

c) D’aprés la premiere égalité de b), tout élément I de & vérifie
I = f~1(f. (1)), tandis qu’il est clair que tout idéal I vérifiant I = f~1(f,(I)) est
un contracté : c’est le contracté de f,(I).

D’autre part, tout idéal | de & vérifie ] = f,(f~'(J)) (appliquer la seconde
égalité de b) a un idéal I tel que J = f,(I)), tandis que si un idéal J vérifie
J=f.(f71()), c’est I'extension de f~!(J), donc un élément de & .

d) L’application f, envoie bien idéaux contractions d’idéaux de B dans les
idéaux qui sont extensions d’idéaux de A et I'application f~! envoie les idéaux
qui sont extensions d’idéaux de A dans ceux qui sont contractés d’idéaux de A.
Montrons que f,f~!: & — & est I'identité. C’est en fait la seconde égalité de b).
De méme, la premiére égalité de b) entraine que f~!f, : & — & est I'identité.
Ainsi, f, est bijective, de bijection réciproque f~!.

Les vérifications des relations des questions €) a h) sont immédiates.

Solution de Uexercice 2.5.6. — Si 14+ ] = A, on peut écrire 1 = x +y avec x € I et
y € J. Alors, on a

. 2n (9n c
1= (x+y)2n: Z (k>xky2n—k.
k=0

De plus, pour tout k € {0,...,2n}, ou bien x*¥ € 1", ou bien yQ”_k € J". Par suite,
lel"+]J"etI"+]J" =A.
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Solution de Uexercice 2.5.7. — a) Si f = ap + a1X + -+ + @, X" est nilpotent, on
voit tout de suite que a, est nilpotent car le terme (a priori dominant) de degré
nk dans f* a pour coefficient af. Par suite, f — a,X" est aussi nilpotent et par
récurrence sur 7, tous les a; sont nilpotents.

Dans I'autre sens, si tous les @; sont nilpotents, f est une somme d’éléments
nilpotents de A[X] donc est nilpotent.

b) Si ap est inversible et ay,...,a, sont nilpotents, f est la somme d’un élé-
ment inversible u et d’un élément nilpotent n de A[X], donc est nilpotent. En
effet, on peut écrire u+n = u(14+u~1n), si bien qu’il suffit de prouver que 14+u~1n
est inversible. Or, si nft1 = 0,

I—utn+ wn)? =+ (=D @ n)k

est un inverse de 1 + u~1n. (Autre méthode : si u + n appartient a un idéal maximal
m, n € M car un €élément nilpotent appartient a tout idéal premier, donc u € m
ce qui contredit le fait que u est inversible.)

Réciproquement, soit g = by + 01X + - - - + 0, X" 'inverse de f. Le terme de
degré 0 dans fg est apbp = 1, ce qui prouve que qq est inversible. Si n = 0, la
question est résolue. Sinon, le terme de degré m +n > 1 dans fg est nul, d’ou
apby = 0.

Comme indiqué, montrons par récurrence sur k > 0 que a**'b,_, = 0 pour
k < m. C’estvrai pour k = 0, et si c’est vrai pour k — 1, écrivons le terme de degré
m+n—kdans fg.llestnulcarm+n—k>n>1,dou

anbm—k + an—lbm—i-l—k +---+ aObm—k = 0.

En multipliant cette relation par af et en utilisant 1’assertion de récurrence, on
trouve que a**1b,_; = 0.
Pour k = m, on a donc a"*! = 0, ce qui prouve que a, est nilpotent. Par suite,
| — a,X" est encore inversible et par récurrence sur =, aj, ..., a, sont nilpotents.
c¢) Soit g = by + -+ + b, X" un polynéme non nul de degré minimal tel que
Jg=0.S1m=0,0onabyf =0, ainsi qu’il fallait démontrer.
Supposons donc m > 0 et commencons par montrer que pour tout k, apg = 0.
L’assertion est vraie pour k > n. Supposons la vraie pour k + 1. Alors,

0= fg= (ao—i-alX—i-----l-aka)g

dont le coefficient a priori dominant est donné par ab,,. Par suite ayb, = 0 et axg
est un polynome de degré < m —1 tel que f(arg) = 0. L’hypothése de minimalité
sur deg ¢ implique que a;g = 0.
Une fois ceci prouvé, tous les produits a;b, sont nuls. Par suite, on a b,f = 0.
Comme g # 0, 'un des b; est non nul et il existe bien a € A\ {0} tel que af = 0.
La réciproque est évidente.






Anneau quotient,

localisation

Nous introduisons dans ce chapitre deux constructions fondamentales d’anneaux. Le
passage au quotient, tout d’abord : étant donnés un anneau et une relation d’équiva-
lence convenable sur cet anneau, Uobjectif est de munir Uensemble des classes d’équiva-
lence d’une structure d’anneau. Cela revient en fait a « rendre nuls » les éléments d’un
idéal de Uanneau sans modifier les autres regles de calcul. La localisation, ensuite : il
s’agit cette fois de « rendre inversibles » une famille d’éléments de l'anneau.

3.1. Anneaux quotients

Rappelons qu’'une relation % sur un ensemble X est dite relation d’équivalence
si elle est réflexive (pour tout x, x # x), symétrique (si x # y, alors y Z x) et
transitive (si x Z y et y % z, alors x # z). L’ensemble des classes d’équivalence de
X pour la relation % est noté¢ X/Z.

Soit maintenant A un anneau. On peut alors chercher les relations d’équiva-
lence sur A qui sont compatibles avec la structure d’anneau. On veut ainsi que soient
satisfaite la propriété :

sixZyetx Zy,alors x+x' Zy+y etxx’ Zyy.
Notons alors I la classe d’équivalence de 0. Si x % y, comme y Z y, on a donc
x —yZ 0,so0it x —y € I, et réciproquement. Ainsi, # est définie par x Z y si et
seulement si x —y € I.

Montrons d’autre part que I est un idéal de A. On a déja 0 € I. De plus, si x € 1
etyel,x Z0etyZ# 0,donc (x+1y) Z 0, ce qui prouve que x + y € I. Enfin, si
xeletacA, xZ0,douax #Z a0 ; comme a0 = 0, on a bien ax € 1.

Réciproquement, les calculs ci-dessus montrent que ’on a le théoréme suivant.

THEOREME §.1.1. — Soit A un anneaw et soit 1 un idéal de A. La relation # sur A
définie par x Xy si et seulement si x—y € 1 est une relation d’équivalence compatible avec la
structure d’anneau. L'ensemble quotient A/ possede une unique structure d’anneau telle
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que la surjection canonique cl : A — A/ R est un morphisme d’anneaux. Ce morphisme est
surjectif de noyau 1.

L’ anneau quotient A/Z% est noté A/I. Le morphisme A — A/I est aussi appelé
surjection canonique.

Remarquons aussi que si k est un anneau et i : £ — A un morphisme d’anneaux,
de sorte que (A,7) est une k-algebre, la composition cloi : k — A — A/I munit
A/1 d’une (mieux, de I'unique) structure de k-algebre pour laquelle la surjection
canonique est un morphisme de k-algebres.

L’importance de la structure d’anneau quotient vient notamment du théoreme de
factorisation que nous démontrons maintenant.

THEOREME §.1.2. — Soit A et B deux anneaux et soit f : A — B un homomorphisme
d’anneaux. Si 1 est un idéal de A contenu dans Ker f, il existe un unique homomorphisme
d’anneaux f : A/1 — B tel que f = f o cl.

Une facon visuelle et commode d’écrire cette derniere égalité est de dire que
le diagramme

/
A——B
clJ /
/
A/l
est commutaltif.
Démonstration. — Nécessairement, f doit étre tel que f(cl(a)) = f(a) pour tout

a € A. Comme tout élément de A/I est de la forme cl(a) pour un certain a € A,
cela montre qu’il existe au plus un homomorphisme d’anneaux f: A/I — B tel
que [ = fodl.

Montrons maintnant I'existence de /. Soit x un élément de A/I. On sait qu’il
existe a € A tel que x = cl(a). Si @ est un autre représentant de x, donc tel que
x =cl(d),onad —a €1,donc, puisque I C Ker f, f(a'—a) = 0 et par conséquent,
f(a) = f(d'). On peut ainsi poser f(x) = f(a) — le résultat est indépendant du
représentant a choisi. Il reste & montrer que f est un homomorphisme d’anneaux.

Comme cl(04) = 0a/1 et cl(la) = 1a/1, 0onabien f(0p1) =0p et f(1a,1) = 1B.
De plus, si x = cl(a) et y = cl(b) sont deux éléments de A/I,ona x+y = cl(a+b)
et

Jx+y) = f(cl(a+0)) = f(a+b) = f(a) + [ () = [(cl(a)) + f(cl(b))
/

et, de méme,
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Il en résulte que f est un homomorphisme d’anneaux. Le théoréme est ainsi
démontré. O]

Le noyau de [ sera calculé a la proposition 3.1.5. Notamment, on montrera que
[ est injectif si et seulement si 1 = Ker f. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux.
On a vu (page 16) que f(A) est un sous-anneau de B. Ainsi, on peut décomposer

Jf en

AL A/Rerf L (A B
c’est-a-dire en la composition d’un homomorphisme surjectif, d’un isomorphisme
et d’'un homomorphisme injectif.

Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On s’intéresse maintenant aux idéaux
de 'anneau A/I. Soit _# un idéal de A/I. Alors, on sait que cl! (f) estun idéal
de A. Par construction, il contient I puisque pour tout a € I, cl(a) = 0 est un
élément de 7.

La propriété importante est donnée par la proposition :

PROPOSITION 8.1.8. — Soit A un anneau et soit 1 un idéal de A. L'application 1! :

idéeaux de A/1 — idéaux de A contenant 1
S o dT( )

est une bijection.

Autrement dit, pour tout idéal | de A qui contient I, il existe un unique idéal
# de A/Ttel que J = cl™ 1 (). De plus, on a # = cl(]) (image de I'idéal ] par la
surjection canonique, laquelle image se trouve étre encore un idéal dans ce cas).

Démonstration. — Commencer par construire la bijection réciproque. Si J est un
idéal de A, montrons d’abord que cl(]) est un idéal de A. On a bien 0 = cl(0) €
cl(J). D’autre part, si x et y appartiennent a cl(J), soit a et b des éléments de ]
tels que x = cl(a) et y = cl(b). Alors, x +y = cl(a) + cl(b) = cl(a + b) ; comme ]
est un idéal de A, a + b appartient a J et x 4+ y appartient bien a cl(J). Enfin, soit
x un €élément de cl(J) et y un élément de A/I. Choisissons encore a € | et b € A
tels que x = cl(a) et y = cl(b). On a yx = cl(b) cl(a) = cl(ba) € cl(J) puisque, ]
étant un idéal de A, ba € J.
Si _# estunidéal de A/I, on a

(™' ( ) =7

Montrons les deux inclusions. Un élément x de cl(cI™!(_#)) est de la forme x =
cl(a) pour a € cd™'(_#). On adonc x € 7. Réciproquement, si x € £, soit
a € A tel que x = cl(a). Alors, cl(a) = x € #, donc a appartient a 1 7) et x
appartient bien a cl(cI™1(_#)).
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Enfin, si | est un idéal de A, on a

A7) =1+7.
La encore, montrons les deux inclusions. Si x € I + J, on peut écrire x = a + b
avec a € I et b € J. Il en résulte cl(x) = cl(a) + cl(b) = cl(b) € cl(]). Donc
x € cI7!(cl(])). Dans I'autre sens, soit x € cI~!(cl(])). Par définition, cl(x) € cl(])
et il existe a € J tel que cl(x) = cl(a). On a alors cl(x — a) = 0, ce qui signifie
que x — a € I. Finalement, x = (x — a) 4+ a appartient a I 4 J, ainsi qu’il fallait
démontrer.

Si de plus J contient I, alors I 4+ ] = J et les deux formules établies montrent
que I'application cl~! définit une bijection de I'ensemble des idéaux de A/I vers
I’ensemble des idéaux de A contenant I, dont la bijection réciproque est donnée

par cl. [

Lorsque J est un idéal de A qui contient I, I'idéal cl(J) de A/I est aussi noté
J/1. Cette notation intervient notamment lorsque I’homomorphisme cl est omis
des notations. L’expression « soit J/I un idéal de A/I...» sous-entendra toujours
que J est un idéal de A contenant I.

PROPOSITION §.1.4. — Soit A un anneau, soit I un idéal de A et soit | un idéal de A
contenant 1. La composition des surjections canoniques A — A/1 — (A/1)/(]/1) a pour
noyau J. Il en résulte un isomorphisme canonique

A/~ A/D)/(J/T).
En résumé, un quotient d’'un quotient est encore un quotient.

Démonstration. — La composée de deux homomorphismes surjectifs étant encore
surjectif, le morphisme A — (A/I)/(J/I) est surjectif. Un élément ¢ € A appar-
tient au noyau si et seulement si cl(a) € A/I appartient au noyau de I’homomor-
phisme A/I — (A/I)/(J/1), c’est-a-dire cl(a) € (J/I). Comme J/I = cl(]), cela
signifie que a € c1!(cl(J)) =] puisque J contient I.

Le théoreme de factorisation affirme alors I’existence d’un unique homomor-
phisme ¢ : A/] — (A/I)/(J/I) rendant le diagramme

A——A/T— (A/D)/(/)

|

A/]

commutatif. Cet homomorphisme est surjectif. Soit x € A/J un élément tel que
@(x) = 0. Soit a € A tel que x = clj(a). Par définition de ¢, on a ¢p(x) =
cljrocll(a) = 0, c’est-a-dire a € J. Ainsi, x = 0 et '’homomorphisme ¢ est in-
jectif. C’est donc un isomorphisme ]
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La derniére partie de la démonstration peut étre généralisée en un complément
important au théoréme de factorisation

PROPOSITION §.1.5. — Soit [ : A — B un morphisme d’anneaux et soit 1 un idéal de
A contenu dans Ker f. Soit f : A/1 — B Uhomomorphisme fourni par le théoreme de
factorisation. Alors, le noyau de f est égal a (Ker f) /1.

Démonstration. — En effet, si f(x) = 0, soit a € A tel que x = cl(a). On a alors
f(a) =0,dou a € Ker f et x = cl(a) € cl(Ker f) = (Ker f)/I. Réciproquement,
si x € (Ker f)/1, il existe a € Ker f tel que x = cl(a). On a alors f(x) = f(a) =0
et x € Ker f. U

Rappelons (proposition 2.2.12) que deux idéaux I et J d’'un anneau A sont dits
comaximaux si I +J = A. Ils donnent lieu a la forme générale du théoreme chinois.

THEOREME §.1.6. — Soit A un anneau, 1 et ] deux idéaux comaximaux de A. Il existe
alors un unique isomorphismes de A-algebres

A/T] =~ A/T x A/].

COROLLAIRE §.1.7. — SiI et ] sont deux idéaux comaximaux d’un anneau A, pour tout
couple (x,y) d’éléments de A, il existea € A telquea € x +1etacy+].

Démonstration. — Considérons le diagramme de A-algebres :

/N
A/ - - Lo A/TxA/]

dans lequel on doit montrer I'existence d’une unique fleche pointillée qui
le rende commutatif. Or, le morphisme A — A/I x A/] envoie a € A sur
(cli(a),clj(a)). Son noyau est donc I N J, et puisque I et J sont comaximaux,
I'NJ =1J (proposition 2.2.12). Il existe ainsi un unique morphisme ¢ rendant le
diagramme commutatif et p(cly(a)) = (cli(a), clj(a)) pour tout a € A.

Ce morphisme est un isomorphisme : comme I + ] = A, il existe x € I et
y € J tels que x +y = 1. Alors, on a les égalités 1 = clj(x +y) = clj(y) dans A/I et
I = clj(x+y) = clj(x) dans A/J. Par suite, p(x) = (cli(x),clj(x)) = (0,clj(x+y)) =
(0,1) tandis que ¢(y) = (1,0). Si a et b sont dans A, il en résulte que

@ (bx 4+ ay) = (0,cl(b)) + (cl(a),0) = (cl(a),cl(d)).

Tout élément de A/I x A/J étant de la forme (cl(a),cl(b)), ¢ est surjectif. ]



30 CHAPITRE 3. ANNEAU QUOTIENT, LOCALISATION

3.2. Localisation

DEFINITION §.2.1. — Soit A un anneau. Une partie S de A est dite multiplicative si
elle vérifie les propriétés :

-1eS;

— pour tous a et b dans S, ab € S.

Etant donnés un anneau A et une partie multiplicative S de A, nous allons
construire un anneau S~'A et un homomorphisme i : A — S™!A tel que i(S) est
formé d’éléments inversibles dans S~!A. Donnons d’abord quelques exemples :

Exemple 3.2.2. — a) Si A = Z et S = Z\ {0}, l'anneau S~'A sera égal 4 Q et
i : Z — Q Tl'injection usuelle.

b) Si S est formé d’éléments inversibles, alors ST1A = A.

c) Si A=7ZetS = {1;10;100;...} est ’ensemble des puissances de 10 dans
Z, alors S!A sera I’ensemble des nombres décimaux, c’est-a-dire I’ensemble des
nombres rationnels qui peuvent s’écrire sous la forme a/10" avec a € Z et n € N.

Ainsi, ce qu’on veut imiter, c’est tout simplement le calcul de fractions que I'on
apprend au college.

3.2.3. Construction. — Sur I’ensemble A x S, définissons la relation d’équivalence
~ par:

(a,s) ~ (b,t) sietseulements’il existe u € S tel que u(at — bs) = 0.

C’est en effet une relation d’équivalence.

— pour tout (a,s) € A x S, puisque 1 € S et 1(as —as) =0, (a,s) ~ (a,s). La
relation est réflexive ;

— si (a,s) ~ (b,t), choisissons u € S tel que u(at —bs) = 0. Alors, u(bs —at) =0,
d’ou (b,t) ~ (a,s). La relation est symétrique ;

— enfin, si (a,s) ~ (b,t) et (b,t) ~ (c,u), choisissons v et w € S tels que
v(at — bs) = w(bu — ct) = 0. Comme

t(au — cs) = u(at — bs) + s(bu — ct),

on a vwt(au—cs) = 0. Puisque v, w et t appartiennenta S, vwt € S et (a,s) ~ (¢, u).
La relation est donc transitive.

On désigne par S~!A I’ensemble des classes d’équivalence (on trouve parfois
la notation Ag); la classe du couple (a,s) est notée a/s. On note i : A — S™IA
I'application qui a @ € A associe la classe a/1. L’ensemble A x S n’est pas un
anneau. En revanche, nous allons munir S™'A d’une structure d’anneau de sorte
que i est un homomorphisme d’anneaux. La définition provient des formules
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habituelles pour la somme et le produit de fractions. I’élément 1 de S™'A est par
définition 1/1, I’élément 0 est 0/1. On définit ensuite

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/st, (a/s) - (b/t) = (ab/st).
Vérifions d’abord que cette définition a un sens : si (a,s) ~ (d',s'), il faut montrer
que
(at + bs,st) ~ (d't +bs',s't) et (ab,st) ~ (d'b,s't).
On a alors
(at + bs)s't — (d't + bs)st = 2 (as’' —d's).
Choisissons u € S tel que u(as’ — d’s) = 0; il en résulte que
u ((at + bs)s't — (d't + bs')st) =0
etdonc (at + bs,st) ~ (d't + bs',s't). De méme,
u(abs't — a'bst) = ubt(as’ —a's) =0

et donc (ab,st) ~ (d'b,st). Plus généralement, si (a,s) ~ (d',s') et (b,t) ~ (V',1),
on a, en répétant ces vérifications (ou en remarquant la commutativité des opéra-
tions),

(a,s) + (b,t) ~ (d',s') + (b, 1) ~ (d,s') + (¥, 1).

La vérification que ces lois conférent une structure d’anneau a S~!A est un peu
longue mais sans surprise et ne sera pas faite ici. Par exemple, la distributivité de
I’addition sur la multiplication se démontre ainsi : si a/s, b/t et ¢/u sont trois
éléments de S7IA,

t Uu stu stu stu st SUu

a (b ¢\ albu+tct) abu act ab ac_ab+a6
S st su

L’application i : A — ST!A telle que i(a) = a/1 pour tout a € A est un
homomorphisme d’anneaux. En effet, i(0) = 0/1 =0, i(1) = 1/1 = 1, et pour
tous a et b dans A, on a

i(a+b) = (a+b)/1=a/l +b/1=i(a)+i)
et
i(ab) = (ab)/1 = (a/1)(b/1) = i(a)i(d).

Enfin, si s € S, on a i(s) = s/1 et i(s)(1/s) = s/s = 1. Donc pour tout s € S, i(s)
est inversible dans S~!A.
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3.2.4. Exemples de parties multiplicatives. — a) Soit A un anneau integre. La partie
S = A\ {0} est une partie multiplicative de A. L’anneau S™'A est alors un corps,
appelé corps des fractions de A.

Démonstration. — Comme A estintegre, 1 # 0 et 1 € S. D’autre part, si a et b sont
deux éléments non nuls de A, on a par définition ab # 0. Ainsi, S est une partie
multiplicative de A.

Un élément de S~1A est de la forme a/s avec a € A et s # 0. S’il est nul, il
existe un €élément b € A\ {0} tel que ab = 0. Puisque A est intégre, on a alors
a = 0. En particulier, 1/1 # 0 dans S71A. Si a/s n’est au contraire pas nul, on a
a # 0 et s/a est un élément de ST1A tel que (a/s)(s/a) = as/as = 1. Par suite,
a/s est inversible. Nous avons donc prouvé que S™!A est un corps. [

b) Soit A un anneau et s € A un élément non nilpotent. Alors, la partie S =
{1;s;5%;...} est une partie multiplicative qui ne contient pas 0 et 'anneau localisé
S~1A est non nul (voir la remarque a) ci-dessous). On le note en général A;.

c) Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux. Si S est une partie multipli-
cative de A, f(S) est une partie multiplicative de B. Si T est une partie multiplica-
tive de B, f~1(T) est une partie multiplicative de A. Lorsque le morphisme | est
implicite, par exemple lorsque B est explictement une A-algebre, on s’autorisera
I’abus d’écriture S™'B pour T~!B.

d) Si I est un idéal d’'un anneau A, I’ensemble S = 141 des éléments a € A tels
que a — 1 € I est une partie multiplicative. C’est I'image réciproque de la partie
multiplicative {1} de A/I par la surjection canonique A — A/I.

Remarques 3.2.5. — a) A quelle condition I’anneau S~'A peut-l étre nul? Il ré-
sulte de la définition qu’une fraction a/s est nulle dans S—1A si et seulement s’il
existe ¢ € S tel que t(al — s0) = at = 0. Dire que S™'A est 'anneau nul signifie
alors que 1/1 =1 =0 = 0/1, et donc qu’il existe s € Stel que s-1 =5 =0,
autrement dit que 0 € S. On peut donc affirmer que lanneau S™'A est nul si et
seulement si O appartient a S.

Cela justifie a posteriori I'interdiction de diviser par zéro : si I’on s’autorisait cela,
les reégles du calcul de fractions rendraient toute fraction égale a 0!

b) La définition de la relation d’équivalence dans la construction de I'anneau
localisé peut sembler surprenante puisqu’elle est plus faible que I'« égalité du
produit en croix » at = bs. Lorsque I'anneau est integre et 0 ¢ S, ou plus géné-
ralement lorsque tous les éléments de S sont simplifiables, c’est équivalent. En
revanche, dans le cas général, I’égalité du produit en croix ne fournirait pas une
relation d’équivalence.
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Exercice 3.2.6. — Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A. Mon-
trer que I’homomorphisme canonique i : A — S™!A est injectif si et seulement si
tout élément de S est simplifiable.

L’importance de cette construction vient de la propriété universelle qu’elle vérifie :

THEOREME §.2.7. — Soit A un anneaw et S une partie multiplicative de A. Notons i :
A — S7YA Uhomomorphisme d’anneaux que nous venons de construire. Alors, pour tout
anneau B et tout homomorphisme [ : A — B tel que f(S) C B*, il existe un unique
homomorphisme ¢ : ST1A — B tel que [ = ¢ oi.

On peut résumer cette derniere formule en disant que le diagramme

est commutatif.

Démonstration. — Si un tel ¢ existe, il doit vérifier

p(a/s)f(s) = p(a/s)p(i(s)) = p(a/$)p(s/1) = p(a/1) = p(i(a)) = [(a)
et donc
pa/s) = J()" /()
ou f(s)~! désigne I'inverse de f(s) dans B. Cela prouve qu’il existe un plus un
tel homomorphisme ¢. Pour montrer son existence, il suffit de vérifier que la

formule indiquée définit un homomorphisme ¢ : S~1A = B tel que poi= f.
Tout d’abord, si (a/s) = (b/t), soit u € S tel que u(at — bs) = 0. Alors,

S (@) = f(s)7 )T f () f(a) = f(stu) ! f(atu)
= f(stu) ™" f(bsu) = f(1)"" £ (D),

ce qui prouve que ¢ est bien défini. Quant a la vérification des axiomes d’un
homomorphisme d’anneaux, on a

p(0) = £(0/1) = fF()7' f(0) =0 et o(1)=f(1/1)=f1)""f(1) =1
Puis,

p(a/s) +ob/t) = f()7 f(a) + [ f) = f(s0)" (f(at) + f(bs))
= f(st)"" f(at + bs) = p((at + bs)/st) = p((a/s) + (b/1)).
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Enfin,
p(a/s)p(b/1) = f(s)™" f(a) f(t)7 f(b) = f(st)™" f(ab)
= p(ab/st) = p((a/s)(b/1)).
L’application ¢ est donc un homomorphisme et le théoréme est démontré. OJ

On peut enfin construire I’anneau localisé comme un quotient.

PROPOSITION §.2.8. — Soit A un anneau, a un élément de A et S = {1;a; az;.. 3 la
partie multiplicative de A formée des puissances de a. L’homomorphisme canonique

9: A[X] - ST!A, P P(1/a)
est surjectif, de noyau Uidéal (1 — aX) . Il en résulte un isomorphisme

@: A[X]/(1 —aX) ~ STIA.

Démonstration. — Un élément de S~1A s’écrit b/a" pour un certain n > 1 et un
élément b € A. On a ainsi b/a" = p(bX") et ¢ est bien surjectif. Son noyau
contient certainement 1 — aX puisque ¢(1 — aX) = 1 —a/a = 0. Il contient

par suite I'idéal (1 — aX). Il en résulte par la propriété universelle des anneaux
quotients un homomorphisme bien défini ¢: A[X]/(1—aX) — S™'A. Nous allons
montrer que @ est un isomorphisme. D’apres la proposition 3.1.5, il en résultera
que Kerg = (1 — aX).

Définissons donc l'inverse de ¢. Soit g 'homomorphisme canonique A —
A[X]/(1 —aX) tel que pour tout b € A, b+ cl(b), la classe du polynome constant
b. Dans I'anneau A[X]/(1 — aX), on a cl(aX) = 1 et donc cl(a) est inversible,
d’inverse cl(X). La propriété universelle de la localisation affirme qu’il existe
un unique morphisme ¢ : ST!A — A[X]/(1 — aX) tel que pour tout b € A,
Y (b/1) = g(b). Par construction, si b € Aetn > 1, ¥ (b/a") = bcl(X") = cl(X").

Finalement, montrons que ¢ est 'inverse de ¢. Si P € A[X], ¥ (¢(cl(P))) =
Y (P(1/a)). Par suite, si P = >]6,X", on a

(@ (cl(P))) = ¢ (p(P)) = & (P(1/a))
=P (X n/d")) = 29 (bu/a")
=Y c(bX") =dl (anX") = cl(P)
et iy o ¢ = 1d. Enfin,
P (b/a")) = p(cl(bX")) = p(aX") = b/a"

et p oy = Id. L’homorphisme ¢ est donc un isomorphisme, ce qu’il fallait dé-
montrer. [l

La généralisation au cas d’'une partie multiplicative quelconque est laissée en
exercice.



3.2. LOCALISATION 35

Exercice 3.2.9. — Soit A un anneau, soit S une partie multiplicative de A.

a) On suppose qu’il existe s et £ € S tel que S est 'ensemble des s"t"
lorsque n et m parcourent N. Montrer que I'homomorphisme A[X,Y] —
S~!A, P(X,Y) — P(1/s,1/t) est surjectif et que son noyau contient I'idéal
(1 —sX,1 — tY) engendré par 1 — sX et 1 — Y dans A[X,Y]. En déduire un
isomorphisme A[X,Y]/(1 —sX,1 —{Y) ~ S1A.

b) Plus généralement, soit (1 — sX;),cs 1'idéal de I'anneau de polynéomes (en
une infinité de variables) A[(X;)es]| engendré par les polynomes 1 —sX, lorsque
s parcourt S. Alors, ’homomorphisme canonique

A[(Xy)ses] — ST'A, P P((1/5)y)
induit un isomorphisme

Al (Xy)ses]/ (1 — sXs)ses = S~IA.

3.2.10. Localisation et quotient. — Enfin, étudions brievement les idéaux de S—1A.
Un premier résultat est le suivant :

PROPOSITION 8.2.11. — Pour tout idéal .7 de ST'A, il existe un idéal T de A tel que
S =i(1)(STA). On peut en fait prendre 1 = i~1 (7).

Démonstration. — 11 faut montrer que

S =i () (STIA).

Comme (i~ (%)) c .7, I'idéal engendré par i(i~1(_#)) est contenu dans %,
d’ou I'inclusion

ii"H ) (STIA) ¢ o~
Réciproquement, si x € ., choisissons ¢« € A et s € S tels que x = a/s. On a
alors sx € I et comme sx = a/1 = i(a), a appartient a i~} (_#). Il en résulte que
sx € i(i71 (), puis x = (sx)(1/s) appartient a i(i~1(-#))(S7!A), ce qui établit
I'autre inclusion. O

L’idéal i(I)S™!A sera aussi noté IS7!A, en omettant le morphisme i. Il sera
aussi noté S~!I, cette derniére notation étant celle qui sera utilisée dans le cas
plus général de la localisation des modules.

PROPOSITION §.2.12. — Soit A un anneau, soit S une partie multiplicative de A et soit
I un idéal de A. Soit T = cl(S) C A/1 limagede S par la surjection canonique A — A /1.
1l existe un unique isomorphisme

¢:STIA/ISTIA 5 T 1 (A/])
tel que pour tout a € A, ¢(cl(a/1)) = cl(a)/1.
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Dit plus abstraitement, les deux anneaux S1A/IS7!A et T_l(A/I) sont des
A-algebres : un quotient ou un localisé d’une A-algebre sont des A-algebres. La
proposition affirme alors qu’il existe un unique isomorphisme de A-algebres entre ces
deux anneaux.

Démonstration. — On peut donner une démonstration explicite, mais la méthode
la plus €élégante (et la plus abstraite) utilise les propriétés universelles des quo-
tients et des localisés. Considérons le morphisme d’anneaux composé

A AT YA/, ae ca)/1.

Par ce morphisme, un élément s € S a pour image cl(s)/1 qui est inversible dans
—1 (A/I), d’inverse 1/ cl(s). La propriété universelle de la la localisation affirme
qu’il existe un unique homomorphisme d’anneaux

g1: STIA = T HA/T)

par lequel a/1 a pour image cl(a)/1.
Par cet homomorphisme, un élément a/1 avec a € I a pour image

p1(a/1) =p1(a)/1 =cl(a)/1 =0

puisque a € I et donc cl(a) = 0 dans A/I. Par suite, le noyau de ¢; contient
I'image de I dans S™!A ; il contient automatiquement I'idéal IS™'A qui est engen-
dré par I dans ST'A. D’aprés la propriété universelle des anneaux quotients, il
existe un unique homomorphisme d’anneaux

p: STIA/ISTIA — T~ 1(A/T)
tel que pour tout a/s € ST'A, p(cl(a/s)) = cl(a)/ cl(s).

Nous avons montré qu’il existe un unique morphisme de A-algebres
9 : STIA/ISTIA — T~!(A/I). On peut aussi résumer ces constructions par
le diagramme commutatif

S—1A — SIA/ISTIA
1 ‘/

A/I —— T-1(A/]).

Reprenons ce diagramme dans 'autre sens. Le noyau du morphisme de A-
algébres A — S~!A/IS~!A contient I, d’oti un unique morphisme de A-algébres

U1 A/1— STIA/ISTIA

(donc vérifiant que pour tout a € A, Y1 (cl(a)) = cl(a/1)). Si s € S, ¥1(cl(s)) =
cl(s/1) est inversible, d’inverse cl(1/s). Ainsi, 'image de T par ¢; est formée
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d’éléments inversibles dans ST!A/IST!A. 1l existe donc un unique morphisme de
A-algebres
T HA/T) - STIA/ISTIA

(c’est-a-dire tel que pour tout a € A, ¥ (cl(a)/1) = cl(a/1)). Ces constructions
sont synthétisées par le diagramme commutatif

S—1A — SlA/IS 1A

/ (4

A/I — 71! A/I)

Finalement, si a € A et s € S, on a ¢(cl(a/s)) = cl(a)/ cl(s) dans T"1(A/T) et
W (cl(a)/ cl(s)) = cl(a/s) dans STTA/ISTIA d’ou il résulte que g o ¢ et 1 o ¢ sont
I'identité. O]

Cette derniere proposition reviendra plus tard sous le vocable exactitude de la
localisation.

3.3. Exercices

Exercice 3.3.1. — Soit K un corps. Soient a et b deux éléments de K. Montrer les
assertions suivantes :

a) l'anneau K[X]/(X — a) estisomorphe a K;

b) l'anneau K[X,Y]/(Y — 0) estisomorphe a K[X] ;

c¢) l'anneau K[X,Y]/(X —a,Y — b) estisomorphe a K.

Exercice 3.3.2. — Soit n un entier > 1. On note s : Z — Z/nZ la surjection cano-
nique.

a) Etant donné un entier m, montrer que s(m) est inversible dans I’anneau
Z/nZ si et seulement si n et m sont premiers entre eux.

b) Montrer que 'anneau Z/nZ est integre si et seulement si n est premier.

c) Sin est premier, montrer que I’anneau Z/nZ est un corps.

d) Déterminer I'idéal VnZ.

Exercice 3.3.3. — Soit K un corps. On pose A = K[X,Y]/ (X%, XY,Y?).
a) Déterminer les éléments inversibles de A ;
b) déterminer tous les idéaux principaux de A ;
c) déterminer tous les idéaux de A.

Exercice 3.3.4. — Soient K un corps et ¢ : K[U,V] — K[X] I'homomorphisme
d’anneaux défini par les égalités p(U) = X3, p(V) = —X2 et p(a) = a pour tout
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a dans K. Quels sont les noyau et image de ¢. Soit A I'image de ¢. Montrer que
A estintegre et que son corps des fractions est isomorphe a K(X).

Exercice 3.3.5. — Soit S une partie multiplicative de A ne contenant pas 0. On
note r(A) I'’ensemble des éléments nilpotents de A.
a) Si A est intégre, montrer que S™'A est intégre.
b) Si A est réduit, montrer que ST'A est réduit.
c¢) Onnote f: A — S—1A I’homomorphisme naturel @ — a/1. Montrer en
fait que
r(S71A) =r(A)STIA.

3.4. Solutions

Solution de Uexercice 3.3.1. — a) Soit ¢ : K[X] — K I’homomorphisme d’anneaux
défini par ¢ (P) = P(a). Il est surjectif et son noyau contient I'idéal (X—a). D’autre
part, si P € Kerg, i.e. si P(a) = 0, le théoréme de factorisation implique que P
est de la forme P(X) = Q(X) (X — a), autrement dit P € (X — a). Ainsi, ¢ est un
isomorhisme.

b) On définit ¢ : K[X,Y] — K[X] par P(X,Y) — P(X,b). Il est surjectif, son
noyau contient I'idéal (Y — 0). Enfin, si P(X,Y) est tel que P(X,b) = 0, prouvons
que P(X,Y) est multiple de Y — 4. On peut en effet invoquer le théoréme de facto-
risation dans I’anneau des polynémes en une variable a coefficients dans ’anneau
integre K[X]. Mais on peut le démontrer directement : on écrit

PXY) = S P,MX', P, e K[Y].
k=0

m
Alors, P(X,0) = > Py (b)Xk = 0, si bien que P; est multiple de Y — b, et donc P
k=0

est multiple de Y —b.

¢) On introduit 5 : K[X,Y] — K donné par 5(P) = P(a,b). C’est le composé
@ o . Son noyau contient I'idéal (X —a,Y — b). Réciproquement, soit P € K[X,Y]
tel que P(a,b) = 0. La division euclidienne de P par Y — b dans K[X][Y] nous
permet d’écrire

P(X,Y) = (Y -0)Q(X,Y) + R(X)Y)
ou R(X,Y) est un polynome de degré en Y strictement inférieur a 1, donc un
polynome R(X) en X seulement. Alors, P(a,b) = R(a) = 0, ce qui implique que
R(X) s’écrit (X — a)S(X). Finalement, on a bien P(X,Y) € (X —a,Y — ).

Solution de Uexercice 3.3.2. — a) Soit m € Z. Dire que s(m) est inversible signifie
qu’il existe m' € Z tel que s(m)s(m’) = s(1). Cela implique qu’il existe k € Z
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tel que mm' = 1 + nk, d’ot une relation de Bézout entre m en n qui sont donc
premiers entre eux.

Réciproquement, si m et n sont premiers entre eux, il existe u € Z et v € Z tels
que um +vn =1, d’ou s(u)s(m) = s(1) : s(m) est inversible dans Z/nZ, d’inverse
s(u).

b) Supposons que n est premier et montrons que Z/nZ est integre. Soient a et
b tels que s(a)s(b) = s(0). Cela signifie que ab est un multiple de n, donc, n étant
premier, que n divise a ou que n divise b (théoreme de Gaul}). Ainsi, s(a) = 0 ou
s(b) = 0.

Dans l'autre sens, si » n’est pas premier, on peut écrire n = njng pour des
entiers ny et ng tels que 1 < nyp < n et l < ng < n. En particulier, s(ny) et s(no)
sont non nuls dans Z/nZ. Or, s(ny)s(ne) = s(nine) = s(n) = s(0). Ainsi, Z/nZ
n’est pas integre.

¢) Supposons maintenant n premier et montrons que Z/nZ est un corps. Si
m est un élément de Z tel que s(m) # 0 dans Z/nZ, cela signifie que n ne divise
pas m, donc que m et n sont premiers entre eux. D’apres le a), s(m) est inversible
dans s(n). Par suite, Z/nZ est un corps.

d) Soit n = [[p!" la décomposition de n en facteurs premiers distincts (avec

1
n; > 1).
Soit a € VnZ. 1l existe ainsi k > 1 tel que a" € nZ, autrement dit tel que a' est
multiple de n. Nécessairement, pour tout nombre premier p divisant n, a* sera

multiple de p, donc a aussi. Ainsi, a est multiple de []p;.

(3
Réciproquement, I’élément a = []p; appartient au radical de nZ. Soit en effet
[
k = maxn;. Alors a* =[] pf est visiblement multiple de n.
t i
On a ainsi montré que VnZ = [[pZ.
i

On aurait aussi pu remarquer que si p est premier, I'idéal pZ contient I'idéal nZ
si et seulement si p|n. Ainsi, le radical de nZ est I'intersection des idéaux pZ pour

les nombres premiers divisant n. D’apres le lemme chinois, c’est I'idéal (][] ;).
i

Solution de Uexercice 3.3.3. — a) Notons x et y I'image de X et Y dans A. On a
donc x> = xy = y?> = 0. Tout élément de A s’écrit de maniére unique sous la
forme a + bx + ¢y, avec (a,b,c) € K®. Si @' + b'x + ('y est un autre élément de A,

on a

(a+ bx + cy) (d' +0'x 4+ (y)
=ad + (ab' + d'b)x + (ac’ + d'c)y,
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si bien que a + bx + ¢y est inversible si et seulement si le systeme
ad =1, abl +db=0, al +dc=0

a une solution (d/,¥',¢'). Il faut a # 0, et dans ce cas, d = 1/a, ¥ = —b/a® et
¢ = —c¢/a? est solution. Ainsi, a 4 bx + ¢y est inversible si et seulement si a # 0.

b) Les idéaux 0 et A sont principaux, engendrés respectivement par 0 et 1.
Soit maintenant I un idéal principal de A distinct de 0 et de A. Il est engendré par
un élément a + bx + ¢y de A non nul et non inversible, donc ¢ = 0. Remarquons
que 'on a

(a+ B+ ) (0x + ) = (ab)x + (ac)y = a(bx + 3).

Ainsi, ’élément (non nul) §'x + ¢’y appartient a I'idéal engendré par bx + ¢y si et
seulement si le couple (¥, ¢") est multiple du couple (b, ¢). Alors, a # 0, si bien que
ces €léments different par multiplication de 1’élément inversible « et définissent
le méme idéal. On peut ainsi supposer que b = 1, ou que b = 0, auquel cas on
suppose ¢ =0 ou ¢ = 1.

Les idéaux principaux de A sont donc (0), (x + Ay) avec A € K, (y) et A lui-meme.

c) Soit I un idéal non principal, en particulier, I # A. Il contient ainsi deux
éléments bx + ¢y et b'x+ ¢’y non proportionnels. Ainsi, par combinaisons linéaires,
I contient tous les éléments de la forme px + yy, c’est-a-dire I'idéal (x,y). Il est
maximal (tout autre élément est inversible), donc le seul idéal de A non principal
est (x,9).

Solution de Uexercice 3.3.4. — On constate qu'un polynéme multiple de U? + V3
est dans le noyau de ¢. Réciproquement, si ¢(P) = 0, effectuons la division eu-
clidienne de P par U? 4+ V? dans K[V][U]. On trouve deux polynémes Py et
P3 € K[U, V], avec P3 = 0 ou degy; P3 < 2 tels que

P(U,V) = (U2 4+ V3Py(U,V) + P3(U, V).

On écrit P3(U,V) = A(V)+UB(V), et on a donc ¢(P) = A(—X?)+X*B(-X?) = 0.
Nécessairement, en considérant les parties paires et impaires de ¢(P), on trouve
que A = B = 0. Autrement dit, Kerp = (U? + V?).

Soit P = Zai,jUiVj. On voit que ¢(P) = Zai,j(—l)fXg”Qj. Tous les degrés > 2

i,

sont possibles, si bien que I'image de ¢ est tzormée des polynomes dont le terme
de degré 1 est nul. Notons A = J¢. C’est un sous-anneau de K[X] qui est integre,
donc A est integre.

Son corps des fractions est un sous-corps de K(X). Pour montrer que c’est
K(X) lui-méme, il suffit de montrer que X y appartient. Or, X = X3/X? =

—p(U)/p(V).
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Solution de lexercice 3.3.5. — a) Soit a/s et b/t deux élémentsde S—1A de produit
nul. Il existe ainsi u € S tel que u(ab) = 0. Comme A est integre et u # 0, ab = 0.
Ainsi, a =0 ou b = 0 et donc a/s = 0 ou b/t = 0. L’anneau S~ !A est integre.

b) Soita/s € S—1A un élément nilpotent. Il existe alors ¢ € S tel que ta" = 0.
Cela implique que (ta)" = 0, donc que fa est nilpotent. Comme A est réduit,
ta =0, d’ott a/s = 0 dans S7'A, et ST!A est réduit.

¢) Soit a/s un élément nilpotent de S™'A. Cela signifie qu’il existe n > 0 et
t € S tel que ta" = 0. A fortiori, ta est nilpotent dans A. Autrement dit, tout
élément nilpotent de S'A est multiple de I'image d’un élément nilpotent de
A par un élément de S (qui est inversible dans S™!A). Il en résulte que I’idéal
engendré par f(r(A)) contient r(S™1A). L’autre inclusion est évidente.






4 Idéaux premiers, maximaux

La premiere partie de cette lecon est consacrée aux notions d’idéaux premiers et maxi-
maux. Ces notions généralisent le concept classique de nombre premier. Leur impor-
tance est apparue au X1x° siecle avec les travaux de KUMMER en arithmétique.

Dans la seconde partie, on introduit le langage de la géométrie algébrique et on dé-
montre le théoreme des zéros de HILBERT.

4.1. Idéaux premiers, idéaux maximaux

La notion d’idéal premier généralise celle de nombre premier. En effet, par
définition d’'un nombre premier, si un produit d’entiers ab est multiple de p, a ou
b est multiple de p. Cela amene a la définition :

DEFINITION 4.1.1. — Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On dit que 1 est un
idéal premier s7l vérifie les propriétés :
-1#£A;

— sia et b sont deux éléments de A tels que ab € 1, alors ou bien a € 1, ou bien b € 1.

La condition I # A est analogue a la convention qui dit que 1 n’est pas un
nombre premier. Par ailleurs, la seconde condition s’utilise parfois sous la forme
équivalente (contraposée) : si a et b sont deux éléments de A n’appartenant pas a I,
alors leur produit ab n’appartient pas a 1.

Remarque 4.1.2. — Un idéal I de A est premier si et seulement si A \ I est une
partie multiplicative.

THEOREME 4.1.3. — Un idéal 1 d’un anneau A est premier si et seulement si l'anneau
quotient A/1 est integre.

Démonstration. — Dire que A/I est integre signifie d’abord que A/I # 0, c’est-
a-dire que I # A, et ensuite que si un produit xy d’éléments de A/I est nul,
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alors x ou y est nul. Ecrivons x = cl(a) et y = cl(b) avec a et b dans A. Comme
xy = cl(a) cl(b) = cl(ab), xy = 0 équivaut a ab € I. O

Exemples 4.1.4. — a) L’'idéal (0) d’'un anneau A est premier si et seulement si A
est integre.

b) Il a été démontré dans I’exercice 3.3.2 que pour tout n > 1, 'anneau Z/nZ
est integre si et seulement si n est premier. Comme Z est integre, les idéaux pre-
miers de Z sont donc, d’une part I'idéal (0), et d’autre part les idéaux (p) ou p
parcourt I’ensemble des nombres premiers.

c) Si k est un corps, les idéaux (X) et (X,Y) de k[X,Y] sont premiers (cf.
I'exercice 3.3.1).

PROPOSITION 4.1.5. — Soit [ : A — B un homomorphisme d’anneaux. Si 1 est un idéal
premier de B, f1(1) est un idéal premier de A.

Démonstration. — Premiere méthode (naive). Comme f(1) = 1 n’appartient pas a I,
1 & f~1(1) et f71(I) # A. D’autre part, soit a et b deux éléments de A tels que
ab € f~1(I). On a ainsi f(ab) = f(a)f(b) € I. Comme I est supposé premier,
f(a) eTou f(b) €1, ce qui signifie a € f~1(I) oube f~1(I).

Seconde méthode. 1.idéal f~!(I) est le noyau de I’homomorphisme composé
A — B — B/I. On en déduit un homomorphisme injectif A/ f~1(I) — B/I
et A/f~1(I) est isomorphe a un sous-anneau de B/I. Comme un sous-anneau
d’un anneau intégre est intégre et comme B/I est intégre, A/ f~1(I) est intégre.
L’idéal f~1(I) est donc premier. [l

DEFINITION 4.1.6. — Soit A un anneau. Un idéal 1 de A est dit maximal sl est distinct
de A et si les seuls idéaux de A qui contiennent I sont 1 et A.

On remarquera que cela signifie que I est un élément maximal de I’ensemble
des idéaux de A distincts de A pour la relation d’ordre donnée par I'inclusion.

Comme pour les idéaux premiers, on peut donner une caractérisation des
idéaux maximaux en termes de quotients.

THEOREME 4.1.7. — Un idéal 1 d’un anneau A est maximal si et seulement si Uanneau
quotient A/1 est un corps.

Démonstration. — Supposons que A/I est un corps. Comme I’anneau nul n’est pas
un corps, A/I # 0 et I # A. Soit d’autre part un idéal | de A contenant I. Si | # I,
il existe ainsi @ € J \ I. Sa classe cl(a) € A/I est donc non nulle, donc inversible
puisque A/I est un corps. Soit b € A tel que cl(a) cl(b) =1.Onadoncab—1 €1
etcomme a € |, 1 =ab— (ab— 1) € ]. Par suite, ] = A.

Montrons réciproquement que si I # A etsi toutidéal de A contenant I est égal
alouA,alors A/I est un corps. Déja, A/I est non nul. Si maintenant x € A/I est
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non nul, il existe a € A tel que x = cl(a), etl'on a a € I. L’idéal I 4 (a) contient
I'; comme il contient a, il est distinct de I. Par hypothese, on a donc I + (a) = A,
ce qui signifie qu’il existe b € I et ¢ € A tels que 1 = b + ac. Alors, dans 'anneau
A/l,onal = cl(l) = cl(b+ ac) = cl(a) cl(c) = xcl(c), ce qui prouve que x est

inversible dans A/I. U]
Exemple 4.1.8. — a) L’idéal (0) d’un anneau A n’est maximal que si A est un
corps.

b) Un idéal maximal est nécessairement premier.

c) Les idéaux maximaux de Z sont les idéaux (p) avec p premier. En effet,
I'idéal (0) n’est pas maximal puisque Z n’est pas un corps. D’autre part, si p est
un nombre premier, I’'anneau Z/pZ est un corps d’apres I'exercice 3.3.2. On le
note F.

Remarque 4.1.9. — Ainsi, si K est un corps de caractéristique p, le sous-corps pre-
mier de K est isomorphe a Fj.

THEOREME 4.1.10 (Krull). — Tout anneau non nul possede au moins un idéal maxi-
mal.

En particulier, tout anneau non nul possede au moins un idéal premier.

Démonstration. — La preuve repose sur le lemme de Zorn. Soit A un anneau non
nul et notons .# l’ensemble des idéaux de A distincts de A. On munit .¢ de
I’ordre donné par I'inclusion.

L’ensemble .# estinductif. Tout d’abord, il est non vide puisque (0) est un idéal
de A distinct de A. D’autre part, si (I;)scs est une famille (non vide) totalement
ordonnée d’idéaux de A distincts de A et montrons qu’elle admet un majorant

dans .#, a savoir I'idéal J I;. En effet, I = [JI; est bien un idéal') :ona 0 € I
seS s
pour tout s € S, donc a fortiori 0 € I. Ensuite, si a € I et b € I, choisissons s et

t €S telsque a € Iy et b € I,. Que .# soit totalement ordonnée implique que
I; C I, ou I, C I;. Dans le premier cas, on a donc a € I; si bien que a + b € I; et
donc a + b € 1. Dans le second cas, on ade méme a+b c I, C 1. Enfin,sia €1 et
b e A, soit s tel que a € I;. On a ab € I; et donc ab € I. Ainsi, I est bien un idéal
de A ; il contient tous les I;. Reste a montrer qu’il appartient a .# c’est-a-dire que
I #A.Orsil =A, on aurait 1 € I;il existerait alors s € S tel que 1 € I ce qui
impliquerait Iy = A. Cette contradiction montre que I # A.

Le lemme de Zorn implique alors que .# posseéde un élément maximal. Soit m
un tel élément. C’est un idéal maximal : si I est un idéal contenant 11 et distinct

(1)Rappelons que la réunion d’une famille d’idéaux n’est pas en général un idéal, on utilise ici de
maniere cruciale le fait que la famille soit totalement ordonnée.
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de m, on ne peut avoir I € m puisque M est supposé maximal dans .#. Donc
I ¢ .7, ce quisignifie I = A. O

On peut appliquer ce théoreme dans deux situations étudiées au chapitre pré-
cédent, a savoir celui d’un anneau quotient et celui d’'un anneau localisé. On peut
tout d’abord compléter les propositions 3.1.3 et 3.2.11.

PROPOSITION 4.1.11. — Soit A un anneau.
a) Soit I un idéal de A et notons cl : A — A/1 la surjection canonique. La bijection
donnée par 1™ entre idéaux de A/1 et idéaux de A contenant 1 induit des bijections entre

— idéaux premiers de A/1 et idéaux premiers de A contenant 1 ;
— idéaux maximaux de A/1 et idéaux maximaux de A contenant 1.

b) Soit S une partie multiplicative de A et i : A — S~LA Uhomomorphisme canonique.
Si 7 est un idéal premier de STIA, Uidéal 1 = i~1(F) est lunique idéal premier de A
disjoint de S tel que ISTIA = .7 .

Démonstration. — a) Soit | un idéal de A contenant I. Il faut montrer que J est
premier (resp. maximal) si et seulement si J/I I'est. Or, on a démontré dans la
proposition 3.1.4 que A/J est isomorphe a (A/I)/(J/1). En vertu des criteres
(théorémes 4.1.3 et 4.1.7) sur 'anneau quotient pour qu’un idéal soit premier
(resp. maximal), I'idéal J/I est premier (resp. maximal) dans A/I si et seulement
I’idéal J est premier (resp. maximal) dans A.

b) On a démontré dans la proposition 3.2.11 que I'idéal I vérifie IST!A = .7,
D’autre part, il est premier d’apres la proposition 4.1.5. De plus, il est disjoint de
S:siscl,s/1 e€.#.Comme s/l estinversible dans S™!A, on a alors . = A ce
qui est absurde.

Il suffit donc de montrer que c’est le seul idéal premier ayant ces propriétés.
Soit J un idéal premier disjoint de S tel que JS™!A = .# = IS7!A et montrons que
I =]J. Soit a € J. Alors, a/1 appartient a .#, donc il existe x € I et s € S tel que
a/1 = x/s. Par suite, il existe ¢ € S tel que ¢sa = tx, donc (¢s)a € I. Comme ¢s € S,
ts ¢ I et comme I est premier, a € I. Ainsi | C I. L’autre inclusion se démontre de
méme par symétrie. [

On en déduit le résultat suivant :

COROLLAIRE 4.1.12. — Soit A un anneau.
a) Si 1 est un idéal de A distinct de A, il existe un idéal maximal m de A contenant 1.

b) Si S est une partie multiplicative de A ne contenant pas 0, il existe un idéal premier
de A disjoint de S.

Démonstration. — a) Comme I # A, 'anneau A/I est non nul et possede donc un
idéal maximal. D’apres la proposition précédente, celui-ci est de la forme m/I ou
m est un idéal maximal de A contenant I.
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b) Comme 0 ¢ S, I'anneau localisé S~'A n’est pas ’'anneau nul. Soit n1 un idéal
maximal de S7'A. Son image réciproque i~!(m) dans A par I’'homomorphisme
canonique i : A — ST'A est alors un idéal premier I de A disjoint de S. O

Un autre corollaire est la caractérisation suivante des éléments inversible d’un
anneau.

PROPOSITION 4.1.13. — Soit A un anneau. Un élément a € A est inversible si et seule-
ment st il n’appartient a aucun idéal maximal de A.

Démonstration. — Supposons que a est inversible. Alors, (a) = A et le seul idéal
de A contenant a est égal a A lui-méme. Par suite, ¢ ne peut appartenir a aucun
idéal maximal de A.

Réciproquement, si a n’est pas inversible, (a) # A. D’apres le corollaire précé-
dent, il existe un idéal maximal m de A contenant I'idéal (a). On a donc a € n1.

]

On peut aussi en déduire une formule intéressante concernant le radical d’un
idéal.

THEOREME 4.1.14. — Soit A un anneau et soit 1 un idéal de A. Alors,
Vi=(»
ol

ou lintersection est prise sur l'ensemble des idéaux premiers de A qui contiennent 1.
En particulier, le nilradical de A est Uintersection de ses idéaux premiers.

Démonstration. — On commence par montrer I'inclusion facile selon laquelle VT
est contenu dans tout idéal premier de A qui contient I. Soit donc p un tel idéal
premier. Soit a € V/I. Il existe ainsi n > 1 tel que " € I et donc a” € p. Comme p
est premier, a € p.

L’autre inclusion est plus difficile. Si ¢ est un élément de A\ \/i, il faut montrer
qu’il existe un idéal premier de A contenant I mais ne contenant pas a. Soit
cl : A — A/I ’'homomorphisme canonique. Dire que a ¢ V1 signifie que pour
tout n > 1, a" € I, ou encore cl(a)" # 0 dans A/I. Ainsi, cl(a) n’est pas nilpotent
dans A/I. Soit S la famille multiplicative S = {l;a;aQ;...} dans A. La famille
T = cl(S) = {1;cl(a);cl(a)?;...} estalors une famille multiplicative de A/I et elle
ne contient pas 0. Il en résulte que I'anneau T~!(A/I) posséde un idéal maximal
nt. Considérons ’homomorphisme composé A — A/I — T~!(A/I). L'image
réciproque de 1 dans A/I est un idéal premier de A/I disjoint de T. L’image
réciproque de m dans A est ainsi idéal premier p de A contenant I disjoint de S.
Comme a €S, a & p. ]
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4.2. Le théoreme des zéros de Hilbert

On s’intéresse maintenant aux idéaux des anneaux de polynomes, et notam-
ment a leurs idéaux premiers ou maximaux.

Exemple 4.2.1. — Tout idéal non nul de 'anneau C[X] est de la forme (P) pour
un unique polynéme unitaire P. Parmi ceux-ci, les idéaux premiers sont les (X—a)
pour a € C; ils sont aussi maximaux. L'idéal nul est premier mais non maximal.

Démonstration. — On va utiliser un argument de division euclidienne, comme
dans I’exemple 2.2.6. Soit I un idéal non nul de C[X]. Soit P un polynome non
nul unitaire appartenant a I de degré minimal. On va montrer que I = (P). En
effet, si Q € I, il existe par division euclidienne des polynomes R et S € C[X]
tels que Q = PR + S avec degS < degP. Alors S = Q — PR € I et I'inégalité
degS < degP implique que S = 0. On a donc Q = PR € (P).

L’unicité du générateur unitaire P estfacile. Si (P) = (Q) pour deux polynémes
unitaires P et Q, on peut écrire P = QA et Q = PB pour deux polynoémes A et
B. On a alors degA = degP — degQ > 0 et degB = degQ — degP > 0, d’ou
degP = degQ, etle fait que A et B sont constants. Comme P et QQ sont tous deux
unitaires, A=B=1etP=0Q.

Soit maintenant I = (P) un idéal premier de G[X]. Soit P = ﬂ (X —aj) la

=1
décomposition de P en produit de facteurs du premier degré (on]utilise ici que
C est algébriquementclos). Sin=1,P=X —qa; et = (X —ay). Sinon, si n > 1,

X—a; & (P) et InI (X —aj) & (P) alors que (X —ay) In] (X —aj) = P appartient a
j=2 j=2

(P). Cela contredit le fait que I est premier.

Réciproquement, si a € G, I'idéal (X — a) est premier, et méme maximal. En
effet, 'application C[X] — C telle que P +— P(a) est surjectif et a pour noyau
(X = a). On a ainsi un homomorphisme injectif et surjectif C[X]/(X —a) — C.
C’est donc un isomorphisme et I'idéal (X — a) est maximal. [

De ce résultat, va surtout se généraliser la description des idéaux maximaux.

THEOREME 4.2.2 (Théoréme des zéros de Hilbert). — Soit n > 1 et soit I un idéal
maximal de Uanneau C[X1,...,X,]. Il existe alors un unique élément (ay,...,a,) € C"
tel quel = (X1 —ay,..., Xy —ay).

Démonstration. — L’anneau C[Xj,...,X,] est une C-algebre et sa dimension en
tant que C-espace vectoriel est infinie dénombrable. En effet, il admet comme
base la famille des monomes X”ll1 ... X;" indexée par N”, donc dénombrable. A
Jortiori, 'anneau quotient K = CG[X{,...,X,]/I est une C-algebre de dimension
finie ou dénombrable.
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Considérons ’'homomorphisme de C-algebres composé
p:C[X1] — C[Xy,...,X,] — C[Xy,.... X, ]/T=K.

Comme I est maximal, K est un corps. Si ¢ est injectif, il s’étend en une injec-
tion du corps des fractions de C[X;] dans le corps K. On aurait ainsi une sous-
C-algebre de K isomorphe a C(Xj), le corps des fractions rationnelles en une
indéterminée. Or, ce corps admet la famille libre formée des 1/(X — a) pour a
parcourant C. Comme le corps C est non dénombrable, CG(X;) est un C-espace
vectoriel de dimension non dénombrable. Par suite, K contient un sous-C-espace
vectoriel de dimension non dénombrable, ce qui est absurde. Donc ¢ n’est pas
injectif.

Comme K est un corps, il est integre et le noyau de ¢ est un idéal premier de
C[Xj]. D’apres I’exemple précédent, il existe a; € C tel que ¢(X; —a1) = 0. On
adonc X; —ay €1.

Le méme argument appliqué a Xo,...,X, montre qu’il existe ao,...,a,
dans C tels que Xo — a9 € I, ..., X, —a, € I. L'idéal I contient ainsi I'idéal
Xy —ay,.... X, —ay).

Pour conclure, il faut montrer que cet idéal est bien maximal. Or, '’homomor-
phisme 6 de C-algebres d’évaluation en (ay,...,ay,)

0: C[X1,....Xy] =G, P—P(ag,...,ay)

est surjectif. Son noyau | est un idéal maximal puisque # induit un isomorphisme
C[Xy,...,X,]/].

I1 est clair que ] contient les polynomes Xy — ay, ..., X, — a,. Réciproquement,
si P € J, c’est-a-dire si P(ay,...,a,) = 0, effectuons la division euclidienne de P
par X — a; en raisonnant dans G[Xo,...,X,][X;]. Il existe alors des polynomes

Q et R dans C[Xy,...,X,] tels que P = (X —a1)Q + R et le degré de R en
Xj est nul, c’est-a-dire que R ne dépend pas de Xj. Alors, R(ag,...,a,) = 0 et
par récurrence, R appartient a (X9 — ao,...,X, — a,). Par suite, P appartient a
(X1—ay,...,X,—ay). Ainsi, | = (X1 —ay,...,X,—ay) et 0 induit un isomorphisme
C[X1,...,X,]/] ~ C ce qui prouve que ] est maximal.

Enfin, I'unicité de la famille (ay,...,a,) € C" provient du fait que les idéaux
(X1 —ay,..., X, — ay) sont maximaux. Si en effet X; — 01 appartient a I'idéal
maximal I = (X; —ay,...,X, —ay,), on aalors by —a; € 1. Si by # a1, by — a; est
inversible, I = C[Xj,...,X,] ce qui est absurde. Donc b1 = a;. [

Ce théoréme est a la base d’'une correspondance admirable entre certains
idéaux de C[Xy,...,X,] et certaines parties de C".

DEFINITION 4.2.3. — Un ensemble algébrique est une partie de C* de la forme

Z(S) ={(a1,...,a,) € C"; pour tout P € S, P(ay,...,a,) =0},
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ou S est une partie de G[Xq,...,X,].

PROPOSITION 4.2.4. — a) SiSC S, Z(S) c Z(S).

b) L'ensemble vide et C" sont des ensembles algébriques.

¢) Si (S) est lidéal engendré par S dans C[X1,...,X,], on a Z((S)) = Z(S).

d) Lintersection d’une famille d’ensembles algébriques, la réunion de deux ensembles algé-
brques sont des ensembles algébriques.

e) Si 1 est un idéal de C[X1,...,X,], Z (1) = Z (V).

Démonstration. — a) Soit (ay,...,a,) € Z(S') et montrons que (aj,...,a,) €
Z(S).Si P €8S, on doit montrer que P(ay,...,a,), ce qui est vrai puisque P € S.
b) Ona @ = Z({1}) (le polynéme constant 1 ne s’annule en aucun point de
C") et C" = Z({0}) (le polynéme nul s’annule partout).
c) Comme S C (S), ona Z'((S)) C Z(S). Réciproquement, soit (ay,...,a,) €
Z (S) etmontrons que (ag,...,a,) € Z((S)).Soit P € (S) ; il existe des polyndmes
P, € Set Q € C[Xy,...,X,] tels que P = Y P,Q;. Alors,

P(ay,...,ay) = D Ps(ar,...,a,)Q (a1, ...,a,) =0
S

etdonc (ay,...,a,) € Z((S)).
d) Soit (Z;) une famille d’ensembles algébriques et pour tout j, S; une partie
de C[X{,...,X,] telle que Z; = Z°(S;). Nous allons montrer que

Zs)=2Usy-
J J

En effet, dire que (a1,...,a,) appartient a [ Z°(S;), c’est dire que pour tout

J
Jj ettout P € S;, P(ay,...,a,) = 0. C’est donc dire que pour tout P € Us;.
J
P(a1,...,ay) = 0, ce qui équivaut a (a1,...,a,) € Z°(JS;).
J

Soit S et S’ deux parties de C[Xj,...,X,]. Soit T = {PP'; P € S, P’ € §'}. On
va montrer que Z(S) U Z(S) = Z(T). Si en effet (a,...,a,) € Z(S)
et Q € T, on peut écrire Q = PP’ avec P € S et PP € S'. Alors,
Q(ay,...,ay) = Play,...,ay)P (a1,...,ay) = 0 puisque (aj,...,a,) € Z(S).
Autrement dit, Z(S) c Z(T). De méme, Z(S) c Z(T) et donc
Z(S)uZ (S c Z(T).Réciproquement, soit (ay,...,a,) € Z(T). Pour montrer
que (ai,...,ay) € Z(S)U Z(S), il suffit de montre que si (ai,...,a,) & Z(S),
alors (a1,...,a,) € Z(S). Or, si (a1,...,a,) & Z(S), il existe un polynéme
P’ € § tel que P'(ay,...,ay,) # 0. Alors, pour tout P € S, PP € T, d’ou
(PP (a1,...,a,) =0 =P(ay,...,a,)P (a1,...,a,) etdonc P(ay,...,a,) =0, ainsi
qu’il fallait démontrer.



4.9. LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT 51

e) Comme I ¢ VI, on a Z (V1) ¢ Z(I). Réciproquement, soit (ay,...,a,) €
Z1).SiPe V1, soit m > 1 tel que P" € 1. On a alors P"(ay,...,a,) = 0, d’ou
P(ay,...,a,) =0 et (a,...,a,) € Z (V). O

Remarque 4.2.5 (pour les férus de topologie). — La proposition précédente peut
s’interpréter en disant qu’il existe une topologie sur C" dont les fermés sont les
ensembles algébriques. Cette topologie est appelée topologie de Zariski.

Voila le premier sens de la correspondance : a tout idéal I de C[Xj,...,X,] on
associe I’ensemble algébrique Z'(I). Une reformulation du théoréme des zéros
de Hilbert est la suivante :

THEOREME 4.2.6. — Si I est un idéal de C[Xq,...,X,] distinct de C[X1,...,X,],
Uensemble algébrique Z (1) est non vide.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal contenant I. D’apres le théoreme des
zéros, il existe (ai,...,a,) € C" tel que m = (X — ay,...,X, — a,). Par suite, si
P €1, P appartienta m et P(ay,...,a,) = 0. Ainsi, (aj,...,a,) appartient a 2 (I)
qui est donc non vide. [

Dans I’autre sens, a toute partie de C" est associée un idéal.

DEFINITION 4.2.7. — Soit V une partie de C". On définit une partie
J (V) ={P € C[Xy,...,Xy]; pour tout (a1,...,a,) €V, P(ay,...,ay) =0}.

PROPOSITION 4.2.8. — a) Pour tout V.C C", F (V) est un idéal tel que ¥ (V) =
7).
b)SiVCV, (V) C.7WV).
¢) SiV et V' sont deux parties de C", on a . (VUV') = (V)N I (V).

Démonstration. — a) En fait, .7 (V) est I'intersection des noyaux des morphismes
d’évaluation aux (aq,...,a,) € V. C’est donc un idéal.

b) Soit P € # (V). Si (a1,...,ay) € V, comme V C V', P(ay,...,a;) = 0 et
Pe 7(V).

¢) Cela découle de la définition. Un polynéme P appartient a .& (V U V') si et
seulement s’il s’annule en tout point de V et de V. [

PROPOSITION 4.2.9. — a) Pour tout idéal 1 de C[Xy,...,X,], onal C Z(Z(1)).
b) Pour toute partieV de C", on aV C Z (I (V)).

Démonstration. — a) Soit P € 1 et montrons P € #(Z(1)). Pour cela, il faut
montrer que P s’annule en tout point de Z(I). Or, si (a1,...,a,) € Z(I), on a
P(ay,...,ay) puisque P € I.
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b) Soit (ai,...,a,) € V et montrons que (ay,...,a,) appartient a 2 (.7 (V)).
I1 faut donc motnrer que pour tout P € #(V), P(ay,...,a,) = 0. Mais c’est clair
puisque (aj,...,a,) € V. O]

Nous allons utiliser le théoréme des zéros de Hilbert pour démontrer le théo-
réeme suivant.

THEOREME 4.2.10. — Si I est un idéal de C[Xq,...,X,], ona

F(Z (1) = VI|

Avant d’en donner la démonstration, montrons qu’il donne lieu a une bijection
entre ensembles algébriques et idéaux égaux a leur racine.

COROLLAIRE 4.2.11. — Les applications V. +— S (V) et 1 — Z (1) définissent des

bijections réciproques l'une de Uautre entre ensembles algébriques de C" et idéaux 1 de
C[Xy,...,X,] tels que I = V1.

Démonstration du corollaire. — Soit 1 un idéal de C[Xj,...,X,] tel que I = V1.
D’apres le théoreme précédent,

F(ZM) =VI=L

Soit maintenant V un ensemble algébrique et I un idéal tel que V= 2Z(I). On
a alors
V) =I(ZQ) =VI
d’ou encore
V=20 =2WVI)=2ZINV).

Le corollaire est ainsi établi. O]

Démonstration du théoréme. — L’inclusion VI C . (2 (1)) est facile. Si P € V/1, soit
m > 1 tel que P" € I. Alors, si (ai,...,a,) € Z(I), P"(ay,...,a,) = 0 d’ou
P(ay,...,ay,) = 0.1l en résulte que P € 7/ (Z (I)).

Réciproquement, soit P un polynome de .#(Z(I)). On veut montrer qu’il
existe m > 1 tel que P" € I. Considérons 'idéal | de C[Xj,...,X,,T] engen-
dré par I et par le polynome 1 — TP. On a Z°(J) = (. En effet, si (a1,...,a,,t) €

C"+! appartient a 2 (J), on doit avoir Q(ay,...,a,) = 0 pour tout polynéme
QelcC[Xy,....X,] c C[Xy,...,X,,T], etdonc (ai,...,a,) € Z(I). On doit
aussi avoir 1 — tP(aq,...,a,) = 0. Mais P € I, donc P(ay,...,a,) =0 etl’on a une

contradiction (1 = 0).
D’apres le théoréme des zéros, | = C[X],...,X,, T] etil existe des polynomes
Q; eI, R e C[Xy,...,X,,T] et R € C[Xy,...,X,,T] tels que

1= (1-TP)R+ ¥ QR,.
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C’est une égalité de polynomes dans C[Xy,...,X,, T]. On peut y substituer T =
1/P pour obtenir une égalité de fractions rationnelles dans C(Xy,...,X,) :

1= QX1 X)) Ri(Xr, o, Xy, 1/P(Xa, -, X))

Il convient alors d’écrire pour tout ¢

M
Ri(X1,.... Xy, T) = D Rin(Xy,...,X,)T"
m=0
pour un certain entier M > 1 (le méme pour tous les i). En multipliant par PM,
on en déduit la relation

M
P(Xp,...X)M =3 3 Q(Xp, . X)) R (Xp, -, X)) (X, X)) M,
i m=0
relation valable de nouveau dans I’anneau des polynomes C[Xj,...,X;]. Comme
les Q; appartiennent a I, cette relation montre que PM appartient a I et donc

P e VI O

4.3. Exercices

Exercice 4.3.1. — Etant donné un idéal I de A, on note VI son radical (ou sa
racine). Soient I, J et L des idéaux de A. Démontrer les assertions suivantes :

a) sil est contenu dans J, V1 est contenu dans \ﬂ;

b) ona . I-J=,/INJ;

c) ona m % \/j ;

d VVI=Vi;

e) sip estun idéal premierde A,ona /b =p;

f) onaVi4+/Jc/I+];
g) onaI+]=+/VI+/J;

h) ona

VIN) +(INL) =y/INn(J+L);
i) Soient (P;)1<i<n, n idéaux premiers de A. On suppose que I est contenu
dans I'intersection des p; et que cette intersection est contenue dans V1. Montrer
que 'on a I’égalité V1 = Np;.

Exercice 4.3.2. — Supposons que A soit un produit fini d’anneaux A; : on a A =
Al x -+ X Ay
a) Montrer que les idéaux de A sont de la forme I} x --- x I, ou les I; sont

des idéaux de A.
b) Déterminer les idéaux premiers et maximaux de A.
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c¢) Supposons de plus que les A; soient des corps. Montrer que A n’a qu’un
nombre fini d’idéaux.

Exercice 4.3.3. — Soient P un idéal premier de A, et (I)1<k<, n idéaux de A. On

suppose que p contient I'idéal produit [] I;. Montrer que p contient I’'un des
1<k<n

idéaux Ij.

Exercice 4.3.4. — Soient (;)1<i<, n idéaux premiers de A. Soit I un idéal de A

contenu dans la réunion des idéaux p;. Montrer que I est contenu dans I'un des

Di.

Exercice 4.3.5. — Soit A un anneau integre et p un idéal premier principal non
nul. Soit I un idéal principal de A contenant p. Montrer que I = A ou I = p.

Exercice 4.3.6. — a) Soient I et J deux idéaux comaximaux de A. Montrer que
I'onal:]J =1 Soit L un idéal tel que I-L soit contenu dans J. Montrer que L est
contenu dans J.

b) Soient p et q deux idéaux premiers de A dont aucun n’est inclus dans
I'autre. Montrer que p : q =p et q : p = q. Si K est un corps, donner un exemple
de deux idéaux premiers de K[X,Y] dont aucun n’est contenu dans I’autre et qui
ne sont pas comaximaux.

¢) Soit ¢ un élément de A non diviseur de zéro de A. on suppose que (a) est
un idéal premier et que 'on a (¢) =1-]J ou I et J sont deux idéaux de A. Montrer
que 'on a I = A ou bien J = A. (Indication : commencer par prouver que 1 = (a) ou

J=1(a).)

Exercice 4.3.7. — On dit qu’un anneau est local s’il n’a qu’un seul idéal maximal.
a) Montrer qu'un anneau est local si et seulement si I’ensemble de ses élé-
ments non inversibles est un idéal
b) Soit A un anneau et p un idéal premier de A. Soit Ay 'anneau localisé de
A par rapport a la partie multiplicative A\ p. Montrer que Ay est un anneau local,
d’idéal maximal pAy.

Exercice 4.3.8. — On dira qu'une partie S de A estsaturée si xy € S implique x € S
etyeS.

a) Montrer qu'une partie S de A est multiplicative et saturée si et seulement
A\ S est réunion d’idéaux premiers de A.

b) Soit S une partie multiplicative de A. Soit S ’ensemble des x € A pour
lesquels il existe y € A tel que xy € S. Montrer que S est la plus petite partie
multiplicative saturée contenant S.

c¢) Montrer que A\ S est la réunion des idéaux premiers de A disjoints de S.
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d) Montrer que ’homomorphisme canonique

S'A - S7IA
est un isomorphisme.
Exercice 4.3.9 (Anneaux de Jacobson). — Si A est un anneau, on note J(A) =
(| b (nilradical) et J(A) = (| m (radical de Jacobson).
P premier m maximal

a) Montrer I’équivalence de :

(1) Tout idéal premier est intersection d’idéaux maximaux.
(2) Pour tout quotient B de A on a ¥t(B) = J(B).

On dit alors que A est un anneau de Jacobson.

b) Montrer que C[Xj,...,X,] est un anneau de Jacobson. (Utiliser le théoreme
des zéros de Hilbert.)
Exercice 4.3.10. — Soit A un anneau et 3§ I'intersection des idéaux maximaux de A

(radical de Jacobson). Montrer qu’un élément a € A appartient a 3 si et seule-
ment si pour tout x € A, 1 — ax est inversible.

Exercice 4.3.11. — Soient P,Q,R trois polynomes de C[xj,...,x,]. On suppose
que P estirréductible et que R n’est pas multiple de P. On suppose que pout tout
a € C" tel que P(a) = 0 et Q(a) # 0, alors R(a) = 0. Montrer que Q est multiple
de P.

4.4. Solutions

Solution de lexercice 4.3.1. — a) Soit x € V1. 1l existe n > 1 tel que x" € I, mais
comme I C J, x" €], et donc x € \/j

b) D’aprésle a) de I'exercice 2.5.4, onal-J C INJ, etdonc 1/I-J C /IN]J.
Réciproquement, si x € m, il existe n > 1 tel que x" € 1N J. Alors, x*" =
x"-x" €1-],si bien que x € \/T-].

¢) OnalNn] clI,donc m c V1, et de méme pour J, soit m C \/iﬂ\/j
Dans l’'autre sens, si x € \/i N \/j, il existe n > 1 tel que x" € I et m > 1 tel que
x™e]J. Alors, "™ e1.JcIn]J,doux € /IN]J.

d) Comme VioI,ona \/ﬁ S V1. Dans lautre sens, soit x € \/ﬁ Il existe
donc n > 1 tel que ¥" € VI, ce qui signifie qu’il existe m > 1 tel que (x")" € L.
Comme (x")" = x"" et comme nm > 1, x € V1.

e) On adéjé /p D p. Réciproquement, si x € \/D, soit n > 1 minimal tel que
x" € p.Six &P, ce quisignifie n > 1, on peut écrire x" = x - x"~1. Comme p
est premier et que x € p,ona x" ! € p. Or, 1 < n—1 < n, ce qui contredit la
minimalité de n.
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f) Onalc I+],donc VIcC y/T+], etde méme pour J, si bien que \/i—i-\/j C

Vs3]

g) On ales inclusions

IcVICVI+Jc\VI+y],
d’ou l'on déduit que I+ J C \/\/i—|- \/jet donc
\/I-l-]C\/\/\/i—i-\/j:\/\/i-i-\/j-

Dans lautre sens, la question précédente donne VT + VJ € /T+], dou en
reprenant les racines,

VIV VIH] = VI+].

h)

VIN(J+L)=+I-J+L) d’apres b)

—VIJ+TL

d’apres ’exercice 2.5.4, question b)

— \/m +VI-L (question g)
= \/\/I N]+ VINL (question b)
=+ (ANJ)+ INL) (question g).

i) Comme I C (\p;,ona

Vicy/(w c ﬂ\/ﬁec) (¥
On a donc I’égalité.

Solution de Uexercice 4.3.2. — a) Commencons par étudier le cas n = 2. Nous en
déduirons le cas général par récurrence. Soit I un idéal de A. Notons I; et Iy les
images de I par les projections A; x Ag — Aj (resp. A X As — Ag). Montrons
que I; est un idéal de A;. Soient en effet x1, y; € I1 et A, u € A;. Alors,

il existe par définition x9 et yo € Ao tels que x = (x1,x9) € I et y = (y1,y2) € L.
Par suite, I contient I’élément

(4, 0)x + (1, 0)y = (A, 0) (x1, x2) + (1, 0) (y1, y2)
= (A1, 0) + (191, 0) = (Ax1 + pxe, 0),

ce qui prouve que Ax; + uy; € I1. De méme pour Is.
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Montrons maintenant que I = Ij x Is. Soit x = (x1,x9) € I. On a ainsi x; € Iy
et xo € Ip, d’ott x € 11 x Is. Dans l'autre sens, si (x1,x9) € I1 x Io, il existe y; tel
que (x1,y1) € I, et yo tel que (y92, x9) € I. Ainsi,

(x1,x2) = (1,0) - (x1,y1) + (0,1) - (y2,x2) € L

Lorsque n > 2, on procede par récurrence : les idéaux de Aj x Ag x -+ X Ay,
sont de la forme I; x J, ou I1 est un idéal de Aj et J un idéal de Ay x --- x A,,. Par
récurrence, J est de la forme Iy x --- x L,.

b) Soit I =1I; x --- x I, un idéal de A. L’anneau quotient A/I est alors égal
a (A/I1) x ... (A/I,). Un produit d’anneaux intégres n’est intégre que si tous les
anneaux sauf un seul sont nuls. (Quand n» = 2, on a (1,0) - (0,1) = (0,0) ; si
I’anneau

produit est integre, il faut que 15, =0 ou 1, =0.)

Ainsi, les idéaux premiers de A sont de la forme Ay x --- x ;... A, (tous les A;,
sauf en j, ou on a un idéal 1;).

Le quotient vaut A;/I;, ce qui implique que I; est premier dans A;. La
réciproque est claire, et les idéaux premiers de A sont donc de la forme
Ap xAg---xDjx--- x Ay, avec p; premier dans A,;.

Parmi ces idéaux premiers, ne sont maximaux que ceux tels que A;/p; est un
corps, c’est-a-dire p; maximal dans A;.

c¢) Un corps k n’a que deux idéaux : (0) et k tout entier. Ainsi, un produit
de corps k; x --- x k, a exactement 2" idéaux. Parmi ceux-ci, n sont premiers,
d’ailleurs maximaux.

Solution de Uexercice 4.3.3. — Supposons par ’absurde que p ne contient aucun
des I;. Il existe ainsi pour tout k£ un élément x; € I; tel que x; ¢ p. Comme
b est premier, le produit x = xj...x, n’appartient pas a p. Or, x € [[I; C b, ce
qui est une contradiction.

Solution de Uexercice 4.3.4. — Quitte a remplacer les p; par un sous-ensemble, il
n’est pas restrictif de supposer qu’aucun des p; n’est inclus dans un autre (sinon
on garde le plus grand, et on enléve le plus petit qui ne sert a rien).

Raisonnons alors par I’absurde : si I n’est contenu dans aucun p;, il existe pour
tout 7 un élément x; € I tel que x; & ;.

Comme p; ¢ p; pour j > 2, on peut trouver a; € Pg...P, tel que a1 & p;
(considérer b; € p; qui n’appartient pas a p; et faire le produit). De méme, pour
tout 1 <7 < n, on trouve a; ¢ p; tel que a; appartienne a tous les autres ;.

Considérons I’élément x = > a;x;. Comme x; € I pour tout 7, c’est un élément
de I.

Pourtant, comme p; est premier et que ni ¢; ni x; n’appartiennent a P, ayx;
n’appartient pas a p;. Etil est clair que agx9 + - - - + a,x, appartient a p; puisque
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tous les a; (¢ > 2) y appartiennent. Ainsi, x € P;. Le méme résultat vaut pour tout
i et x & |JDi, ce qui contredit I’hypothese que I C |J ;.
i

Solution de Uexercice 4.3.5. — On écrit p = (a). Soit I = (b) un idéal principal de
A contenant p. Comme (a) C (b), on peut écrire a = bu, avec u € A. Comme (a)
est premier, soit b € (a), soit u € (a). Dans le premier cas, I = p. Dans I'autre,
on peut écrire u = av, d’ou I'égalité a = abv et A étant intégre et a # 0, bv = 1.
L’élément b est inversible et I = A.

Solution de Uexercice 4.3.6. — a) On rappel que I : J est I’ensemble des éléments
a € A tels que af C I. Or, I et ] étant comaximaux, il existe u € I et v € | tels que
u+v=1.Ainsi,siav €l,onaa=au+av € Il etdonc I:]J C I. L’autre inclusion
est claire, si bien que I: J =1.

Soit L un idéal tel que I-L C J. Sia € L, onadonc al C ], soit a € J : I. D’apres
la premiére partie de la question (en échangeant les roles de I et J), a € J, d’ou
Lc].

b) Onadéap C b :q. Soit réciproquement a € p : . Ainsi, pour tout x € q,
ax € p. Comme ¢ n’est pas inclus dans P, on peut choisir x € q tel que x & p.
Alors, p étant premier, a € p, ce qu’il fallait démontrer.

L’autre assertion q : p = q est symétrique.

On prend I = (X) et ] = (Y). Ils sont premiers, non comaximaux et pourtant,
aucune des inclusions I C J et J] C I n’est vraie.

c) On a clairement (¢) C I et (a) C J. Supposons que I # (a) et ] # (a).
Il existe ainsi x € T ety € J tels que x ¢ (a) et y € (a). Alors leur produit
xy € -] C (a), contrairement a I’hypothése que (@) est un idéal premier. (On
vient de redémontrer le résultat de I’exercice 4.3.3 dans notre cas particulier.)

Supposons donc pour fixer les idées que I = (a) et prouvons que | = A. Comme
I.]J = (a), on peut écrire a = % x;yj, avec x; € I et y; € J. Ainsi, on écrit x; = ax;,

i=1

n
d’ou la relation a Y} xly; = a. Comme a n’est pas diviseur de 0 dans A, on peut
i=1
simplifier par a,

d’ou la relation
n

1= «xy

i=1
qui prouve que 1 € J, et donc que J = A.
Solution de l'exercice 4.3.7. — a) Soit A un anneau local et notons Nt son idéal

maximal. Montrons qu’'un élément x € A est inversible si et seulement si x ¢ nt.
En effet, si x € A est inversible, il ne peut pas appartenir a m qui est distinct de
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A. Réciproquement, si x € A n’est pas inversible, il appartient a un idéal maximal
de A, donc a m.

Dans I'autre sens, soit A un anneau tel que I’ensemble de ses éléments non
inversibles soit un idéal I. Comme un élément de A est inversible si et seulement si
il n’appartient a aucun idéal maximal, I est nécessairement la réunion des idéaux
maximaux de A. Soit alors 11 un idéal maximal de A. On a nt C I. Comme 11 est
maximal et I # A, m = I. Autrement dit, I est I'unique idéal maximal de A qui
est donc un anneau local.

b) Notons S la partie multiplicative A \ p. On sait que tout idéal strict (i.e.
distinct de I'idéal (1)) de Ay est de la forme IAp pour I un idéal de A disjoint
de S. Cela signifie donc I C p. Par suite, tout idéal strict de Ay est contenu dans
I'idéal strict pAp qui est donc nécessairement I'unique idéal maximal de Ay.

Solution de l'exercice 4.3.8. — a) Supposons que S = A\ |Jb;, pour des idéaux

premiers p; de A. Montrons que S est multiplicative. En effét, 1 €S.Soient x € S,
y € S, cela signifie que pour tout i, x ¢ p; ; alors, p; étant premier, xy ¢ p;, d’ou
xy € S. Montrons que S est saturée. Si xy € S, cela signifie que xy & p;, et il est
nécessaire que ni x, ni y n’appartienne a p;, d'ou x € Sety € S.

Réciproquement, soit S une partie multiplicative et saturée. Si a € S, on
cherche un idéal premier de A disjoint de S et contenant a. L'image de S
dans A/ (a) est encore une partie multiplicative, et comme S est saturée, elle ne
contient pas 0 :si x € SN (a), alors x = ay € S, d’ott @ € S. On sait alors qu’il
existe un idéal premier de A/(a) disjoint de I'image de S. (Ce fait intervient
dans la démonstration que le nilradical est I'intersection des idéaux premiers,
on prend un élément maximal parmi les idéaux disjoints de I'image de S et
on prouve que cet idéal est premier.) L’image réciproque dans A de cet idéal
premier de A/ (a) est alors un idéal premier de A disjoint de S et qui contient a.
Autrement dit, A \ S est réunion d’idéaux premiers.

b) Montrons que S est une partie multlphcatlve soient x et x’ dans S. Alors,
il existe y et y dans A tels que xy € S et ¥y’ € S. Comme S est une partie
multiplicative, on a ainsi xy(x’y’) € S, ce qui implique xy € S. Montrons ensuite
que S est une partie saturée : si xy € S, il existe « € A tel que xya € S. Alors,
x(ay) € S, ce qui implique x € S, et y(ax) €S,douyeS.

Enfin, soit T une partie multiplicative saturée qui contient S et montrons que
S c T. Soient en effet x € S, etac Atelque ax € S.Comme SC T, ax €T, et
comme T estsaturée, x € T.

c) D’aprés la premiére question, A\ S est la réunion des idéaux premiers
disjoints de S. Si un idéal premier est disjoint de S, il est a fortiori disjoint de S. Il
reste 4 prouver que si un idéal premier p est disjoint de S, il est disjoint de S. Or,
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six € pNS, il existe a € A tel que ax € S, et alors, ax € p NS, ce qui prouve que
b et S ne sont pas disjoints.
d) Montrons que ’homomorphisme

p:STIA - STIA

est injectif et surjectif. Soit x/y € S—1A, avec x € A et y € S; choisissons a € A
tel que ay € S. Alors, x/y = ax/ay est 'image d’un élément de S~!A, donc ¢ est
surjectif. Soit x/y € S™!A dont I'image dans S~IA est nulle. Il existe ainsi @ € S
tel que ax = 0. Si b € A est tel que ab € S, on a aussi abx = 0, ce qui prouve que
x/y = 0 dans S—1A, et donc @ est injectif.

Solution de Uexercice 4.3.9. — a) Supposons (i) et montrons (ii). Soit B = A/I un
quotient de A. On a comme toujours J(B) C J(B). Les idéaux premiers (resp.
maximaux) sont en bijection avec les idéaux premiers (resp. maximaux) de A qui
contiennent I. D’apres (i), si p est un idéal premier qui contient I, il est égal a une
intersection d’idéaux maximaux, qui contiennent nécessairement I. Finalement,
Jt(B) est une intersection d’idéaux maximaux qui contiennent I, donc contient
J(B). On a donc prouvé que I (B) = J(B).

Dans I'autre sens, supposons (ii) et soit p un idéal premier de A. Le radical
nilpotent de A/p est nul (car A/p est intégre). Donc le radical de Jacobson de

(] m=p.

mcp

A/D aussi, ce qui signifie que

Par suite, p est intersection d’idéaux maximaux et (i) est vérifié.
b) Soit p un idéal premier de C[Xj,...,X,]. Notons V I’ensemble algébrique
Z(p) qu’il définit. D’apres le théoreme des zéros, on a

=Vb=0

puisque p est premier. Or, ¥ (Z (D)) est 'ensemble des P € C[Xy,...,X,] tels
que pour tout (ai,...,a,) € V, P(ay,...,a,) = 0. C’est donc l'intersection des
idéaux maximaux de C[Xy,...,X,]| de la forme (X; — aj,...,X, — a,) avec
(a1,...,ay) € V. Par suite, p est intersection d’idéaux maximaux.

Solution de Uexercice 4.3.10. — Soit a un élément de J et soit x € A. On veut mon-
trer que 1 —ax est inversible. Soit 11 un idéal maximal de A. Comme ax appartient
agcmetl¢gm,]1— ax n’appartient pas a m. Ceci prouve que 1 — ax n’appar-
tient a aucun idéal maximal de A. Il est donc inversible.

Réciproquement, soit @ un élément de A n’appartenant pas a . Il existe alors
un idéal maximal m de A tel que a ¢ m. Par ’homomorphisme cl : A — A/m,
I'image cl(a) de a est non nulle. Comme 1 est un idéal maximal de A, A/nt est
un corps et cl(a) estinversible dans A/m. Il existe donc b € A tel que cl(a) cl(b) =
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1 dans A/m, c’est-a-dire 1 — ab € m. Par conséquent, 1 — ab n’est pas inversible et
il existe donc x € A (a savoir x = 0) tel que 1 — ax n’est pas inversible.

Solution de lUexercice 4.3.11. — L’hypotheése peut se retraduire en disant que si a €
C" vérifie P(a) = 0, alors Q(a) = 0 ou R(a) = 0, c’est-a-dire QR(a) = 0.
Autrement dit, 7' ((P)) € 7 ((QR)). D’apres le théoréeme des zéros de Hilbert,
v/ (QR) C /(P). Il existe en particulier un entier m tel que (QR)" € (P), i.e. P
divise (QR)™.

Comme P est irréductible et C[xy,...,x,] est un anneau factoriel, I'idéal (P)
est premier et P divise Q ou P divise R. Comme par hypothése P ne divise pas R,
P divise donc Q, cqfd.







Anneaux principaux,

factoriels

Comme Uindique son titre, ce chapitre est consacré aux anneaux principaux et facto-
riels. Par définition, dans un anneau principal, tout idéal est engendré par un seul
éléement. Les anneaux factoriels sont ceux qui donnent liew a une « décomposition en
Jacteurs premiers ».

On donne deux exemples d’application de ces notions. Lune, arithmétique et due a
FERMAT, concerne les nombres entiers qui sont de la forme a® + b, pour deux entiers
a et b. L'autre, géométrique, est un théoreme de BEZOUT concernant le nombre de
solutions communes a deux polynomes de CG[X,Y] sans facteur commun.

5.1. Définitions

DEFINITION 5.1.1. — On dit qu’un anneaw est principal s’ est intégre et si tous ses
idéaux sont principaux.

Exemples 5.1.2. — a) On a vu (exemples 2.2.6 et 4.2.1) que 'anneau des entiers
relatifs Z et 'anneau des polynomes en une indéterminée a coefficients dans un
corps k sont des anneaux principaux.

b) Soit k un corps. L’anneau k[X,Y] n’est pas principal. En effet, I'idéal (X,Y)
n’est pas principal.

Démonstration. — Soit par I'absurde P € k[X,Y] tel que (X,Y) = (P). 1l
existe alors Q et R dans k[X,Y] tels que X = PQ et Y = PR. En écrivant
P = ap(X) + a1 (X)Y 4 ... comme un polynéme en Y a coefficients dans k[X],
la relation X = PQ montre que degyP + degy, Q = 0, donc P ne fait pas
intervenir Y. De méme, la relation Y = PR montre que P ne fait pas intervenir X.
Finalement, P est un polynome constant, non nul et (P) = (1). Cela implique
qu’il existe A et B dans k[X,Y] tels que 1 = XA(X,Y) + YB(X,Y). Or, le terme
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constant du membre de droite est nul, tandis que celui du membre de gauche est
égal a 1. Cette contradiction montre que I'idéal (X,Y) n’est pas principal O]

Les deux exemples d’anneaux principaux que nous connaissons a présent sont
meéme des anneaux euclidiens.

PROPOSITION 5.1.8. — Soit A un anneaw intégre et ¢ : A\ {0} — N une fonction telle
que pour tous a et b dans A, avec b # 0, il existe q et v € A tels que

—a=bg+r;
—r=0o0up(r) <epb).
Alors, A est principal.

Démonstration. — On reprend les arguments des exemples 2.2.6 et 4.2.1. Soit I
un idéal de A dont on veut montrer qu’il est principal. Comme I’idéal nul est
principal, on peut supposer que I # {0}. Soit alors un élément ¢ € 1\ {0} un
élément tel que ¢(a) est minimal. On a bien sGr (a) C I, et on va montrer que
I = (a). Soit b un élément de I et choisissons ¢ et r tels que b = ag + r comme
dans I’énoncé. Si r # 0, on a ¢(r) < ¢(a), ce qui est absurde puisque r = b — aq
appartient a I. Donc r = 0 et b = aq € (a). Par suite, I = (a) ; tout idéal de A est
principal. Comme A est integre, A est principal. [

Exemple 5.1.4 (Anneau des entiers de Gaull). — L’anneau Z[i] engendré par Z et
¢ dans C est un anneau principal.

Démonstration. — L’ensemble des nombres complexes de la forme a + ib avec
(a,0) € Z? est un sous-anneau de C : il est stable par addition, soustraction et
multiplication puisque

(a+1b)(c+id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

C’est donc I'anneau Z[i] engendré par Z et ¢ dans C. Soit ¢ : Z[i] — N défini par
9(a+ib) = |a+ ib|]* = a® + b°.

Commencons par une remarque : soit z = x + iy un nombre complexe. Il existe
des entiers relatifs a et b tels que [x —a| < 1/2 et |y —b| < 1/2. Posons u = a+ib.
Alors, on a |z — u\Q <1/4+1/4=1/2.

Montrons maintenant que ¢ vérifie I’hypothése de la proposition. Soit a et b
deux éléments de Z[:i], b étant non nul. Soit z le nombre complexe a/b, et défi-
nissons ¢ le nombre complexe u obtenu comme dans la remarque et r = a — 0q.
Ce sont des éléments de Z[i]. Alors, on a

2 = Ja — bgf? = [B% | (a/b) — gI* < o[ /2 < [b]?

Par suite, ¢(r) < ¢(b).
La proposition précédente implique donc que Z[:¢] est un anneau principal. [l
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5.2. Anneaux factoriels

DEFINITION 5.2.1. — Soit A un anneau intégre. Un élément a de A est dit irréductible
s’il vérifie les propriétés sutvantes :

— a n'est pas inversible;

— si b et ¢ sont des éléments de A tels que a = bc, l'un des deux, b ou c, est inversible.

Exemples 5.2.2. — a) L’élément 0 n’est jamais irréductible : il s’écrit 0-0 et 0 n’est
pas inversible.

b) Un entier relatif est irréductible si et seulement s’il est un nombre premier
ou I'opposé d’un nombre premier.

¢) Soit k un corps. Dans I’anneau k[X], un polynome est irréductible s’il est de
degré > 1 ets’il ne s’écrit pas comme produit de deux polynomes de degrés > 1.

PROPOSITION 5.2.9. — Soit k un corps.

a) Dans Uanneau k[X], un polynome ayant une racine dans k est irréductible si et
seulement si il est de degré 1.

b) Un polynome de degré 2 ou 3 dans k[X] est irréductible si et seulement si il n’a pas
de racine dans k.

¢) Dans Uanneau C[X], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1. Dans
Uanneau R[X], les polynomes irréductibles sont les polynomes de degré 1 et les polynomes
du second degré sans racine réelle.

Démonstration. — a) Si un polynéome de degré 1 est un produit QR, on a
deg(Q) + deg(R) = 1 et nécessairement, I’'un des degrés deg(Q) ou deg(R) est
nul, ce qui signifie que Q ou R est inversible. Les polynomes de degré 1 sont
donc irréductibles.

Réciproquement, si P a une racine z dans k, on peut factoriser P = (X—2z)Q+R
avec degR < 1, c’est-a-dire R constant. On a alors P(z) = R(z) = 0, d’ou la
factorisation P = (X — 2)Q. Comme degQ = degP — 1, P n’est pas irréductible
des que degP > 2.

b) Soit maintenant P un polynome de degré 2 ou 3. S’il existe deux polynomes
non constants Q et R tels que P = QR, on a deg(Q) + deg(R) = deg(P) < 3 et
deg(Q),deg(P) > 1. Cela implique que deg(Q) = 1 ou deg(R) = 1 et ou bien
Q, ou bien R a une racine dans k. Par suite, P a une racine dans k.

¢) On utilise le fait que C est un corps algébriquement clos (théoréme de
d’Alembert-GauB}). Tout polynome non constant de G[X] est produit de poly-
nomes de degré 1. Un polynome de degré > 2 n’est par conséquent pas irréduc-
tible.

Pour R[X], on utilise le résultat pour C[X]. On a déja démontré que les po-
lynémes de degré 1 sont irréductibles, ainsi que les polynomes de degré 2 sans
racine. Les polynomes de degré 2 ayant une racine ne sont pas irréductibles. Soit
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maintenant P € R[X] de degré > 3 et soit z une racine de P dans C. Si z € R, P
n’est pas irréductible. Si z € G\ R, on a P(z) = P(z) = 0, donc z est une racine
de P, distincte de z. On peut alors factoriser P = (X —2) (X —2)Q avec Q € C[X]
de degré degP — 2 > 1. Comme P et (X —2)(X — 2) = X% — 2R(2)X + |z|* ap-
partiennent a R[X], Q appartient a R[X]. Cette factorisation montre que P n’est

pas irréductible. O

Exercice 5.2.4. — Soit A un anneau et soit P € A[X] un polynéme de degré supé-
rieur ou égal a 2. On suppose que P a une racine dans A. Montrer que P n’est
pas irréductible.

DEFINITION 5.2.5. — Soit A un anneau integre.
On dit quun anneau A est factoriel si tout élément non nul de A peut s’écrire, d’une
Jagon essentiellement unique, comme produit d’éléments irréductibles de A.

Autrement sit, si ¢ est un élément non nul de A, il existe n > 0, des éléments
irréductibles py,...,p, de A et un élément inversible u € A tels que

a=upy...pn.

(Si n = 0, cela signifie que a = u est inversible.) L'unicité est bien entendu a
I’ordre et a des €éléments inversibles pres. Précisément, on demande que si a =
upy ...pn = u'py ... p),, alors

—onam=nmn;

- il existe une permutation ¢ : {l;...;n} — {l;...;n} et pour tout
i € {1;...;n} un élément inversible u; tels que p, ;) = u;p;.

On sait que Z est un anneau factoriel (c’est le théoréme bien connu de dé-
composition en facteurs premiers). Si k est un corps, k[X] est aussi un anneau
factoriel. Plus généralement :

THEOREME 5.2.6. — Les anneaux principaux sont factoriels.

La démonstration est en deux parties. D’abord on démontre I’existence d’une
décomposition en facteurs irréductibles, ensuite, on établit I'unicité.

Démonstration de lexistence. — Soit A un anneau principal et soit ¢ un élément non
nul de A dont on suppose par I’absurde qu’il n’est pas produit d’éléments irré-
ductibles. On pose a; = a. Il en résulte que a n’est ni inversible (un inversible
u se décompose comme produit de zéro facteur irréductible : ¥ = u) ni irréduc-
tible (on pourrait le décomposer comme produit d’un facteur irréductible égal a
lui-méme). Ainsi, il existe b et ¢ non inversibles dans A tels que a = bc. Comme
a n’est pas produit d’éléments irréductibles, au moins I'un des deux, b ou ¢ n’est
pas produit d’éléments irréductibles; Notons ao cet élément. Comme b et ¢ ne
sont pas inversibles, I'idéal (ag) contient strictement I'idéal (a;). Par récurrence,
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on construit ainsi une suite (aj;ag;...) d’éléments de A tels que I’on ait une suite
strictement croissante d’idéaux

(@) S (a2) & ...
Soit I la réunion de ces idéaux. Comme la réunion est croissante, c’est un idéal
de A ('argument a déja été expliqué page 45 : pour la somme, si x et y sont dans

I, ils sont dans un certain (a,), donc x +y € (a,) et donc x +y € I). Comme A
est principal, il existe x € A tel que I = (x). Alors, x € |J(a,), donc il existe un
n

entier n tel que x € (a,) ce qui permet d’écrire x = a,u pour u € A. Par ailleurs,
a, € (x) donc il existe v € A tel que @, = xv. On a alors x = a,u = xuv. Comme
x est non nul (sinon I serait nul) et comme A est intégre, on peut simplifier par
x, d’ou I'égalité uv = 1. Ainsi, u et v sont inversibles et (a,) = (x), alors que
I’on a I'inclusion stricte (a,) € (a,+1) C I = (x). Cette contradiction montre que

tout élément non nul d’'un anneau principal admet une décomposition comme
produit d’éléments irréductibles. [

Pour démontrer I'unicité, nous aurons besoin du lemme de Gaup.

LEMME 5.2.7 (Lemme de GauB}). — Soit A un anneau principal et soit p € A un
élément irréductible. Alors si a et b sont deux éléments de A tels que p divise ab, p divise a
ou p divise b. En d’autre termes, lidéal (p) est premier.

Démonstration. — Supposons que p ne divise pas a et considérons I'idéal (p,a).
Comme A est principal, il existe ¢ € A tel que (p,a) = (c). Par suite, il existe
x ety € A tels que p = ¢x et a = ¢y. Comme p ne divise pas a, il ne divise pas
¢; puisque p est irréductible, il divise x. Il existe alors u € A tel que x = pu et,
simplifiant par p I'égalité p = cpu, on obtient que 1 = cu. Autrement dit, ¢ est
inversible et (p,a) = A.

Ainsi, il existe f et g dans A tels que 1 = pf 4 ag. Multiplions cette égalité par

b, on trouve que b = pfb + abg. Comme ab est multiple de p, b est multiple de p.
[

Démonstration de l'unicité. — On raisonne par récurrence sur le nombre minimal
de facteurs irréductibles intervenant dans une décomposition en facteurs premiers
d’un élément.

Supposons donc d’abord que a est inversible (cas de zéro facteur premier) et
soit @ = u'p) ... p), une autre décomposition. Si m > 1, les p} sont inversibles, ce
qui est absurde. Donc m = 0.

Soit maintenant a = upy ...p, = u'p} ... p, deux décompositions d’un élément
a en produits d’éléments irréductibles, n > 1 étant supposé minimal. D’apres
le lemme de GauB, I’élément irréductible p, divise nécessairement 'un des p/,

. P+ Quitte a les renuméroter, on peut supposer que p, divise p),. Il existe ainsi
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u, € A tel que p, = unpl, €t, py étantirréductible, u, est nécessairement inversible.
On peut alors simplifier par p,, d’ot une relation

(a/pn) = upy - pu_1 = Wunpy ... P 1.

Par récurrence, on am — 1 = n — 1, c’est-a-dire m = n et, quitte 4 renuméroter
q

les p}, il existe pour tout j € {1;...;7 — 1} un élément inversible u; € A* tel que

pj = u]-p}. Les deux décompositions de a sont donc équivalentes. [

La démonstration que nous venons de faire montre en fait un résultat plus
général (mais pas tres utile dans ce cours).

Exercice 5.2.8. — Un anneau integre A est factoriel si et seulement si il vérifie les
deux propriétés suivantes :

— toute suite d’idéaux principaux dans A est stationnaire ;
— tout élément irréductible de A engendre un idéal premier (lemme de Gaul}).

En particulier, la vérification du lemme de Gauf suffit a assurer Uunicité d’une décom-
position en facteurs irréductibles.

5.2.9. Lunicité dans la décomposition en facteurs irréductibles. — 11 est commode de
normaliser la décomposition en facteurs irréductibles dans un anneau factoriel
A. Pour cela, choisissons une famille (7;) d’éléments irréductibles de A de sorte
que :

— si i # j, m; et 7; ne sont pas associés;
— tout élément irréductible de A est associé a I’un des ;.
Alors, tout élément non nul de A s’écrit de maniére unique sous la forme [ 7'

1
ou u est un élément inversible de A et les r; des entiers positifs ou nuls, seul un

nombre fini d’entre eux étant nuls.
Si A est I'anneau Z, un choix courant pour les 7; consiste a prendre tous les
nombres premiers. L’élément inversible u peut valoir &1 et correspond au signe.
Si A estl’anneau des polynomes a coefficients dans un corps k, on peut prendre
pour les 7; ’ensemble des polynomes irréductibles unitaires. L’élément u appar-
tient alors a k* et correspond au coefficient dominant.

L’intérét de cette normalisation est qu’un élément a = uHﬂ:’ divise un élément
i
b = “UH?T;i si et seulement si pour tout ¢, r; < s;. (En effet, si ¢ € A est tel que
i

. t: . .. . .
b = ac, soit ¢ = w[] ;' la décomposition en facteurs irréductibles de ¢, on a alors
i

_ Si__ ritt;
b= “UH?TZ- = uwHﬂi ,
(3 I3
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d’ou, par unicité, s; = r; + t; > r; pour tout ;. Réciproquement, il suffit de poser
c=wvu ' [77)
i

5.2.10. Ppem, pged. — Soit A un anneau factoriel. Si a et b sont deux éléments
(non nuls) de A, on va définir leur ppcm et leur pged. Pour simplifier, on suppose
avoir normalisé la décomposition en facteurs irréductibles comme ci-dessus. Soit

. 5
a=ul]7' et b=v][][7
i i
les décompositions en facteurs irréductibles de a et b. On définit

pged(a, b) = Hﬂ;nin(si,n) et ppcm(a,b) = Hﬂ.l{nax(si,n)_

1 1

Ils méritent leur nom, a savoir : tout élément non nul de A qui divise a et b divise leur
pged, tout élément de A multiple de a et de b est multiple de leur ppem.

DEFINITION 5.2.11. — Deux éléments a et b sont dits premiers entre eux si leur pged
est égal a 1.

PROPOSITION 5.2.12. — Soit A un anneau factoriel et soit a, b deux éléments non nuls
de A. Lidéal engendré par pgcd(a,b) est le plus petit idéal principal contenant Uidéal
(a,b). Lidéal engendré par ppcm(a,b) est le plus grand idéal principal contenu dans
lidéal (a) N (D).

En particulier, st A est un anneau principal, deux éléments a et b sont premiers entre eux
st et seulement si les idéaux (a) et (b) sont comaximaux.

Démonstration. — C’est une reformulation de ce qui a été dit plus haut. Notons
a:uHﬂi” et b:vHﬂis"
i i

les décompositions en facteurs irréductibles de a et 6. Un idéal principal (x)
contient (a, b) si et seulement si a et b sont multiples de x. Si

X = wwai
)

est la décomposition en facteurs irréductibles de x, cela signifie que pour tout i,
1 > 1; et's; > t;, ce qui équivaut encore a min(r;, s;) > ¢;, soit encore au fait que x
divise le pgcd de a et b.

Un idéal principal (x) est contenu dans (a) N (b) si et seulementsi x est multiple
de a et de b. Avec les mémes notations, cela signifie que pour tout 7, t; > r; et
t; > s;, soit encore t; > max(r;, s;), soit encore au fait que x est multiple du ppcm
de a et b. [



70 CHAPITRE 5. ANNEAUX PRINCIPAUX, FACTORIELS

Remarque 5.2.13. — Si I’on ne fixe pas une forme particuliere pour la décompo-
sition en facteurs irréductibles, le ppcm et le pgcd de deux éléments sera bien
défini a multiplication par un élément inversible pres : c’est un élément du mo-
noide quotient A/A* (pour la multiplication).

Exercice 5.2.14. — Généraliser la définition du pgcd et du ppcm et la proposition
précédente au cas d’une famille quelconque. (Le ppcm pourra éventuellement
étre nul.)

5.3. Sommes de carrés

Le but de ce paragraphe est de démontrer, a I'aide des propriétés de I’anneau
Z[i] le théoréeme suivant :

THEOREME 5.9.1 (Fermat, 1640). — Soit p un nombre premier impair. Il existe a et b
dans Z tels que p = a® + b* si et seulement si p =1 (mod 4)

Plus généralement, un entiern > 1 est somme de deux carrés d’entiers si et seulement si les
exposants des nombres premiers congrus a —1 modulo 4 dans la décomposition en facteurs
premiers de n sont pairs.

5.3.2. Lanorme. — On définit une application N : Z[i] — N par N(z) = 2z = |z]2
Siz=a+1b,onadonc N(z) = a® + b%. De plus, si z et z' sont deux éléments de
Z[i], alors N(zz/) = N(z)N(z).

5.3.3. Eléments inversibles de Z[i]. — Soit z € Z[i] un élément inversible. Alors, il
existe 2’ € Z[i] tel que zz/ = 1. Par suite, N(zz') = N(z)N(z') = N(1) = 1 et N(z)
est inversible dans N, c’est-a-dire N(z) = 1. Posons z = a+ib avec (a,b) € Z?. On a
N(z) = a®4b? ce qui laisse quatre possibilités, a = +1 et b= 0,oua =0 et b = +1,
qui correspondent a z € {1; —1;i; —i}. Ces quatre éléments étant inversibles, on a
démontré que

les éléments inversibles de Z[i] sont 1, —1, i et —i.

Nous déterminons maintenant la décomposition des nombres premiers p en
facteurs irréductibles dans Z[:].

PROPOSITION 5.9.4. — Soit p un nombre premier.
- Sip=2,0map= (1411 —1), 1 +i et 1 —i sont irréductibles;
—sip=1 (mod 4), il existe m € Z[1] irréductible tel que p = 77 ;
— sip=3 (mod 4), p est irréductible dans Z[1] ;

Démonstration. — On commence par une remarque : si un €lément z € Z[i] est
tel que N(z) est premier, alors z estirréductible. En effet, on pourrait sinon écrire
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z = 2129, Nl z1 ni z9 n’étant inversibles, et on aurait N(z) = N(z1)N(z9), c’est-a-
dire une décomposition du nombre premier N(z) en un produit de deux facteurs
dont aucun n’est égala 1!

Par suite, 1 + 7 et 1 — i (dont la norme est 2) sont irréductibles dans Z[:], ce
qui établit le premier alinéa de la proposition.

Supposons maintenant p impair. Nous allons compléter la démonstration en
admettant provisoirement deux lemmes. [

LEMME 5.9.5. — Soit p un nombre premier. On a un isomorphisme
Z[i)/ () = Fy[X]/ (X* + 1)

Par suite, Uidéal (p) est premier dans Z[t] si et seulement si —1 n’est pas un carré dans
Fy.

LEMME 5.8.6. — Soit p un nombre premier impair. Alors, —1 est un carré dans ¥y, si et
seulement si p =1 (mod 4).

Fin de la démonstration de la proposition. — Ces deux lemmes montrent que p est ir-
réductible dans Z[i] si et seulement si p = 3 (mod 4), ce qui établit déja le troi-
sieme alinéa du théoreme.

Sip =1 (mod4), p n’est pas irréductible dans Z[:]. Soit 7 un diviseur irré-
ductible de p. Alors, 7 est aussi un diviseur irréductible de p : d’une factorisation
p = mz, on en déduit une autre p = mz. De plus, 7 et 7 ne sont pas associés.
(En effet, si # = &7, # € Z, donc 7 est un entier non inversible qui divise p,
c’est-a-dire 7 = %, ce qui est absurde puisque p n’est pas irréductible dans Z[:].
Si 7 = eim avec ¢ = £1, écrivons 7 = a+ib, 7 = a —ib et a + ib = €i(a — ib),
d’ou a = ¢b, 7 = (1 + ie)a et N(m) = 2N(a) est pair alors qu’il doit diviser
N(p) = p?.) Par suite, 77 divise p. Soit a € Z[i] tel que p = ar7. On a alors
p?* = N(77)N(a) = N(7)2N(a) et N(7) # 1. Donc N(7) = p, N(a) = 1 et a
est inversible dans Z[i]. Comme 77 est un entier strictement positif, on a en fait
a=p/m7m>0,dou a=1.Le théoreme est donc démontré. U

Preuve du lemme 5.3.5. — On commence par remarquer que le noyau du mor-
phisme d’anneaux Z[X] — Z[i] donné par P — P(i) est I'idéal (X% + 1). Cet
idéal est manifestement contenu dans le noyau de cet homomorphisme et réci-
proquement, si P € Z[X] vérifie P(i) = 0, la division euclidienne de P par le
polynéme unitaire X2 + 1 s’écrit

P=X*+1)Q+R, QeZ[X], R=aX+b (a,b)cZ’
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Par suite, P(i) =ai+b=0eta=5b=0,donc R=0etP e (X>+1). On en
déduit des isomorphismes

Z[i]/(p) ~ (Z[X]/(XZ + 1))/ (p) ~ Z[X]/ (p. X7 + 1)
~ (Z[X]/(p))/ (X* +1) = Fy[X]/(X* + 1)

et le lemme est démontré.

Ainsi, I'idéal (p) est premier dans Z[i] si et seulement si I'idéal (X? + 1) est
premier dans F,[X]. Comme F; est un corps, Fy[X] est un anneau factoriel et
cela équivaut au fait que X2 +1 est un polynéme irréductible dans Fy[X]. Comme
il est de degré 2, cela revient a dire qu’il n’a pas de racine dans F,, c’est-a-dire
que —1 n’est pas un carré dans F,. [

Prewve du lemme 5.3.6. — Soit ~ la relation sur F; définie par
X~y & x==xy ou x==x1/y.

C’est une relation d’équivalence : elle est évidemment réflexive et symétrique. De
plus, elle est transitive :si x = £y ety = +z,ona x = £z;si x = £y ety = £1/2,
onax = =x1/z;si x = £l/yety ==Fz,onax = *1/z;etsi x = x£1/y et
y==1/z,0onax==*z.

La classe d’équivalence d’un élément x a pour cardinal 2 si x = £1/x et 4
sinon. Ainsi, la classe de 1 etla classe d'un éventuel élément x € Fj tel que x2 =
—1 ont pour cardinal 2, les autres, en nombre d, ont pour cardinal 4. Comme les
classes d’équivalences forment une partition de Fj qui est de cardinal p — 1, il en

résulte que

po1= 2+4d si —1 n’est pas un carré dans F;
24+ 2+4d si—1estun carré.

Ainsi, —1 est un carré dans F si et seulementsi p =1 (mod 4). [l

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme 5.3.1. Soit p un nombre im-
pair. Si p = a®> + 0%, on a p = (a + ib)(a — ib) et donc p n’est pas irréductible
dans Z[i], d’ou p =1 (mod 4). Réciproquement, si p =1 (mod 4), soit 7 € Z[i]
tel que p = 77 et posons 7 = a + ib. Alors, p = a® + b>. Remarquons aussi que
2 = 12 4 12 est la somme de deux carrés d’entiers.

Soit n un entier > 1. On peut I’écrire sous la forme k?m, ott m = p; ... p, est un
entier sans facteurs carrés, c’est-a-dire un produit de nombre premiers distincts. Si
ces nombres premiers sont ne sont pas congrus a —1 modulo 4, il existe pour tout
J un €élément z; = a; 4 ib; € Z[i] tel que N(zj) = zjz; = a?. + b]2. = pj. Posons alors
e =kl %.OnaN(z) =k [[N(z) = &[] p; = km = n. Comme z € Z[i], il

j=1 j=1 j=1
existe a et b dans Z tels que z = a 4 ib et n = a® + b°.
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Réciproquement, supposons que n = a® + b? est somme de deux carrés et soit
p un nombre premier congru a —1 modulo 4 divisant n. On va montrer (par
récurrence sur n) que I’exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers
de n est pair. C’estvraisi n = 1. Si cl: Z — Z/pZ désigne la surjection canonique,
on a donc cl(a)? 4 cl(b)? = 0. Supposons que cl(a) # 0. Alors, cl(a) est inversible
dans Z/pZ et cl(b)/ cl(a) est un €lément de F, dont le carré est —1, ce qui est
absurde puisque p = —1 (mod 4) (lemme 5.3.6). Ainsi, cl(a) = cl(b) =0;a et b
sont multiples de p. On peut donc écrire a = pd’, b = pb’ et n = p>(a’>+ ). Alors,
m = n/p2 est un entier qui est somme de deux carrés et m < n. Par récurrence,
I’exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers de m est pair. Comme
n = mp?, il en est de méme pour n.

Citons pour terminer un autre théoreme du méme genre : le théoréeme des
quatre carres.

THEOREME 5.9.7 (Lagrange, 1770). — Tout entier positif est somme de quatre carrés :
pour tout n > 1, il existe a, b, ¢ et d € Z tels que n = a® + b% + ¢ + d?

5.4. Anneaux de polynémes

Dans ce paragraphe, A est un anneau factoriel et I'on s’intéresse a I'anneau
A[X]. Tout d’abord, on rappelle que les éléments inversibles de A[X] sont les polynomes
constants égaux a un élément inversible de A* . (Comme A est integre, si P et Q sont
deux polynomes de A[X], on a deg(PQ) = deg(P) +deg(Q). Par suite, si PQ =1,
deg(P) = deg(Q) = 0, P et Q sont des éléments de A, inverses I’'un de ’autre
dans A, donc inversibles. Voir aussi I’exercice 2.5.7,)

DEFINITION 5.4.1. — Soit A un anneau factoriel et soit P un polynome dans A[X]. Le
contenu de P, noté ct(P), est par définition le pged des coefficients de P. Un polynome est
dit primitif si son contenu est 1, c’est-a-dire si ses coefficients sont premiers entre eux.

PROPOSITION 5.4.2. — Soit A un anneau factoriel et soit P et Q deux polynomes de
A[X]. Alors, ct(PQ) = ct(P) ct(Q).

Démonstration. — Par définition, il existe des polyndmes primitifs P; et Q; dans
A[X] tels que P = ct(P)P; et Q = ct(Q)Q;. Alors, PQ = ct(P) ct(Q)P1Q; et
ct(PQ) est ainsi égal a ct(P) ct(Q) ct(P1Qy). Il suffit donc de montrer que P1Q;
est encore un polynéme primitif.

Soit 7 un élément irréductible de A. Nous allons montrer que 7 ne divise pas
tous les coefficients de P1Q;. Comme P; est primitif, la réduction cl(Py) de P;
modulo 7 est un polynéme non nul a coefficients dans 'anneau A/ (7). De méme,
cl(Qq) est un polynome non nul a coefficients dans A/ (w). Or, 7 est irréductible
dans A qui est un anneau factoriel. Par suite, A/(7) est un anneau integre et
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I’anneau de polynomes (A/ (7)) [X] est aussi integre (exemple 2.1.8). Il en résulte
que le produit cl(Py) cI(Qg) = cl(P1Q;) est encore non nul dans (A/m)[X]. Cela
signifie exactement que 7 ne divise pas tous les coefficients de P1Q;, ce qu’on
voulait démontrer. O

Cette proposition fondamentale va nous permettre de déterminer les éléments
irréductibles de A[X].

PROPOSITION 5.4.3. — Soit A un anneau factoriel et soit K son corps des fractions. Les
éléments irréductibles de A[X] sont

— les éléments irréductibles de A ;
— les polynomes primitifs de A[X] qui sont irréductibles en tant que polynomes de K[X] .

Démonstration. — On commence par montrer que ces €léments sont irréductibles,
puis on montrera qu’il n’y en a pas d’autres.

Soit donc @ un élément de A qui est irréductible et soit P et Q deux polynomes
de A[X] tels que a = PQ. Alors, deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = 0, donc P
et Q sont tous deux de degré 0, c’est-a-dire des éléments de A. Comme a est
irréductible dans A, P ou Q est inversible dans A, donc aussi dans A[X] et a est
bien irréductible dans A[X].

Soit maintenant P € A[X] un polynéme primitif qui est irréductible dans K[X].
Si P = QR avec Q et R dans A[X], cela fournit a fortiori une décomposition dans
K[X] si bien que Q ou R est inversible dans K[X], autrement dit, ) ou R est
constant. Supposons pour fixer les notations que R est un élément de A, noté a;
on a donc P = aQ). Par suite, le contenu de P vaut

ct(P) = ct(aQ) = act(Q)

et a est nécessairement inversible dans A donc dans A[X]. Ainsi, P estirréductible
dans A[X].

Réciproquement, soit P un élément irréductible de A[X]. Il existe un polynéme
primitif P; € A[X] tel que P = ct(P)P;. Par suite, ct(P) = 1 ou P; est inversible
dans A[X].

Supposons d’abord que P n’est pas primitif. Alors, Py est inversible dans A[X],
ce qui signifie que Py est un polynome constant, inversible dans A. Il reste a mon-
trer que ct(P) estirréductible, mais s’il ne I’était pas, on pourrait écrire ct(P) = ab
ou ni a ni b n’est inversible dans A. Cela fournirait une factorisation P = a(bP7)
comme produit de deux éléments non inversibles, ce qui contredit I’hypothese
que P est irréductible.

Supposons maintenant que P; n’est pas inversible dans A[X], c’est-a-dire
deg(P) > 0. On a déja vu que ct(P) = 1, donc P = P; et il faut montrer que P
est irréductible dans K[X]. Soit P = QR une factorisation de P en produit de
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deux éléments de K[X]. On peut écrire Q = ¢Q; et R = rRy, ou ¢ et r sont
deux éléments de K et Q; et R; sont deux polynomes primitifs de A[X]. On
a ainsi P = (qr)Q;R;. Ecrivons alors ¢r = a/b ot a et b sont deux éléments de
A. On a bP = aQR;. Par suite, ces deux polynomes ont méme contenu, b et a
respectivement!), c’esta-dire gr € AX. Comme P est irréductible dans A[X],
cette factorisation montre que Q; ou R; est inversible dans A[X], donc dans

K[X] ; par suite, Q = ¢Q; ou R = rR; est inversible dans K[X]. [
THEOREME 5.4.4. — Si A est un anneau factoriel, A[X] est un anneau factoriel.
Démonstration. — Notons K le corps des fractions de A. Soit P un élément de

A[X]. Il admet une décomposition en facteurs irréductibles dans K[X] : P =
r

¢ [] Pi ou les P; sont des polynomes de A[X] qui sont primitifs et irréductibles
i=1

dans K[X] et ¢ € K. Ecrivons ¢ = a/b avec a et b € A premiers entre eux. Alors,

bP = a]]P;. Ces deux polynomes ont méme contenu, c’est-a-dire que bct(A) =

1
a[]ct(P;) = a. Par suite, ¢ = a/b appartient a A et il admet une décomposition
i

S
en facteurs irréductibles ¢ = u [] 7; avec u € A* etles 7; € A irréductibles. On a
j=1
finalement I’égalité

s r
P=u H 77]‘ H PZ'.
j=1 i=1

D’apres la proposition précédente, les 7; et les P; sont iréductibles dans A[X].
Cette égalité prouve donc que P admet une décomposition en facteurs irréduc-
tibles dans A[X].

Pour montrer I'unicité, il suffit d’établir que le lemme de GauB} est vérifié :
si un élément irréductible de A[X] divise un produit, il divise I’'un des facteurs.
Soit d’abord 7 un élément irréductible de A qui divise un produit PQ de deux
polynomes de A[X]. Il s’ensuit que 7 divise ct(PQ) = ct(P) ct(Q). Par suite 7
divise ct(P) ou ct(Q) et donc il divise P ou Q.

Soit maintenant un polynéme primitif IT € A[X], irréductible dans K[X] qui
divise un tel produit PQ. Il divise par conséquent I'un des facteurs dans K[X], soit
P pour fixer les notations : P = RIT avec R € K[X]. On écritalors R = (a/b)R; ou
R; € A[X] est primitif, et a et b sont deux éléments de A premiers entre eux. On
a alors P = HRII = aRII. L’égalité des contenus montre que a = bct(P) et donc
a/b = ct(P) appartient a A. On a donc R € A[X], ce qui prouve que II divise P
dans A[X]. O

(13 multiplication par un élément inversible de A* bien entendu
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COROLLAIRE 5.4.5 (GauB). — Si A est un anneau factoriel, A[X,...,X,] est un an-
neau factoriel. En particulier; si k est un corps, k[X1,...,X, ] est un anneau factoriel.

Démonstration. — C’est immédiant par récurrence sur n en utilisant I’isomor-
phisme

A[Xp, . Xl = (ALX - X1 ]) [Xal.
N

Exercice 5.4.6. — a) Soit k un corps. Les éléments X et Y de k[X,Y] sont premiers
entre eux mais I'idéal (X,Y) n’est pas égal a (1). En déduire que k[X,Y] n’est pas
un anneau principal.

b) Si ce n’était déja fait, résoudre ’exercice 4.3.11.

5.5. Résultant. Un théoréeme de Bézout

DEFINITION 5.5.1. — Soit P = @, X" +---4ap et Q = b, X" +- - -+ by deux polynomes
de A[X] de degrés inférieurs ou égaux a n et m respectivement. Leur résultant (de taille
(n,m) ) est le déterminant

ao 0 bO 0
al ao bl bO
Ay—1 agp bi—1 bo
b
Res,»(P,Q) =
bo
an ap—1 Ap—m+1 b, :
ap
m colonnes n colonnes
(Précisément, le vecteur colonne (ay,...,a,) est recopié m fois décalé puis le vec-
teur colonne (b, ...,b,) est recopié n fois décalé.)

PROPOSITION 5.5.2. — Soit k un corps et soit P,Q deux polynomes de k[X] de degrés
inférieurs ou égaux a n et m respectivement. Alors, Res,, ,, (P, Q) est nul si et seulement si

— ou bien P et Q) ne sont pas premiers entre eux ;
— ou bien a, = b,, = 0.
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Démonstration. — Remarquons pour commencer que Res, , (P, Q) est le détermi-
nant de 'application linéaire

p: k[ X]po1 X k[X]p—1 = k[ X]mitn-1, (U,V) = UP +VQ

dans les bases (1,..., xm=lo1,0. ,X”_l) audépartet (1,X,..., Xm+”_1) a l’arrivée.
(Si p est un entier, k[X], désigne le k-espace vectoriel des polynomes de degré
inférieur ou égal a p; il est de dimension p + 1.) Nous allons calculer le rang de
p.

SiP=Q=0,alors m =n = 0 et la définition du déterminant montre que
Res, » (P, Q) = 0. Supposons maintenant qu’ils ne sont pas tous deux nuls et soit
D leur pgcd On écrit P = DP; et Q = DQ; ou Py et Q; sont deux polynomes
de k[X] premiers entre eux. Alors, si U et V € k[X] vérifient UP + VQ = 0, on
a UP; + VQ; = 0. Par suite, Q; divise U et Py divise V. On a donc U = QS et
V = P1T, mais nécessairement, T = —S, d’ou finalement U = Q;S et V= —P;S.
Alors, U € k[X],-1 si et seulement si deg(S) < m — 1 — deg(Qy), tandis que
V € k[X],_1 si et seulement si deg(S) < n — 1 — deg(P;). On remarque que

m—1—deg(Qi) =m—deg(Q) + deg(Q) —deg(Qi) — 1
= (m — deg(Q)) +deg(D) — 1
etde méme, n — 1 — deg(P;) = (n — deg(P)) 4+ deg(D) — 1. Posons
s = min(n — deg(P),m — deg(Q))
de sorte que s = 0 a moins que a, = b, = 0. Finalement, avec ces notations, le
noyau de p est isomorphe a k[X]s+deg(D)_1 , donc est de dimension s + degD.

Il en résulte que Res, , (P, Q) est nul si et seulement si s+degD > 0, c’est-a-dire
si ay = b, =0 ousi D est de degré non nul. O

COROLLAIRE 5.5.8. — Soit k un corps algébriquement clos et A Uanneau k[Y]. Soit P et
Q deux polynomes de k[X,Y] = A[X]. Ecrivons ainsi
P=P,(V)X"+ - +Py(Y) e Q=Q,V)X"+ -+ Q)
ot les P; el les Q; sont des éléments de k[Y]. Soit R = Res;, (P, Q) € k[Y] le résultant
de taille (n,m) du couple (P, Q). Alors, un élément y € k est racine de R si et seulement si
— ou bien les polynomes P(X,y) et Q(X,y) ont une racine commune dans k ;

— ou bien Py (y) = Qu(y) =0.

Démonstration. — 1l résulte de la formule définissant le résultant que

R(y) = (Resyn(P,Q)) () = Resum(P(X,5), QX,)).

Il suffit donc d’appliquer le théoréme précédent aux polynomes P(X, y) et Q(X,y)
de k[X]. [
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THEOREME 5.5.4 (Bézout). — Soit P et Q deux polynomes premiers entre eux de
C[X,Y]. Notons p et q leurs degrés'®) . Alors, Uensemble des racines communes a P et
Q (c’est-a-dire les couples (x,y) € C? tels que P(x,y) = Q(x,y) = 0) est fini et est de
cardinal au plus pq.

Démonstration. — Comme P et Q) sont premiers entre eux dans C[X,Y], ils le
sont aussi dans C(Y)[X] et leur résultant R par rapport a X est un polynéme non
nul Ry de C[Y]. Ainsi, les racines communes a P et Q n’ont qu'un nombre fini
d’ordonnées y possibles. Le méme argument en échangeant les roles de X et Y
montre qu’il n’y qu'un nombre fini d’abscisses possibles. Par suite, I’ensemble X
des racines communes a P et Q est fini.

Montrons maintenant que le cardinal de X est inférieur ou égal au produit des
degrés de P et Q.

Faisons tout d’abord un changement de variables linéaire de sorte qu’une droite
horizontale ne contienne au plus un point de 2. (Il n’y a qu'un nombre fini de
directions est a éviter, donc c’est possible.) Les polynomes P et ) sont changés,
mais leurs degrés restent égaux a p et ¢ respectivement. Il suffit maintenant de
montrer que I’ensemble des ordonnées des points de 2 est de cardinal au plus pq.

Ecrivons

P=P,(Y)X"+-+Po(Y) et Q=Qu¥)X"+---+Q(Y)

ou P, et Q, sont non nuls. Soit R = Res, , (P, Q) (résultant par rapport a X). Si
y € G estl’ordonnée d’un pointde %, P(X,y) et Q(X,y) ont une racine commune
et par suite, R(y) = 0. Il suffit donc de montrer que R est un polynéme de degré
inférieur ou égal a pq.

On constate d’abord que les P; sont de degrés < p — i et que les Q; sont de
degrés < ¢ — j. Explicitons le coefficient R;; a la ligne i et a la colonne j du
déterminant qui définit R :

—pourl <j<m,onaR;=P;_;jsi0<i—j<netR;=0sinon;
—pourm+1<j<m+mnonaRj=Q jnsi0O<i—j+m<metRj=0
sinon.

En particulier, le degré de R;; est majoré par

p—i+] sil <j<m;

deg(R;;) < S . :
g—m—i+j sim+1<j<m+n

?)Le degré d’un monome X'Y* est r + s ; le degré d’une somme de mondémes P = 34, XY’ €
C[X,Y] avec ay # 0 est le maximum des degrés des mondmes.
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m-+n

Le déterminant R est une somme de produits de la forme [] R,(;);, ¢ étant une
j=1
permutation de {1;...;m + n}. Or, le degré d’un tel produit est majoré par
m—+n m ) ] m-+n ) )
> deg(Roj))) < X0 —0()+7)+ X (g—m—0(j)+J)
j=1 j=1 j=m+1
m—+n ] mtn
Spmn(g—m) = > 0(j) + 2]
j=1 j=1
Spg— (P —=n)(qg—m) < pqg.
Il en résulte que deg(R) < pg. Le théoréme est démontré. ]

Donnons quelques résultats complémentaires sur le résultant.

PROPOSITION 5.5.5. — Soit A un anneaw et soit P, Q deux polynomes de A[X] de degrés
inférieurs ou égaux a n et m respectivement. Alors, le résultant Res, ,, (P, Q) appartient a
lidéal

(P,Q)ax) NA

Démonstration. — On peut calculer le déterminant qui définit le résultant dans
tout anneau qui contient A, et notamment dans A[X]. Ajoutons alors a la pre-
miére ligne X fois la seconde, X? fois la troisieme, etc. Il s’ensuit que Res, , (P, Q)
est le déterminant d’une matrice a coefficients dans A[X] dont la premiére ligne
est
P XP ... X*p Q XQ ... X*1Q

En développant le déterminant par rapport a cette ligne, on constate que
Res, » (P, Q) est de la forme UP 4+ VQ pour deux polynéomes U et V dans A[X].
Ainsi, il appartient bien a l'idéal (P,Q)a[x] engendré par P et Q dans A[X].
Comme il appartient aussi a A, il appartient a I'idéal (P,Q)ax) N A de A. [

PROPOSITION 5.5.6. — Soit A un anneau et soit P et Q deux polynomes de A[X] qui

n m
sont scindés : P = ay [T (X —=1;) et Q = by [T (X —u;j). Alors,
=1 =1

m n
Res, (P, Q) = )"y by, H —uj) = by [T P(uj) = a, (=)™ [T Q(¢)).
j=1 i=1
Démonstration. — 1.’égalité des trois expressions de droite est évidente. Nous allons

montrer qu’elles sont égales a Res,, , (P, Q) par récurrence sur n. Sin =0, P = qy,
Resp,n (P, Q) = ay, donc la formule est vérifi€ée. Nous allons maintenant montrer
par des combinaisons linéaires sur le déterminant que

Resys 1 (X — )P, Q) = (—1)"Q(t) Res,n (P, Q).
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En effet,si P = q, X" 4+ --- 4+ ap,on a

(X = )P = a, X" + (a,_1 — ta,)X" + -

et Res, 1., (X —1)P,Q) est égal a

—tag
a1 — tay —tag
ap — tayp —lag

—tag

ap_1 — lay

ap_1 — tay

an

—+ (a() — tal)X + ap

bo
b
) b
b1
b
b1
b

(Il'y a m colonnes « a » tandis que les colonnes « b » sont au nombre de n + 1.)
En partant du bas, ajoutons a chaque ligne ¢ fois la suivante. Cela ne change pas
la valeur du déterminant et Res, 1, ((X — ¢)P, Q) est donc égal a

0O ... 0 bo+thh+---+t"by tlbo+1thh+...) by +...)
ao (b1+tb2+...) (b()—{—tbl—l—...) tnil(bo—i—...)
. . a@ .
b
Qy, bm—l + tbm
ay bm

Dans la premiere ligne, Q(?) est en facteur, si bien que le résultant cherché vaut

0 ... 0 1 t "
ay (by +tho+...) (bo+thy +...) by +...)
: “ .
Q(1)
b
Ay bm71+tbm
ay b,
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On peut alors soustraire a chaque colonne de type « b » ¢ fois la précédente, en
partant de la droite, d’ou le déterminant

0o ... 0 1 0o ... 0
ao by +tho + ... by
: ) ag b]
Q(1)
Qy, bmfl
Ay bm

Il reste a developper suivant la premiere ligne pour obtenir

(=1)"Q(1) Respn (P, Q).

Par récurrence, la proposition est démontrée. [

5.6. Exercices

Exercice 5.6.1. — Montrer que I'anneau C[X,Y]/ (Y — X?) est principal.

Exercice 5.6.2. — On pose A = CG[X,Y]/ (XY — 1). On note x 'image de X dans
A.

a) Montrer que x est inversible dans A. Montrer que tout élément ¢ non nul
de A peut s’écrire de facon unique sous la forme a = x™P(x), ou m est dans Z et
ou P est un polynome a coefficients dans C dont le terme constant est non nul.
On note e(a) le degré de P.

b) Soient a et b deux éléments de A, avec b # 0. Montrer qu’il existe des
éléments ¢ et r dans A tels que a = bg + r avec r = 0 ou bien e(r) < e(b).

c¢) En déduire que A est principal.

Exercice 5.6.3. — Soit K un compact de G et .Z l’anneau des fonctions holo-
morphes sur K (c’est-a-dire sur un voisinage ouvert de K). Montrer que .2 est
principal.

Exercice 5.6.4. — Soit K un corps. On pose A = K[X,Y]/(X? 4+ 5Y?). L’anneau A
est-il

a) integre,

b) réduit,

c) factoriel?

(On pourra donner des conditions sur K).
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Exercice 5.6.5 (Critére d’irréductibilité d’Eiseinstein). — Soient A un anneau fac-
toriel et K son corps des fractions. Soit
JX)= ¥ ax!
0<k<n
un polynome de degré n > 1 a coefficients dans A. Soit p un élément irréductible
de A. On suppose que p ne divise pas a,, que p divise a; si 0 < k < n et que p* ne
divise pas ag. Montrer que f est irréductible dans K[X].

Exercice 5.6.6. — Soit A = Z[iV/5] 1'anneau engendré par Z et iV/5 dans C.

a) Montrer qu'un élément de A s’écrit de maniére unique sous la forme
a+ibV5 avec a et b € Z.

b) Montrer que les seuls éléments inversibles de A sont 1 et —1.

(82 2z € A, introduire N(z) = z2z.)

c¢) Montrer que les éléments 2, 3, 1 + iV5 et 1 — iV/5 sont irréductibles dans
A.

d) Montrer que A n’est pas factoriel.

5.7. Solutions

Solution de Uexercice 5.6.1. — En fait, 'anneau C[X,Y]/(Y — X?) est isomorphe a
C[X] dont on sait bien qu’il est principal.
Introduisons en effet ’homomorphisme

9 :C[X,Y] — C[X], P(X,Y) — P(X,X?).

On voit que ¢ est surjectif, et que son noyau contient I'idéal (Y — X?). Si mainte-
nant P € Ker ¢, effectuons la division euclidienne de P par Y — X2 dans 'anneau
K[X][Y]. (Bien que K[X] ne soit pas un corps, on peut effectuer la division car
le coefficient dominant de Y — X2 dans I'anneau K[X][Y] est égal a 1, donc
est inversible dans K[X].) On écrit ainsi P(X,Y) = (Y — X?)Q(X,Y) + R(X,Y)
ou R(X,Y) est un polynéome de K[X][Y] de degré en Y strictement inférieur a
1 = degy (Y — X2), donc nul. Ainsi, R(X,Y) est un polynéme en X uniquement.
On calcule alors ¢(P) = ¢(R) = R(X,X?) = R(X) = 0. Donc R = 0 et P est
multiple de Y — X2 ainsi qu’il fallait démontrer.

Solution de Uexercice 5.6.2. — a) Notons y I'image de Y dans A. Onadonc xy =1,
si bien que x est inversible, d’inverse y. Soit maintenant ¢ € A. On peut donc
écrire

a= Zai,]-xiyj = 2 ozi,]-xi_j = E ﬂkxk,

i, i,JEN keZ
somme finie somme finie
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avec B, = Dlajip;. Soit m le plus petit entier tel que g, # 0 et P(X) =
J

> BemXk. On a bien a = ¥™P(x), avec P(0) = B, # 0. Il reste a voir que

k>0
somme finie . . .
cette écriture est unique. En effet, si x"P(x) = x"Q(x), avec m < n, on obtient

alors

X" (P(x) —2"7"Q(x)) =0

& Px) —«"7"Q(x) =0 car x est inversible
& XY — 1 divise P(X) — X" "Q(X)
& PX) -X""Q(X) =0 car il est de degré O en' Y

& n=met Q(X) =P(X)

en utilisant que le terme constant de P est non nul.

b) Sia = 0, on choisit ¢ = r = 0. Supposons donc a # 0. D’aprés a), on
peut écrire a = x"P(x) et b = x"S(x) ; la division euclidienne de P par S (dans
C[X]) s’écrit P = SQ + R, avec R = 0 ou degR < degS. On a ainsi x"P(x) =
x"S(x) x"7"Q(x) + x"R(x). Posons ¢ = x"7"Q(x) et r = x™R(x), de sorte que
a=0bqg+r.Sir#0,cest-a-dire R(X) # 0, on a alors ¢(r) < degR < degS = ¢(b).

c) Soit I C A unidéal. Si I = (0), il est principal. Supposons donc I # (0).
On choisit p € T'\ {0} tel que ¢(p) soit minimal. Soit alors @ € I. On peut écrire
a=pg+r,avecr =0oue(r) <e(p). Commer=a—pgel,onar=0etl= (p).

Solution de l'exercice 5.6.3. — Soit I un idéal de .27 et (f;) une famille de généra-
teurs de I.

Une fonction f € 2 non nulle n’a qu’'un nombre finis de zéros, avec multi-
plicités. On peut ainsi trouver un unique polynome p, € C[z] tel que f/p; est
holomorphe sans zéros, ce qui implique que f/p; est une unité de .Z”. En parti-
culier, les p . sont aussi des générateurs de I, ce qui permet de supposer que pour
tout ¢, f; est un polynome.

Considérons I'idéal | engendré dans C[z] par les f;. Comme C[z] est un an-
neau principal, il existe f € C[z] tel que J] = fC[z]. On a f € (f1, fo,...), donc
feletl D fZ. Comme il existe pour tout ¢ un polynéme #; tel que f; = fh;,
ona f; € fG[z] C fAZ,etdonc I C fZ7.

Par conséquent, I est principal.

Solution de Uexercice 5.6.4. — a) L’anneau A est integre si et seulement si I'idéal
(X% 4+ 5Y?) est premier dans K[X,Y]. Comme cet anneau est factoriel, c’est équi-
valent au fait que X? 4 5Y? est irréductible.

S’il existe a € K tel que o = —5, alors X245Y2% = (X+4aY) (X —aY), et X2 45Y?
n’est pas irréductible. Réciproquement, dans une décomposition de X2 4+ 5Y2 en
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facteurs irréductibles, le degré en X et en Y des facteurs doit étre égal a 1, c’est-
a-dire
X% 4 5Y% = (X 4+ aY) (X + 'Y) = X2 + (@ + o)XY + ad'Y?,

2- _5etd = —a.

d’ou «

Ainsi, A est integre si et seulement si —5 n’a pas de racine carrée dans K.

b) Si A estintegre, il est réduit.

Si A n’est pas intégre, X° 4+ 5Y? = (X 4 aY) (X — aY). Si P € K[X,Y] est tel que
P" € (X? + 5Y?), nécessairement (X + aY) divise P", et (X — aY) divise P", d’ou
le fait que P est multiple de X + oY et de X — aY.

Si la caractéristique de K est différente de 2 et 5, @ # —a donc X+aY et X—ay
sont premiers entre eux et P est multiple de X + 5Y% (on utilise encore le fait
que K[X,Y] est factoriel). Ainsi, A est réduit.

Si la caractéristique de K est égale a 2, —5 = 1 est un carré dans K est A =
K[X,Y]/((X+Y)?) n’est pas réduit.

c¢) Un anneau factoriel étant nécessairement intégre, A n’est pas factoriel si
—b est un carré dans K.

Supposons donc que —b5 n’est pas un carré dans K. Notons x et y les images
dans A de X etde Y. On a alors

(¥ +3) (x —y) =2 =% = 6y°.

L’idéal (y) n’est pas premier dans A car A/(y) = K[X,Y]/(Y,X® + 5Y?) =
K[X]/(X?) n’est pas intégre. Or, prouvons que y est irréductible dans A. Cela
assurera que A n’est pas factoriel.

Donnons nous donc Py, Py € K[X,Y] tels que P;Py — Y € (X + 5Y?). La
division euclidienne de P; et Py par X2 4 5Y% dans K[X][Y] permet de supposer
que P1(X,Y) = A1 (X) + B1(X)Y, et de méme pour Pg. On a alors

PIX V)P (X,Y) =Y = A1 (X)Ag(X) + (A1(X)B2(X) + A9 (X)B1(X))Y

+ B (X)Bo(X)Y2 - Y
= (A()A(X) — £BI (OB (X)X?)
+ (A1 (X) B2 (X) 4+ A2 (X)B1 (X) — 1)Y.

Comme cet élément est multiple de X2 4+ 5Y2, la considération des degrés en Y
montre qu’il est nul. On a donc les équations (dans K[X])

(%) 5A1A0 = B1BoX?,  A;Bo + AoB; = 1.
Aucun de ces polynomes n’est nul. Par exemple, si Bo = 0, alors Ay ne peut pas
étre nul, donc A; = 0 et AgB; = 1, ce qui implique que Ay et By sont constants,

et donc que Po est une unité de A. De méme, si A9 = 0, By doit étre nul, d’ou le
fait que A; est une constante non nulle, et que Py est une unité.
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Soit P un polynéme irréductible divisant Bg. D’aprés la premiére relation et
le lemme de Gaul}, P divise ou A; ou Ao. Mais s’il divise Ao, il devra diviser 1,
d’ou, vp(Bg) < vp(Ayp). (Si P € K[Y] est un polynome irréductible, on note vp(Q)
I’exposant du polynome Q dans la décomposition en facteurs irréductibles.) De
méme, vp(B;) < vp(Ag). En fait, il y a égalité si P # X, et la seconde relation
implique que A; et Ag ne sont pas tous deux multiples de X.

En particulier, on peut écrire (quitte a échanger Py et Po), Bo = MA] et Ag =
,uX2B1. Les deux relations (*) se récrivent

() Bu=2A M4+ uX*B? = 1.

Sl A 1Pé ; 2 | 1y2p2
On a ainsi A = by, d’ou I'équation A7 + =X*By = 1/p.
Or, la relation

o 1 ]
(A1(x) +B1(x)y) x (A1(x) — By (x)y) = Ay (x)* + BBl(X)Z’CQ =1/u
montre que Pj(x,y) est une unité dans A. Ainsi, y est bien irréductible.

Solution de Uexercice 5.6.5. — Rappelons que A[X] est factoriel, et que tout élé-
ment irréductible dans A est encore irréductible dans A[X]. Rappelons aussi que
A[X]/pA[X] = (A/pA)[X].

Ecrivons donc f(X) = g(X)h(X) avec g, h € K[X]. On peut écrire g(X) =
g0(X)/a, ou go € A[X], a € A, et aucun facteur irréductible de a ne divise
go. De méme, on écrit A(X) = ho(X)/b. Ainsi, abf(X) = go(X)ho(X). Si p est
un élément irréductible qui divise ab, il divise gohg, donc d’apres le lemme de
Gaul, il divise gg ou hg. En le divisant, on obtient une relation semblable, avec un
facteur irréductible de moins, ce qui permet par récurrence de supposer que ab
est inversible, soit en divisant encore, a = b = 1.

On a ainsi une relation f(X) = g(X)h(X), avec g € A[X] et h € A[X].

Réduisons cette égalité modulo p. On trouve, en factorisant X" dans
(A/pA)[X], que X" = g(X)h(X). On en déduit g = aX* et h = FX"*. (Unicité
de la décomposition en facteurs irréductibles dans (Frac(A/p))[X], mais on peut
le démontrer directement.) D’ou des égalités

g(X) = aX' +pa1(X), g(X) = pX"" 4 phn (X)
avec g1 et b € A[X] et «, f € A. Cela implique
g(X)A(X) = apX" + p(X" g1 (X) + X0 (X)) + p*g1 (X) b1 (X).

L’hypothése que le terme constant de f n’est pas multiple de p? implique que
k=0,o0ouque k=n.Sik=n,onadonc g(X) =aX" + pg1(X), avec deg gy < n.
Ainsi, deg g = n, etdonc degh = 0, ce qui signifie que & est inversible dans K[X].
Dans I'autre cas (k = 0), on trouve que g est constant.

Nous avons donc prouvé que f est irréductible dans K[X].
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Solution de Uexercice 5.6.6. — a) 1l suffit de montrer que ’ensemble des a + ibV/5
avec a et b dans Z est un sous-anneau de C car il contient manifestement Z et iV/5.
Or, cet ensemble, muni de ’addition, est un sous-groupe abélien de C; d’autre
part, il contient 1 et la formule

(a + ibV5) (¢ + idV'5) = (ab — 5bd) + i(bc + ad)V'5

montre qu’il est stable par multiplication. C’est donc un sous-anneau de C.

Enfin, montrons 1'unicité d’une telle écriture. Si a + ibV/b = ¢ + id\/g, on a
(a—c) =i(d—0b)V5, dou (a— )%+ 5(d—b)? = 0. Cela implique a = ¢ et b = d.

b) Soit z = a + ibV/5 un élément inversible de A, etsoit u = ¢ + idV/5 son
inverse. Remarquons que zz = a® + 5b% est entier positif ou nul. Par suite, si
= 1,0na (22)(uir) = 1 et 2z est égal a 1, soit a®> + 5> = 1. Si b # 0, on a
a® + 50> > 5, ce qui est absurde. Donc b =0 et a®> =1, d’ott a = £1 et z = 1.

c¢) Supposons que 2 = (a + ibVB) (¢ + idV5). Alors, on a 4 = 22 =
(a® +5b%) (> 4+ 5d%). Si b # 0, a® + 56* > 5 et (a® 4 56%) (¢? + 5d?) > 5, ce qui est
absurde et b = 0. De méme, d = 0. Alors, la relation 2 = ac jointe au fait que 2
est premier dans Z montre que ¢ = £1 ou ¢ = 1. Nous avons donc prouvé que
2 est irréductible dans Z[iV/5].

De méme, si 3 = (a + ibV/5) (¢ +idV/5), on a

9 = (a* + 5b?) (¢® + 5d?).
Sib#0, a® + 562 > 5 etsi ¢+ idVb n’est pas inversible,  + 542 > 2 et 'on
a9 > 10, ce qui est absurde. Donc b = d = 0, 3 = ac et comme 3 est premier,

a = =1 ou ¢ = %1. Ainsi, 3 est irréductible dans Z[i\/5].
Si maintenant 1 +iV/5 = (a + ibV/5) (¢ + idV/5), on a
(1+iV5) (1 —iV5) =6 = (a® + 5b%) (¢® + 5d?).
Si ¢ 4+ idV/b n’est pas inversible, ¢? 4+ 5d*> > 2. Cela implique a* + 50*> < 3, d’out
b=0eta==+1. Donc a+ ibV/5 est inversible et 1 + iV/5 est irréductible. On
montre de méme que 1 — iV/5 est irréductible..

d) Remarquons que 2-3 = 6 = (1+iV5)(1—iV5). Si Z[iV/5] était factoriel, 2
diviserait 1 +iV/5 ou 1 —iV/5. Or, un multiple de 2 dans A est de la forme a+ibV5
avec a et b deux entiers pairs. Par suite, ni 1 + iV5 ni 1 — iv/5 ne sont multiples
de 2. Cette contradication montre que Z[: V5] n’est pas factoriel.



Modules

Le modules sont aux anneaux ce que les espaces vectoriels sont aux corps. Ce cha-
pitre d’introduction aux modules en donne la définition et les premieres propriétés.
On montre aussi comment construive des modules par passage au quotient ou par
localisation. Le produit tensoriel sera introduit plus tard dans le cours.

6.1. Premiers pas

DEFINITION 6.1.1. — Soit A un anneau. Un A-module est un groupe abélien M muni
d’une application (multiplication externe)

AxM—->M, (a,m) — am

vérifiant les propriétés suivantes : pour tous a, b € A et tousm, n € M, on a

— (@4 b)ym =am+ bm et a(m + n) = am + an (distributivité) ;
— (abym = a(bm) (associativité);
— Im = m (élément neutre).

Exemples 6.1.2. — a) Un anneau A est un A-module; un idéal de A est un A-
module.

b) Un groupe abélien possede une unique structure de Z-module.

c) Si A est un corps, A-module équivaut a A-espace vectoriel.

d) Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux, la multiplication externe
A x B — B définie par (a,b) — f(a)b munit B d’une structure de A-module.

e) Plus généralement, si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux et si M
est un B-module, la multiplication externe AxM — M définie par (a,m) — f(a)m
munit M d’une structure de A-module.

Exercice 6.1.3. — Soit M un A-module. Montrer que (—1)m = —m.
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Remarque 6.1.4. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Si @ € A, notons
tq: M — M I'application définie par u,(m) = am. C’est un endomorphisme de
M en tant que groupe abélien. En fait, I'application a +— pu, définit un homo-
morphisme d’anneaux A — End(M), ce dernier anneau n’étant pas forcément
commutatif.

On constate ainsi que, M étant un groupe abélien, se donner une structure

de A-module sur M équivaut a se donner un homomorphisme d’anneaux A —
End(M).

DEFINITION 6.1.5. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Un sous-module de
M est une partie N de M vérifiant :

— N est un sous-groupe abélien de M ;
— pour tout a € A et tout m € N, am € N.

Exemples 6.1.6. — a) Si M est un A-module, la partie de M réduite a 0 en est un
sous-module. De méme, M est un sous-module de lui-méme.

b) Si A est un anneau, les idéaux de A sont les sous-A-modules de A.

c) Si A est un corps, les sous-modules d’un A-espace vectoriel en sont les sous-
espaces vectoriels.

LEMME 6.1.7. — Soit M un A-module et soit N une partie de M. Pour montrer que N est
un sous-module de M, il suffit de montrer les propriétés suivantes :
- 0eN;,

—siacAetmeN,ameN;
—simeNeneN,m+neN.

Démonstration. — En effet, la seconde propriété appliquée a ¢« = —1 et m € N
montre que —m € N. Jointe aux deux autres propriétés, on constate que N est un
sous-groupe abélien de M. La seconde propriété implique alors que c’en est un
sous-module. [

Exercice 6.1.8. — Soit A un anneau et soit M un A-module.

a) Montrer que I’ensemble (0 : M) des a € A tels que pour tout m € M, am = 0
est un idéal de A (annulateur de M)). On le note aussi Ann(M).

b) Plus généralement, soit N un sous-A-module de M. Montrer que I’ensemble
(N : M) des a € A tels que pour tout m € M, am € N est un idéal de A.

DEFINITION 6.1.9. — Soit A un anneau et soit M et N deux A-modules. Un homomor-
phisme de M dans N est une application f: M — N telle que pour tous a et b dans A et
tous m et n dans M, on a

f(am+bn) = af(m) +bf(n).
On note Homp (M, N) Uensemble des homomorphismes de M dans N .
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Un homomorphisme de M dans M est appelé endomorphisme de M. On note
Enda (M) lensemble des endomorphismes du A-module M.

Exemple 6.1.10. — Soit A un anneau et soit M, N deux A-modules. Si f et g
sont deux homomorphismes M — N, soit f + g I'application définie par m —
f(m) + g(m). Si f est un homomorphisme M — N etsi a € A, soit af I'applica-
tion donnée par m +— af(m). Ce sont des homomorphisme de A-modules de M
dans N.

Ces lois munissent Homp (M, N) d’une structure de A-module

LEMME 6.1.11. — Soit A un anneau et soit M, N, P trois A-modules. Si f: M — N et

g: N — P sont des homomorphismes, leur composé g o f: M — P est un homomorphisme
de A-modules.

DEFINITION 6.1.12. — On dit qu’un homomorphisme de A-modules f: M — N est un
homomorphisme est un isomorphisme s’il existe un homomorphisme g: N — M tel que

fog=Ildy et go f=Idm.

PROPOSITION 6.1.13. — Un homomorphisme est un isomorphisme si et seulement si il est
bijectif.
Démonstration. — Si f: M — N est un isomorphisme, de réciproque g, il est clair

que g est la bijection réciproque de f.

Réciproquement, si f: M — N est un homomorphisme bijectif, soit g sa bi-
jection réciproque. Alors, g est un homomorphisme. En effet, si n, n’ € N et a,
a €A, ona

[(ag(n) +d'g(n)) = af(g(n)) +d'f(g(n)) = an +a'n’
donc ag(n) +d'g(n') = g(an + d'n’), ce qui établit la linéarité de g. O

PROPOSITION 6.1.14. — Soit A un anneau, soit M, N deux A-modules et soit f: M —
N un homomorphisme de A-modules. Pour tout A-module X, les applications

f*: Homy (N, X) — Homy (M, X), pr—pof
et
f«: Homy (X, M) — Homay (X, N), pr— fop

sont des homomorphismes de A-modules. Si de plus g: N — P est un second homomorphisme
de A-modules, on a les égalités [* o g* = (go f)* et gufu = (g0 f)«.

DEFINITION 6.1.15. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Le A-module dual de
M, noté MV, est le A-module Homa (M, A) .
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Remarque 6.1.16. — On peut reformuler la proposition 6.1.14 dans le langage des
catégories. Si X est un A-module fixé, I’« application » qui associe a un A-module
M le A-module Homp (M, X) et a un morphisme f: M — N I’homomorpisme
f*: Homa (N, X) — Homyu (M, X) est un foncteur contravariant de la catégorie
Niods des A-modules dans elle-méme. Pour X = A, on obtient ainsi un foncteur
«dual », M ~» MY = Homy (M, A) de la catégorie des A-modules dans elle-méme.

Associer a un A-module M le A-module Homjy (X, M) définit au contraire un
foncteur covariant.

DEFINITION 6.1.17. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. On appelle
noyau de f, noté Ker f, Uensemble des m € M tels que f(m) = 0.

PROPOSITION 6.1.18. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.

Si M est un sous-module de M, f(M') est un sous-module de N. Si N’ est un sous-
module de N, f~V(N') est un sous-module de M.

En particulier; le noyau Ker f et l'image Im [ = f(M) de [ sont des sous-modules (de
M et N respectivement).

Démonstration. — Montrons que f(M’) est un sousmodule de N. Comme
f(Op) = On et Oy € M/, On € f(M'). D’autre part, si n et ' € f(M), il existe m
et m’ € M’ tels que n = f(m) et ' = f(m'). Par suite,

ntn' = f(m)+ f(m') = f(m+m') € fOM).

Enfin, si n = f(m) appartienta f(M’) etsia € A, an = af(m) = f(am) appartient
a f(M') puisque am € M'.

Montrons que f~!(N’) est un sous-module de M. Comms f(0y) = On € N/,
Om € f~1(N'). D’autre part,si m et m’ € f~1(N') etsiaetbe A,ona

flam+bm'y =af(m)+bf(m') e N

puisque f(m) et f(m') appartiennent a N’ et que N’ est un sous-module de N.
Donc am + bm' appartienta f~1(N'). O

6.2. Opérations sur les modules

PROPOSITION 6.2.1. — Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (Ng)cs une

Jamille de sous-modules de M. Alors, Uintersection N = (| Ny est un sous-module de M.
S

Démonstration. — Comme 0 € N; pour tout s, 0 € N. Soit m et n deux éléments
de N. Pour tout s, m et n appartiennent au sous-module Ny, donc m + n aussi et
m + n appartient a leur intersection N. Enfin, soit m € N et a € A. Pour tout s,
m € N, donc am € N; et finalement, am € N. Ainsi, N est un sous-A-module de
M. [
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PROPOSITION 6.2.2. — Soit A un anneau, soit M un A-module et soit X une partie de
M. 11 existe un plus-petit sous-A-module (X) de M contenant X : c’est Uintersection de
la famille (non vide) des sous-modules de M qui contiennent X. C'est aussi Uensemble des

sommes Y axx ou (ay)y est une famille presque nulle d’éléments de A.
xeX
Par définition, (X) est le sous-module de M engendré par X.

Démonstration. — 1l existe des sous-modules de M qui contiennent X, par exemple
M lui-méme. Par suite, 'intersection (X) de ces sous-modules est un sous-module
de M et contient X. Par construction, (X) est contenu dans tout sous-module de
M qui contient X. C’est ainsi le plus petit d’entre eux.

Si (ay)x est une famille presque nulle d’éléments de A, ] a,x est une combi-
xexX
naison linéaire d’éléments de (X), donc appartient a (X). Ceci prouve que I'en-

semble (X)" des telles combinaisons linéaires est contenu dans (X). Réciproque-
ment, il suffit de montrer que cet ensemble est un sous-module de M. Comme il
contient X, on aura 'autre inclusion. Tout d’abord, 0 = Y} 0x appartient a (X)’.

X
Par ailleurs, si m et n sont deux éléments de (X)', il existe deux familles presque
nulles (ay)x et (by)y telles que m = D ayx et n = > byx. Alors, la famille (ay + by)«
X X

est presque nulle et 'on a

m+n= (%axx) + (bex) = D (ay + by)x

X X

donc m + n appartient a (X)'. Enfin, si m € (X) et a € A, soit (ay)x une famille

presque nulle telle que m = Y ayx. On a alors am = Y (aay)x, donc am € (X). O

DEFINITION 6.2.3. — Soit A un anneau, M un A-module et soit (My), une famille de
sous-module de M. La somme des M;, > My, est le sous-module de M engendré par la

s
réunion | JM; des M.
S

C’est aussi I’ensemble des combinaisons linéaires »;m; ou (my), est une famille

S
presque nulle d’éléments de M telle que mg € My pour tout s.

Exercice 6.2.4. — La réunion de deux sous-modules n’est en général pas un sous-
module.
a) Donner un exemple (on pourra se placer dans le cadre des espaces vecto-
riels).
b) Si (M,)neNn est une famille de sous-modules d’'un A-module M telle que
M,, C My, si n < p, montrer que |JM, est un sous-A-module de M.
n
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DEFINITION 6.2.5. — Soit A un anneau, M un A-module et 1 un idéal de A. On définit
le sous-module IM de M comme Uensemble des combinaisons linéaires Y, a;m; ow pour tout
i,a; €l et m; € M.

DEFINITION 6.2.6. — Soit A un anneau et soit (M) une famille de A-modules. Le pro-
duit des My est Uensemble [T M; des lois :
N
(ms)s + (ns)s = (ms + ns)s: a(ms)s = (ams)s

qui en font un A-module.
La somme directe des M est le sous-module @ M de [ My formé des éléments (my) tels

N
que pour tout s sauf pour un nombre fini, m; = 0.

Remarque 6.2.7. — Si tous les M; sont isomorphes a un méme module M, on a
1IM; = MS. Le sous-module @ M; est noté M),
N

LEMME 6.2.8. — Pour tout t, définissons des applications
Z’t:Mt_)@Ms, I?t: HMSHML‘
s N

définis par ig(m) = (mg) oumy =m et mg = 0 si s £ t et pi((mg)) = my. Ce sont des
homomorphismes de A-modules.

Démonstration. — Soit m, n dans M;, a et b dans A. Alors,

i(am +bn) = (0,...,0,am + bn,0,...)
(dans le membre de droite, le am + bn est dans la composante indexée par t)

=a(0,...,0,m,0,...) +6(0,...,0,n,0,...,0)
= ai (m) + biy(n).

Par suite, i; est un homomorphisme de A-modules. La démonstration que p; est
un homomorphisme est laissée en exercice. O]

Produits et des sommes directes de modules satisfont une propriété universelle que
nous énoncons maintenant.

THEOREME 6.2.9. — Soit A un anneau et soit (M) une famille de A-modules.
a) Pour tout A-module M et toute famille ( f;) de morphismes fs: M — My, il existe un
unique morphisme f: M — [ My tel que pour tout s, pso f = f;.

N
b) Pour tout A-module M et toute famille ( fs) de morphismes f;: My — M, il existe un
unique morphisme f: @ Mg — M tel que pour tout s, f oi; = f;.
N



6.2. OPERATIONS SUR LES MODULES 93

Démonstration. — a) Supposons que f: M — [[M;y vérifie p; o f = f;. Alors, si
N

f(m) = (myg)s, on a nécessairement

ms = ps((ms)s) = ps(f (m)) = (ps o [)(m) = fs(m),

ce qui montre que f, s’il existe, est unique. Réciproquement, définissons f(m)
comme la famille (f;(m)),. Il faut montrer que I’application ainsi définie f: M —
HM est un homomorphisme de A-modules. Or, pour tous a et b dans A et tous

metndansM on a

fam + bn) = (fs(am + bn))s = (afs(m) + bfs(n))s
= a(fs(m), +b(fs(n)), = af(m) +bf(n),
ce qui prouve que f est un homomorphisme de A-modules.
b) Supposons que f: @ M; — M vérifie f oi; = f;. Alors, I'image par f d’un

N
élément (0,...,0,m,0,...) = is(m) (ou m € My est dans la composante indexée
par s) est nécessairement égale a f;(m). Un élément de € M; est une famille
(ms)s avec mg € My, tous les m, étant nuls, sauf un nombre fini. Par suite, un tel
élément est égal a >} i;(m,) (la somme est en fait finie) et son image par f est
N
égale a

S (Qis(ms)) = (S ois) (ms) = 27 fs(ms),

s

ce qui montre I'unicité. Récipriquement, ’application f: @ M; — M définie par
f((mg)s) = D] fs(my) (somme finie)
N

est un homomorphisme de A-modules qui vérifie f oi; = f; pour tout s. En effet,

si a et b sont dans A et (m;),, (ng), sont deux éléments de @ My, on a
$

S(a(ms)s + b0(ns)s) = f((amg + bng)y)
= Zfs ams + bns = Z (afs(ms + bfs(ns))

_“sz(ms +b2f("s
=af((ms)s) +0f((ns)s)-
O

Remarque 6.2.10. — Ce théoreme peut se reformuler ainsi : pour tout A-module
M, les applications canoniques

HomA(@ MS,M) - HHomA(Ms, M), f = (fois>s
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et
Homy (M, [TM;) — [[Homp (M, My),  f+ (pso f)s

sont des isomorphismes.

6.3. Générateurs, bases, modules libres

DEFINITION 6.3.1. — Soit A un anneaw et soit M un A-module. Soit S une partie de
M.

On dit que S est

— génératrice si M = (S) ;

— libre si pour toute famille presque nulle (ay) scs d’éléments de A, la relation Y] ags = 0
seS
implique que a; = 0 pour tout s ;

— liée st elle n'est pas libre;
— étre une base de M si pour tout élément m de M, il existe une unique famille presque
nulle (ay)ses dans A telle que m = 3 a;s.

Exercice 6.3.2. — Soit A un anneau et M un A-module. Si m € M, a quelle condi-
tion sur Ann(m) la famille {m} est-elle libre?

PROPOSITION 6.9.3. — Soit A un anneau, M un A-module et S une partie de M. Soit
@s Lhomomorphisme canonique

A®) M, (a5)ses — 3 ays.
seS

Alors,

— s est injectif si et seulement si S est libre;
— s est surjectif si et seulement si S est génératrice;
— s est un isomorphisme si et seulement si S est une base.

Démonstration. — Le noyau de g¢s est I’ensemble des familles (a;) telles que

> ass = 0. Dire que S est libre équivaut donc a dire que Ker ¢s = (0), c’est-a-dire
\)

que ps est injectif.

L’image de ¢g est I'’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de S. Par
suite, Im ps = (S) et ps est surjectif si et seulement si S est génératrice.

Enfin, la définition du fait que S est une base revient exactement a dire que ¢s
est bijectif, donc un isomorphisme. [

COROLLAIRE 6.9.4. — Une base est une partie libve et génératrice.
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Remarques 6.3.5. — a) Si A est un anneau quelconque, tout module n’admet pas
forcément une base.

b) Si A est un corps, c’est un résultat fondamental de la théorie des espaces
vectoriels que tout espace vectoriel admet une base.

DEFINITION 6.8.6. — Un module qui possede une base est dit libre.

THEOREME 6.9.7. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Si M est libre, toutes les
bases de M ont meme cardinal. Cest par définition le rang de M.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal de A, notons k le corps A/1t et posons
V = M/mM. On peut le considérer naturellement comme un A/m-module, donc
comme un k-espace vectoriel.

Soit (m;)ic1 une base de M et montrons que (cl(m;));c1 est une base de V.
Tout élément de V s’écrit cl(m) pour un certain m € M. Par suite, m est une
combinaison linéaire des m; et cl(m) une combinaison linéaire des cl(m;) qui
forme donc une partie génératrice de V. De plus, si (x;);ec1 est une famille presque
nulle d’éléments de k telle que > x; cl(m;) = 0, choisissons pour tout ¢ un €lément
a; € A tel que x; = cl(a;), avec en outre a; = 0 si x; = 0. On a alors cl(}]am;) =
Y x;cl(m;) = 0 donc m = > a;m; € mM. Il existe par suite une famille presque
nulle (b;);e1 d’éléments de m telle que m = > bm;. Comme la famille (m;);c1 est
une base de M, a; = b; pour tout i, puis x; = cl(a;) = cl(b;) = 0 étant donné que
b; € m. Ainsi, la famille (cl(m;)) est une base de V.

Si (nj) ey est une autre base de M, la famille (cl(n;)) est tout autant une base
de V.

Comme deux bases d’un espace vectoriel ont méme cardinal, I et J sont équi-
potents. [

Plus généralement, on peut poser la définition :

DEFINITION 6.9.8. — Soit A un anneau et soit M un A-module
On dit qu’une famille (My) de sous-modules de M est en somme directe si [’homomor-
phisme canonique @ M; — M est un isomorphisme. On note M = @ M;.

N N
Si N et P sont deux sous-modules de M tels que M = N @ P, on dit ausst P et N sont
supplémentaires.
Un sous-module de M qui possede un supplémentaire est dit facteur direct.

6.4. Quotients de modules

6.4.1. Relation d’équivalence compatible. — Soit A un anneau et soit M un A-
module. On s’intéresse aux relations d’équivalence sur M qui sont compatibles
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avec la structure de module, c’est-a-dire que pour tous m, m', n et n’ dans M,
. / / / /
sim~m etn~n,alors am+bn~ am +bn'.

Soit N I’ensemble des m € M tels que m ~ 0. Comme une relation d’équivalence
est réflexive, 0 € N. Si m et n appartiennenta N,on am ~ 0, n ~ 0 et donc pour
tous a et b dans A, am + bn ~ (a0 4 b0) = 0, c’est-a-dire am + bn € N. Cela prouve
que N est un sous-module de M. De plus, si m et n sont deux éléments de M tels
que m~n,onam+ (—n) ~n+ (—n),d’oum —n € N.

Réciproquement, soit N un sous-A-module de M et soit ~ la relation d’équiva-
lence sur M définie par m ~ n si et seulement si m — n € N. Notons M/N I’en-
semble des classes d’équivalence et cly: M — M/N I’application canonique.“)
Les calculs qui précedent montrent le théoréme suivant.

THEOREME 6.4.2. — Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M.
La relation ~ sur M définie par m ~ n si et seulement si m — n € N est une relation
d’équivalence sur M compatible avec la structure de module. L'ensemble quotient M/N
possede une unique structure de A-module telle que Uapplication c1: M — M/N est un
homomorphisme de A-modules.

L’homomorphisme cl est surjectif et de noyau N .

On démontre maintenant un théoreme de factorisation, propriété universelle des
modules quotients.

THEOREME 6.4.5. — Soit A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M.
Pour tout A-module P et tout homomorphisme f: M — P tel que N C Ker f, il existe un
unique homomorphisme de modules ]~‘: M/N — P tel que [ = focl.

De plus, Im }‘ =1Im f et Ker] = cl(Ker f). En particulier, ]~‘ est injectif si et seulement
st Ker f = N.

On peut représenter 1’égalité du théoreme en disant que le diagramme

P
M——P

;7

M/N

est commutatif. L'intérét de ce théoréme est qu’il permet de factoriser un homo-
morphisme de A-modules f: M — N en la composition

ML M/Ker f L Im fs N

d’un homomorphisme surjectif, d’un isomorphisme et d’'un homomorphisme in-
jectif.

(1)Sil n’y a pas de confusion possible, on pourra noter simplement cl cette application.
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Démonstration. — Nécessairement, on doit avoir f(cl(m)) = f(m) pour tout m
dans M. Comme tout élément de M/N est de la forme cl(m) pour un certain m €
M, cela montre qu’il existe au plus un homomorphisme de A-modules f: M/N —
P tel que focl = f.

Montrons I’existence de ] Soit x € M/N et soit deux éléments m et m’' de M tels
que x = cl(m) = cl(m'). Alors, m—m’ € N et donc, puisque N C Ker f, f(m—m') =
0. On a alors f(m) = f(m') et 'on peut définir ]~‘ en posant ][(x) = f(m) —
cela ne dépend en effet pas de I’élément m € M choisi parmi ceux qui vérifient
x = cl(m). Il reste a montrer que f est un homomorphisme de A-modules. Or,
soit x et y € M/N, soit a et b dans A. Choisissons m € M tel que x = cl(m) et
n € M tel que y = cl(n). Alors, ax 4+ by = acl(m) 4+ bcl(n) = cl(am + bn) et

flax+by) = f(cl(am+bn)) = f(am+bn) = af (m) +bf (n) = af (x) +b](y).
Ainsi, f estun homomorphisme de A-modules.

On a évidemment Im f C Im j‘ D’autre part, si p appartient a Im j‘, choisissons
x € M/N tel que p = }(x) puis m € M tel que x = cl(m). Alors, p = ](Cl(m)) =
f(m) appartient a Im f, d’ot 'autre inclusion et finalement I’égalité Im f = Im 7.

Enfin, si ]‘(x) = 0, on peut écrire x = cl(m) avec m € M et la relation ]‘o cd=/f
implique f(m) = 0, d’ou x € cl(Ker f). Dans I'autre sens, si x = cl(m) avec m €
Ker f,ona f(x) = }‘(cl(m)) = f(m) =0, donc x € Ker f. Ainsi, Ker / = cl(Ker f).
[

La proposition suivante décrit les sous-modules d'un module quotient tel que
M/N.

PROPOSITION 6.4.4. — Soit A un anneau, M un A-module, N un sous-module de M.
Lapplication 1! :

sous-modules de M/N —  sous-modules de M contenant N

P d (P
est une bijection.

Ainsi, pour tout sous-module P de M qui contient N, il existe un unique sous-
module . de M/N tel que P = cI™1(#). De plus, on &2 = cl(P). Le sous-module
cl(P) de M/N sera noté P/N. Cette notation est cohérente. En effet, la restriction
de cl & P est un homomorphisme cl|P: P — M/N de noyau PNN = N et d’image
cl(P). D’apres le théoréme de factorisation, cl |p induit un isomorphisme P/N —
cl(P).

Démonstration. — La démonstration est une conséquence immeédiate des deux for-
mules suivantes : si P est un sous-module de M,

A~ N(cd®P) =P+N
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et si Z est un sous-module de M/N,

(™1 (P2)) =.~.

En effet, si P C N, P+ N = P et ces formules montrent que I'application cl!
comme dans I’énoncé admet cl comme bijection réciproque.

Montrons la premiere formule. Si m € cl=1(cl(P)), on a cl(m) € cl(P). Il existe
donc p € P tel que cl(m) = cl(p) et par suite, cl(m — p) = 0. Cela signifie que n =
m—p € N et m = p+4n appartienta P+N. Réciproquement, si m = p+n appartient
aP+ N, cl(m) =cl(p+n) =cl(p) appartient a cl(P), donc m € cl=(cl(P)).

Montrons la seconde formule. Par définition, on a cl(cl™! (#)) c .. Récipro-
quement, si x € #, soit m € M tel que x = cl(m). Alors, cl(m) € 2, autrement
dit, m € I71(#) et donc x = cl(m) € cl(cl™H(P)). O

Enfin, nous pouvons calculer le « quotient d'un quotient ».

PROPOSITION 6.4.5. — Soit A un anneau, N, P, M trois A-modules tels que N C P C
M. Alors, on a un isomorphisme canonique

(M/N)/(P/N) ~ (M/P)
tel que pour tout m € M, clp,/n(cIn(m)) — clp(m).

Démonstration. — Considérons ’homomorphisme composé
p:M— (M/N) - (M/N)/(P/N), m — clp/N(cln(m)).

I1 est surjectif, comme composé de deux homomorphismes surjectif. Un élément
m est dans son noyau si et seulement si cly(m) € Kerclp)ny = P/N = cIn(P),
c’est-a-dire m € P puisque P contient N. Ainsi, Kerp = P et le théoréme de facto-
risation 6.4.3 affirme I’existence d’un unique homomorphisme bijectif : M/P —
(M/N)/(P/N) tel que ¢(clp(m)) = clp/n(cIn(m)). Cest I'isomorphisme cherché.
[

6.5. Localisation des modules

6.5.1. Calcul de fractions. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Soit S
une partie multiplicative de A. Nous allons construire, par un calcul de fractions
similaire a celui qui nous a permis de définir I'anneau localisé S~'A, un S~!A-
module S™'M ainsi qu'un homomorphisme de A-modules M — S™!M.

Soit sur I’ensemble M x S la relation

(m,s) ~ (n,t) <« ilexiste u € S tel que u(tm — sn) = 0.
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On vérifie comme page 30 que c’est une relation d’équivalence, on note S™!M
I’ensemble des classes d’équivalence et m/s € S~1IM la classe d’équivalence du
couple (m,s) € M x S.

On définit sur S'M deux lois : tout d’abord, si m, n € M et s, t € S,

(m/s) + (n/t) = (tm + sn)/ (st)
et,simeM,acA,sett €S,
(a/t)(m/s) = (am)/(ts).

THEOREME 6.5.2. — Muni de ces lois, ST'M est un S~ A-module. Lapplication i :
M — S™IM telle que i(m) = (m/1) est un homomorphisme de A-modules, S~*M étant
considéré comme un A-module grice a Uhomomorphisme canonique d’anneaux A — S™A.

La démonstration est laissée en exercice. Les calculs sont semblables a ceux fait
lors de la localisation des anneaux.

Remarque 6.5.3. — Rappelons quelques exemples de parties multiplicatives. Tout
d’abord, si s € A, la partie S = {1;5; 525 .. .} est multiplicative. La localisation est
dans ce cas notée avec un s en indice : M; = S™!M est un A,-module. Si P est
un idéal premier de A, S = A\ p est aussi une partie multiplicative. On note Ay
I’anneau localisé et My le Ay-module obtenu par calcul de fractions a partir d’un
A-module M.

Exercice 6.5.4. — Soit A un anneau, M un A-module, S une partie multiplicative
de A. Considérons ’homomorphisme canonique i : M — S™IM.

a) Un élément m € M appartient a Ker: si et seulement s’il existe s € S tel que
sm=0.

b) L’homomorphisme ¢ est un isomorphisme si et seulement si pour tout €élé-
ment de S, ’homomorphisme u; : M — M, m — sm, est un isomorphisme.

PROPOSITION 6.5.5. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A. Soit
f: M — N un homomorphisme de A-modules. Il existe alors un unique homomor-
phisme de S~VA-modules f: STIM — S™IN tel que pour tout m € M et tout s € S,

J(m/s)y = f(m)/s.

Autrement dit, le diagramme

est commutatif,
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Démonstration. — 11 faut vérifier que cette définition a un sens. Si m/s = n/t, soit
u € S tel que u(tm — sn) = 0. Alors,

Jm) _utf(m) _ fQuim) _ f(usn) _ f(n)

) uts uts uts t

ce qui prouve que f est bien définie. Alors, si m, n € M, s, €S, on a

-m n ~tm+ sn tm 4+ sn

O ) =Ty =
tfom) sfm) _fm) fn) - om o om
- st + st B S * 14 :f(?)+f(?)

et ] est donc additive. Enfin,sim e M, a €A, sett € S,on a

G2 =g <K U 2/ g

t s st sttt s

et [ est A-linéaire. ]

La localisation des modules donne lieu a une propriété universelle du méme
genre de celle établie pour les anneaux.

THEOREME 6.5.6. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A, f: M — N
un homomorphisme de A-modules. On suppose que pour tout s € S, Uhomomorphisme
ts: N — N, n — sn, est un isomorphisme. Alors, il existe un unique homomorphisme de

A-modules p: STIM — N tel que ](m/l) = f(m) pour tout m € M.

Démonstration. — En fait, si f: S™!M — S™IN désigne I’homomorphisme fourni
par la proposition précédente et i : N — S™!N I’homomorphisme canonique, la
propriété voulue pour ¢ équivaut a I’égalité iop = /. Comme i est dans ce cas un
isomorphisme, ona ¢ =il o f. [

Exercice 6.5.7. — Le démontrer par du calcul en vérifiant que la formule ¢(m/s) =
uy L (f(m)) convient.

La localisation se comporte trés bien vis a vis des sous-modules; c’est la
deuxiéme occurence de 1’ exactitude de la localisation.

PROPOSITION 6.5.8. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A.. Soit M un
A-module et N un sous-module de M.

Alors, Uhomomorphisme canonique ST'N — S™IM provenant de Uinjection N — M
est injectif et définit un isomorphisme de ST'N sur un sous-module de S™*M, noté encore
STIN.

De plus, on a un isomorphisme canonique

STIM/STIN ~ ST (M/N).
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Démonstration. — Soit n € N et s € S. L’image de n/s € S~IN dans S™IM est
égale a n/s mais ou n est vu comme un élément de M. Elle est nulle si et seule-
ment s’il existe ¢ € S tel que tn = 0 dans M, mais aussi dans N ! Par suite, cet
homomorphisme est injectif. C’est ainsi un isomorphisme de S~!M sur son image
dans S™'M.

Considérons maintenant ’homomorphisme égal a la composition des homo-
morphismes canoniques

M— s "ML s IM/sIN.

m—m/ 1

Par construction, un élément n a pour image 0, d’ou, par la propriété universelle
des modules quotients, un unique homomorphisme M/N — S—IM/S™IN par
lequel cly(m) — clg-1(m/1). Comme S agit par automorphisme sur le S™'A-
module ST'M/S™IN, on en déduit un unique homomorphisme ¢: S~!(M/N) —
S~IM/S™IN tel que (cIn(m)/1) — clg-1(m/1).

Montrons que ¢ est un isomorphisme. Il est surjectif car cly(m)/s a pour image
clg-15(m/s). Il est injectif : si cly(m)/s a pour image 0, m/s € STIN. 1l existe ainsi
n € NetteS telsque m/s = n/t. Soit alors u € S tel que u(tm — sn) = 0. Il en
résulte 1’égalité

cin(m)  cIn(uim)  cIn(sun) 0O

— — —— —0,
s stu stu) stu

d’ou l'injectivité. O]

PROPOSITION 6.5.9. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A. Soit M
un A-module et soit (N;) une famille de sous-modules de M. Alors, on a une égalité de
sous-modules de STIM :

ZS_INZ- —s! ZNl

Démonstration. — Notons N = > N;. Pour tout i, N; C N, d’ou une inclusion
S~IN; ¢ STIN. Par suite, > S7IN; c STIN. Réciproquement, soit n/s € S~IN. On
i

peut écrire n = »n;, ou pour tout ¢, n; € N;, la somme étant presque nulle. Alors,
i

n/s = 3(n;/s) appartient a 3 S™IN; et I'autre inclusion est démontrée. ]

1

PROPOSITION 6.5.10. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A et soit M
un A-module. Notons i: M — S™IM Uhomomorphisme canonique de A-modules.

Si A est un sous-S~'A-module de ST'M, alors N = i~ 1 (/") est un sous-A-module de
M tel que /" = S™IN.

Démonstration. — 11 est clair que ST INc ./ :simeN,onam/l €./, donc
pour tout s € S, m/s € A".
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Réciproquement, soit x € .#". On peut écrire x = m/s avec m € M et s € S. Par
suite, sx = m/1 appartienta N et x = (sx)/s appartient a S™IN. O

6.6. Exercices

Exercice 6.6.1. — Soit A et B deux anneaux et f : A — B un homomorphisme
d’anneaux.

a) Montrer que laloi a.b = f(a).b (ou a € A et b € B) munit B d’une structure
de A-module. B muni de sa structure d’anneau et de cette structure de A-module
est appelé une A-algebre

b) Montrer que si B # 0 et si A est un corps k alors f est injectif (cad : une
k-algebre non nulle contient un corps isomorphe a k).

c¢) Montrer que tout B-module N est muni naturellement d’une structure de
A-module. Quel est 'annulateur (05 : N) de ce module ?

Exercice 6.6.2. — Soient My, ...,M, des A-modules et Iy = (0 : My),...,I, = (0 :
M,) leurs annulateurs On suppose que les I, sont deux a deux comaximaux.
On pose: M = @Ma,l_ﬂl&, Noe= @ Mget]o= ) I
a=1 a=1 B PFAa

a) Montrer que pour tout «, I, et J, sont comaximaux.

Si J est un idéal de A on notera (0 : J) le sous-A-module de M égal a {m €
M,]-m = 0}.

Montrer les formules suivantes :

b) Jo=(0:Ngy) et No = (0:]qs);

©) Ne=I,-Met]y-M= (] Ng~M,.

B#a

Exercice 6.6.3. — Soit M un A-module et m € M un élément dont 'annulateur est
réduit a (0). Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

(1) Am possede un supplémentaire dans M ;

(2) il existe f € M* = Hom (M, A) tel que f(m) =
Montrer qu’alors M = Am & Ker f.

Exercice 6.6.4 (Bidual). — Soit M un A-module. On note MY = Homa (M, A) son
dual et MYV = Homa (MY, A) son bidual, c’est-a-dire le dual de son dual.
a) Soit m € M. Montrer que I’application
MY — A, @ — @(m)

est A-linéaire. En déduire un homomorphisme de A-modules \: M — M"Y donné
par m — Ay,.
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b) Dans cette question et la suivante, on suppose que M = A", n > 1. Soit

(e1,...,¢ey) la base canonique de A", c’est-a-dire ¢; = (0,...,0,1,0,...),le 1 étant
en position i. Soit ¢; I’application linéaire A" — A définie par (a1,...,a,) — a;.
Montrer que (¢1,...,p,) est une base de M".

c) Toujours lorsque M = A", montrer que A est un isomorphisme.

Un tel module M pour lequel ’lhomomorphisme canonique M — M"Y est un
isomorphisme est dit réflexif.

d) Donner un exemple de module pour lequel A n’est pas injectif’; pas surjec-
tif.

Exercice 6.6.5. — Soit M un A-module. Soit f € Enda (M) ; on définit sa transpo-
sée 'f par Y (p) =@ o f, pour tout p € MY = Homp (M, A).

a) Montrer que I’ensemble des polynomes P de A[X] tels que P(f) = 0 est
un idéal que I’on notera I(f).

b) Montrer que I(f) C I(Y).

¢) Montrer que si M est réflexif, I(f) = I(Yf).

Exercice 6.6.6. — Soit A un anneau integre et M un A-module. On dit que x € M
est de torsion si (0 : x) # 0. On note T(M) I'ensemble des éléments de torsion de
M. Si T(M) = 0 on dit que M est sans torsion.

a) Montrer que I'ensemble des éléments de torsion de M est un sous-module
de M.

b) Montrer que M/T(M) est sans torsion.

c¢) Montrer que si f : M — N est un morphisme de A-modules alors
F(T(M)) € T(N).

d) Montrer qu'une suite exacte 0 — M’ — M — M” induit une suite exacte
0—TM) - TM) - TM").

Exercice 6.6.7. — Soient M et N deux A-modules.

a) Soit u € Endy M. Montrer qu’il existe une unique structure de A[X]-
module sur M telle que X -m = u(m) (et 1 -m = m) pour tout m € M. On
notera M, le A[X]-module M muni de cette structure.

Montrer que cette application u — M, induit une bijection entre les structures
de A[X]-module sur M et les endomorphismes v € End M.

b) Soient u € Endpa M et v € Enda N. Déterminer tous les homomorphismes
de A[X] modules de M,, dans N,,.

c¢) Si M =N, a quelle condition M, ~ M, ?

d) Comment pouvez-vous interpréter les résultats de ’exercice lorsque A = k
est un corps et M = k" est I’espace vectoriel standard de dimension n sur k ?

Exercice 6.6.8. — Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.
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a) Montrer qu’il existe g: N — M tel que g o f = Idy si et seulement si f est
injectif et Im( f) admet un supplémentaire dans N.

b) Montrer qu’il existe g: N — M tel que f o g = Idy si et seulement si f est
surjectif et Ker(f) admet un supplémentaire dans M.

Exercice 6.6.9. — Soit A un anneau et M un A-module. Soit I un idéal de A. On

suppose que My; = 0 pour tout idéal maximal 1 contenant I. Montrer que M =
IM.

Exercice 6.6.10. — Montrer qu’un idéal non nul I d’'un anneau A est un sous-
module libre de A si et seulement si I est principal et engendré par un élément
non diviseur de zéro de A.

Exercice 6.6.11. — Soit A un anneau integre et K son corps des fractions. On sup-
pose K £ A. Montrer que K n’est pas libre comme A-module.

Exercice 6.6.12. — Donner des exemples :
a) de modules non-libres;
b) d’une famille libre a n éléments dans A" qui ne soit pas une base ;
c¢) d’une partie génératrice minimale qui ne soit pas une base ;
d) de sous-module n’ayant pas de supplémentaire ;
e) de module libre ayant un sous-module qui ne I’est pas;

Exercice 6.6.13 (Extensions de modules libres). — Soient L et M deux A-
modules, f: L — M un homomorphisme d’anneaux.

a) On suppose que Ker f et Im f sont de type fini. Montrer que L est de type
fini.

b) On suppose que Ker f ~ A? et Im f ~ A?. Montrer que L ~ AP*4.

6.7. Solutions

Solution de Uexercice 6.6.1. — a) On a les égalités
Lb=f(1)b=1b
(a+d) b= fla+d)b=(f(a) + f(d))b
= f(a)b+ f(dYb=a-b+d -b
(ad’) -b = f(ad)b = f(a)f(d')b= [(a)(d -b)
=a-(d-b)

qui prouvent que cette loi munit B d’une structure de A-module.

b) Le noyau de f est un idéal de A. Comme A est un corps, on a deux pos-
sibilités : Ker f = A ou Ker f = 0. Comme f(1p) = 1g # 0, 1o ¢ Ker f, et donc
Ker f = 0.
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c¢) Soit N un B-module. On vérifie que la loi a - n = f(a)n munit N d’une
structure de A-module (on garde la méme loi d’addition).
Soit x € (0p :N).Ona

x€(0a:N)e VrneN, x-n=0
& VreN, f(x)n=0
& f(x) € (0p:N)
s xe [0 :N).

L’annulateur de N comme A-module est I'image réciproque par f de I’annulateur
de N vu comme B-module.

Solution de Uexercice 6.6.2. — a) Si f # «a, I, et Iz sont comaximaux. On peut
donc écrire 1 = x5 + yg avec xp € I, et yg € Ig. Alors, en développant le produit

1= 11 (xg+p)>
pha

on voit que 1 est la somme d’un €lément de [] Ip C Jqu, @ savoir [] yp, et d’'un
pFa PFa
élément de I, (car c’est une somme de termes qui sont tous multiples de I'un des

b) Un élément a € A appartient a (0 : N,) si et seulement an = 0 pour tout
n € Ny, c’est-a-dire, pour tout £ # « et tout m € Mg, am = 0. Ainsi, (0 : N,) est
I'intersection des (0 : Mg) = Ig pour f # a, et donc (0: Ny) = Jq.

Un €lément Y] mg appartient a (0 : J,) si et seulement si pour tout B, Jompg = 0.
Si a # B, I'inclusion J, C Ig montre que tout mg convient. Pour f = a, I'égalité
I, +Jo = A implique I,m, + 0 = Am,, d’ott m, = 0. Ainsi, (0:],) = P Mg = N,.

B#a

c) Comme I, +]J,=A,ona

Nae - IaNa +JaNoz - Iochv-
De méme, on a pour tous a # f3,
M/g = (Iﬂ + Ia)Mﬁ = IaMlg,

si bien que
M =P 1Mp =P M, =N,
@ aff
Enfin, JJM = @ JoMp = JoMy car J, C Ig si f # a. De plus, Jo+ 1, = 1 implique
que J.M, =M,.

Solution de lUexercice 6.6.3. — Soit N un supplémentaire de Am, de sorte que M =
Am @ N. Comme I'annulateur de m est nul, ’homomorphisme A — Am, a —
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am est un isomorphisme. On peut alors définir une forme linéaire f sur M par
f(am,n) = a.On abien f(m) =1.

Réciproquement, s’il existe un tel f,le noyau de f est un sous-module N de M.
De plus, si am € AmNN = 0, f(am) = a =0 et donc AmNN = 0. Enfin, si m’ € M,
on écrit m' = f(m'Ym + (m' — f(m')m). Puisque f(m) =1, f(m' — f(m')m) = 0 et

/

m' — f(m")ym € N, ce qui prouve que Am +N = M. Donc M = Am @ Ker /.
Solution de Uexercice 6.6.4. — a) Si ¢, Y € MY etsia, b€ A, ona

An(ag + br) = (ap + byr) (m) = ap(m) + bif(m) = adn (@) + bdn ()

donc A, est une application linéaire MV — A.

L’application A:: M — MYV telle que m — A, est linéaire. En effet, si m, n € M
etsia, b €A, Ayt est 'application linéaire donnée par ¢ — @(am + bn). Pour
Q€ MY, on a donc

Nanin () = p(am +bn) = ap(m) + bp(n) = ahu(p) + BAu(p) = (ah + b,) ()

et donc Agy4pn = ady + bA, ce qui prouve que A est linéaire.
b) Soit ¢ : A" — A une forme linéaire sur A". On a pour tout
m=(ay,...,ay,) € A", a; = @;(m). Par suite,

p(m) = @(a1,...,an) = p(arer + - + apen) = pr(m)p(e1) + - + @n(m)p(ey)
et

p=pler)pr+ -+ plen)pn.
Cette expression montre que toute forme linéaire sur A" est combinaison linéaire
des ;. Il y a de plus unicité : si

al§01+"’+an§0n20a

en appliquant ¢;, on trouve a; = 0. Par suite, les ¢; forment une base de MV.

c) La question précédente appliquée 3 MV ~ A" montre qu'une base de M"Y
est formée des formes linéaires ¢; : MY — A définies par 1;(p;) = 1sii=j et 0
sinon. Or, on remarque que

1 sii=j;

0 sinon

A (95) = pj(e) = {

etdonc A, (p;) = ¥i(p)), Cest-a-dire A,, = ;.

Par suite, A est un isomorphisme.

d) Prenons A = Z, M = Z/2Z. Soit f : M — Z une application linéaire.
Comme pour tout m dans M, 2m = 0, on a f(2m) = 2f(m) = 0 dans Z, donc
f(m) = 0. Ainsi, f = 0. Cela montre que M"Y = 0, puis MYY = 0. L’homomor-
phisme canonique M — MY est I'application nulle, donc n’est pas injectif.
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Si A est un corps k, prenons M = kD o I est une partie infinie dénombrable.
C’est un k-espace vectoriel de dimension dénombrable. On a MY ~ k!, donc M
est de dimension infinie non dénombrable et contient un sous-espace vectoriel
isomorphe a kD, Alors, MV contient un sous-espace isomorphe a k', donc est de
dimension infinie non dénombrable. L’homomorphisme M — M"Y ne peut donc
pas étre surjectif.

Solution de Uexercice 6.6.5. — a) Comme I(f) est le noyau de D'application
linéaire A[X] — Endy M donnée par P — P(f), c’est un idéal de A[X].
b) Soit P € I(f) et montrons que P € I(Yf). En effet, si ¢ € MY, etsi P =
> a X",
P(f)(p) = Zan'f"(p) = Zanpo "
=go (Zanfn) =poP(f)=0.

c) Si M est réflexif, MV" s’identifie a M, et par cette identification, "f = f, si
bien que I(Yf) c I(f). Par suite, I(f) = I(Yf).

Solution de l'exercice 6.6.6. — a) On a 0 € T(M). Soient m et m' € T(M) ; soient
a et d € A. Soient x et ¥ € A\ {0} tels que xm = 0 et x¥'m’ = 0. Alors,
(xx") (am + a'm'") = ax’(xm) + d'x(x¥'m") = 0, et xx’ # 0 puisque x et x’ sont non
nuls et que A est intégre. Par suite, am + a'm’ € T(M). Ainsi, T(M) est un sous-A-
module de M.

b) Soient cl(m) € M/T(M), avec m € M, et a € A\ {0}, tels que acl(m) = 0.
Cela signifie que am € T(M). Il existe ainsi x € A\ {0} tel que x(am) = 0 = (ax)m.
Comme ax # 0, m € T(M) et cl(m) = 0. Ainsi, M/T(M) est sans torsion.

c) Soitm € T(M), a € A tel que a # 0 et am = 0. Alors, af(m) = 0, ce qui
prouve que f(m) € T(N). Par conséquent, f(T(M)) C T(N).

d) Considérons une suite exacte 0 — M’ = M oM o, L’application
naturelle T(M’) — T(M) est la restriction de I'injection i : M' — M a T(M') c M.
Elle est donc injective.

Soit m € T(M) dont I'image p(m) dans T(M") c M” est nulle. Cela signifie qu’il
existe m' € M’ tel que m = i(m’'). Comme m € T(M), il existe a € A, a # 0 tel que
am = 0. Ainsi, i(am’) = ai(m') = am = 0 et donc am’ € Keri = 0. Donc am’ = 0 et
m' € T(M'). Cela prouve que Ker(p|tm)) = Im (i) (exactitude au milieu).

Solution de lexercice 6.6.7. — a) Soit P € A[X]. Si X .-m = u(m), alors X" - m =
u"(m), si bien que P-m = P(u) (m) etilya au plus une structure de A[X]-module
sur M telle que X -m = u(m).

Réciproquement, en posant P - m = P(u) (m), on définit bien une structure de
A[X]-module sur M, puisque (P +P')-m = (P +P’)(u) (m) = P(u) (m) + P’ (u) (m)
et que (PP') -m = (PP')(u)(m) = P(u) (P'(u) (m)) =P - (P -m).
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Réciproquement, étant donnée une structure de A[X]-module sur M, définis-
sons u(m) pour m € M par X -m = u(m). Il estimmédiat que u est A-linéaire, soit
u € Enda (M).

b) Soit ¢ : My, — N,. Sia, d € Aetm, m' € M on a g(am + am') =
pd -m+d - -m') =a - om)+d-pm) = ap(m) + dpm'), si bien que ¢ est
A-linéaire.

D’autre part, p(X-m) = gp(u(m)) = X-p(m) = v(p(m)), si bien que pou = vop.

Réciproquement, tout homomorphisme A-linéaire M — N tel que pou =vog
induit un homomorphisme A[X]-linéaire M,, — N,.

¢) OnaM, ~ N, sietseulements’il existe ¢ : M — N tel que pou = vog qui
soit bijectif et dont la bijection réciproque 1 : N — M vérifie 1 o v = u o 9. Cette
derniere condition est automatiquement vérifiée si ¢ est bijectif. Ainsi, M,, ~ M,
si et seulement s’il existe un isomorphisme de A-modules ¢ : M — M tel que
U=@ouo gz)_l.

d) Si A=k estun corps et M = k", les endomorphismes de M s’identifient a
leur matrice. On trouve que M, ~ M, si et seulement si les matrices de u et de v
sont conjuguées.

Solution de Uexercice 6.6.8. — a) Supposons qu’il existe g: N — M tel que go f =
Idv. Sim € Ker f, m = g(f(m)) = g(0) = 0, donc f est injectif. De plus, un
élément n € N peut s’écrire

n=f(gn) + (n— f(g(n)))

comme la somme d’un élément de Im(f) et d’un élément de Ker g puisque

g(n—/f(g(n)) = g(n) —g(f(g(n)) = 0.
De plus, si n € Im f N Ker g, soit m € M tel que n = f(m). On a alors 0 = g(n) =
g(f(m)) = m, donc n = 0. Par suite, Im(f) & Ker(g) = N et Im(f) possede un
supplémentaire dans N.

Réciproquement, supposons que [ est injectif et que Im(f) admet un supplé-
mentaire P dans N. Définissons g: N — M comme suit. Soit n € N, on peut
I’écrire de maniére unique n = f(m) + p avec m € M et p € P. Posons g(n) = m.
Alors, g est A-linéaire :sin= f(m) +petn’ = f(m') +p',ona

an+dn' = a(f(m) +p) +d (J(n) + 1) = [(am+d'n) + (ap + d'V)
et glan+d'n') = am+dm' = ag(n) +d'g(n'). De plus, si m € M, la décomposition
f(m) = f(m) + 0 montre que g(f(m)) = m si bien que go f = Idy.
b) Supposons que f admet un inverse a droite g tel que fog = Idn. Sin € N,

on a donc f(g(n)) = n etainsi n € Im f, ce qui montre que f est surjectif. De
plus, si m € M, on peut écrire

m=g(f(m)) + (m—g(f(m)))
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comme la somme d’un élément de Im g et d’un élément de Ker f puisque

f(m—g(f(m))) = f(m) = [(g(f(m)) = f(m) — f(m) = 0.

De plus, si m € Kerf N Img, écrivons m = g(n) pour n € N. Alors,
0 = f(m) = f(g(n)) = n,donc m = g(n) = 0 et Kerf NImg = 0. Cela
montre que Ker f @ Im g = M et Ker f possede un supplémentaire dans M.

Réciproquement, supposons que f est surjectif et que Ker(f) admet un supplé-
mentaire P dans M. Si n € N, alors montrons que n admet un unique antécédent
par f dans P : en effet, si m = f(n), décomposons m = mgy + p avec my € Ker f et
peP;onaalors n= f(m) = f(p).Si p et § sont deux antécédents, p —p € P a
pour image 0 dans N donc p—f/ € Ker f € P et p = §/. Définissons g: N — M tel
que g(n) est'unique élément de P tel que f(g(n)) = n.

Sin,n € Netsia,d €A, soit p, ' les éléments de P tels que f(p) = n,
f@) = n'. Alors, ap + d'p/ est un élément de P tel que f(ap + d'p') = an + d'n’,
donc par définition,

glan+d'n') = ap +d'pf = ag(n) + d'g(n).
Ainsi, g est un homomorphisme de A-modules tel que f o g = Idn.

Solution de l'exercice 6.6.9. — Soit m un élément de M et ] = (IM : m) = {a €
A am € IM}. C’est un idéal de J qui contient évidemment I. Si m ¢ IM, on a de
plus J # A et il existe par suite un idéal maximal 1 de A contenant J. Comme
Jo I m>Iet My = 0. Par suite, I'image de m dans My, est nulle, ce qui signifie
qu’il existe a ¢ m tel que am = 0. En particulier, am € IM et a € J. Ceci contredit
I'inclusion J C nt et J] = A. Autrement dit, m € IM.

Solution de Uexercice 6.6.10. — On rappelle qu’un idéal de A est la méme chose
qu’un sous-A-module de A.

Soit I C A un idéal de A principal et engendré par un élément a non diviseur
de 0. Montrons que a est une base de I sur A. En effet, I’application A — I définie
par x — ax est surjective (I étant engendré par «a) ; elle est injective car si ax = 0,
alors x = 0 (puisque a n’est pas diviseur de 0 dans A).

Réciproquement, soit I C A un idéal non nul de A qui est libre comme A-
module. Soit (a;);e; une base de I. Comme I # 0, J est non vide. Montrons
que ] est un singleton. Si | a deux éléments distints, j et k, on peut écrire 0 =
aj(ar) — ar(a;) = 0(ar) + 0(q;), si bien que 0 s’écrit de deux manieres distinctes
comme combinaison lin€aire d’é€léments de la base (4;) j¢j, ce qui contredit le fait
que I est un A-module libre. Soit alors a la base de I. Cela entraine que I est
principal. De plus, si ax = 0, avec x # 0, on a deux expressions de 0 € I comme
combinaison linéaire de a, ce qui est impossible si I est libre. Ainsi, ¢ n’est pas
diviseur de 0 dans A.
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Solution de Uexercice 6.6.11. — Si x et y sont deux éléments de K, écrivons x = a/b
ety = ¢/d avec a, b, ¢ et d des éléments de A tels b # 0, d # 0. On a ainsi
bex = ac = ady. Si a ou ¢ est non nul, cette relation prouve que la famille {x,y} est
lice;sia=c=0,onax=y=0 etlafamille {x,y} est encore liée.

Par suite, toute famille libre de K a au plus un élément. Comme K # 0, une
famille génératrice de K a au moins un élément. Ainsi, une base de K, si elle
existe a exactement un élément.

Soitdonc x € K, x # 0 et montrons que x n’engendre pas K comme A-module.
Si ¢’était le cas, on aurait x2 € Ax, donc x € A. Mais alors, Ax C A Comme A # K,
Ax # K. Donc K n’a pas de base comme A-module.

Solution de Uexercice 6.6.12. — Si ’anneau est un corps, on sait par la théorie des
espaces vectoriels que de tels exemples n’existent pas. On résoud les premieres
questions de I'exercice avec A = Z.

a) Le module Z/2Z n’est pas libre. (Il est fini non nul et si ¢; est un vecteur
d’une base d’'un Z-module libre M, il fournit un isomorphisme Z ~ ¢1Z C M et
un sous-module infini de M.)

b) Dans Z", notons (ej,...,e,) la base canonique. Alors, la famille
(2e1,...,2¢,) est libre mais n’est pas une base : le vecteur (1,...,1) n’est
pas dans le sous-module engendré par ces éléments.

c¢) Dans Z, la famille (2,3) est génératrice et minimale puisque 2Z et 3Z ne
sont pas isomorphes a Z. Pourtant, la famille (2,3) n’est pas libre, comme le
montre la relation 3 x 2 —2 x 3 = 0.

d) Le souss-module 2Z C Z ne peut pas avoir de supplémentaire : le quotient
Z/27 est un Z-module fini et tout sous-Z-module non nul de Z est infini.

e) Pour cette question, on ne peut pas prendre A = Z. Choisissons A = Z[X].
C’est un A-module libre. Pourtant, I'idéal (2,X) n’est pas libre. S’il I’était, il serait
engendré par un seul élément P = ap + a1 X + - -- + 4, X" € Z[X] dont 2 et X
seraient multiples. Nécessairement n = 0 puis ap = 1. Or, 1 ¢ (2,X) puisque la
relation 1 = 2P 4+ XQ entraOne que 1 = 2P(0), relation absurde.

Solution de lexercice 6.6.13. — a) Soit ({1, ...,¢,) une famille génératrice de Ker f
et (mq,...,ms) une famille génératrice de Im f. Pour tout ¢ € {1,..., s}, soit Eg eL
tel que f(¢!) = m;. Montrons que la famille (¢,...,¢,,¢,,...,¢;) engendre L.
S
En effet, si ¢ € L, f(¢) € M. On peut donc écrire f(¢) = Y am; et ¢! =
i=1

¢ — Y a;l; € Ker f. On écrit alors ¢/ = Y bi(;, si bien que
i=1 =1

S r
(= Z al'é; + Z bit;.
=1 =1



6.7. SOLUTIONS 111

b) On raisonne comme dans la question précédente. Soit (¢y,...,¢;) une base
de Ker f et (mq,...,m;) une base de Im f. On écrit m; = f(¢}) pour 1 < i <
q. D’apres la question précédente, la famille (81,...,61),6’1,...,6;) engendre L.

D’autre part, si on a une relation de dépendance linéaire
p i
Z a;l; + Z biéi =0,
i=1 i=1

on lui applique f. On obtient alors

q
> bm; =0
i=1
p
d’ou by = .- = b, = 0 puisque la famille (mq,...,m,) est libre. Alors, Y} a;¢; =0

=1
et, la famille (¢y,...,¢) étant libre, ; = 0 pour tout 7, ce qu’il fallait démontrer.






Modules de type fini.

Anneaux noethériens

On commence par donner quelques résultats sur les modules de type fini sur un an-
neau quelconque, notamment Uimportant théoreme de NAKAYAMA. Nous introduisons
ensuile les modules el anneaux noethériens. Cetle condition, apparemment tres simple,
procure aux modules et anneaux envisagés énormément de propriétés supplémentaires.
Un bon exemple d’anneaw noethérien est fourni par les algebres de type fini sur un
corps. Nous démontrons a ce sujet un théoreme de HILBERT.

7.1. Modules de type fini

DEFINITION 7.1.1. — Soit A un anneau. On dit qu'un A-module M est de type fini sl
existe une partie finie S C M telle que M = (S).

PROPOSITION 7.1.2. — Soit A un anneau, soit M un A-module et soit N un sous-module
de M.

a) On suppose que M est de type fini. Alors, M/N est de type fini.

b) On suppose que N et M/N sont de type fini. Alors, M est de type fini.

Démonstration. — Notons cl : M — M/N la surjection canonique.

a) En fait, M/N = (cl(S)). En effet, si % est un sous-module de M/N qui
contient cl(S), cI~!(#) est un sous-module de M qui contient cl=1(cl(S)), donc
qui contient P. Comme S engendre M, cI™1(#) =M et & = cI(M) = M/N.

b) Comme M/N est supposé de type fini, il existe une partie finie S de M/N
telle que (S) = M/N. Puisque 'homomorphisme cl est surjectif, il existe pour
tout 5 € S un élément s € M tel que 5 = cl(s). L’ensemble de ces s est alors une
partie finie S de M telle que cl(S) engendre M. Soit aussi T une partie finie de N
telle que (T) = N. Montrons maintenant que (SUT) = M.

Soit P un sous-module de M contenant (S U T). Donc P contient T, et par
définition, P contient (T) = N. Ceci implique I’égalité cl~!(cl(P)) =P+ N = P.
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Or, cl(P) est un sous-module de M/N qui contient cl(S) = S. Par suite, cl(P)
M/N. Finalement, P = cI~!(cI(P)) = oI~ (M/N) = M.

11l

Remarque 7.1.3. — On peut démontrer cette proposition de maniére concrete :
prendre un élément et I’écrire comme combinaison linéaire plus ou moins ex-
plicite. Nous préférons plutdot une approche fondée la définition de « module
engendré » comme intersection de sous-modules car elle prépare mieux aux ma-
nipulations ultérieures de suites croissantes de sous-modules.

COROLLAIRE 7.1.4. — a) St M et N sont des A-modules de type fini, M x N est un
A-module de type fini.

b) St M est un A-module de type fini et si n est un entier, n > 1, M" est de type fini.

¢) Si M est un A-module, et si P et N sont deux sous-modules de M de type fini, alors
P + N est de type fini.

Démonstration. — a) Considérons ’homomorphisme f: M x N — N défini par
f(m,n) = n. Il est surjectif et son noyau est I’ensemble des (m,0), donc est iso-
morphe a M. D’apreés la proposition précédente, M x N est de type fini.

b) Il se démontre par récurrence sur n. C’est vrai si n = 1 et si c’est vrai pour
n, I'égalité M"+! = M" x M montre que c’est vrai pour n + 1.

c) Par définition, I'image de ’homomorphisme P x N — M défini par (p,n) —
p+n est égale a P+ N. Comme P x N est de type fini, P + N aussi. O

Exercice 7.1.5. — Soit A un anneau, M un A-module et S une partie multiplicative
de A. Si M est un A-module de type fini, alors S™'M est un S~'A-module de type
fini.

THEOREME 7.1.6 (Nakayama). — Soit M un A-module de type fini et soit 1 un idéal de
A tel gque M = IM.. Alors, il existe a € 1 tel que (1 4+ a)M = 0.

COROLLAIRE 7.1.%7. — Soit A un anneau et soit 1 un idéal de A contenu dans le radical
de Jacobson. Soit M un A-module de type fini et soit N un sous-module de M. Si M =
N + IM, alors M = N.

Démonstration. — On applique le théoréme de Nakayama au A-module M/N. 1l
est de type fini et vérifie en outre M/N = I(M/N). (Si x € M/N, soit m € M tel
que x = cl(m). Comme M = N + IM, il existe n € N, des a; € I et m; € M tels que
m = n+ > am;. Alors, cl(m) = Y a;cl(m;) € I(M/N).) D’apres le théoréme 7.1.6,
il existe a € I tel que (1 4 a)(M/N) = 0.

Or, comme I est contenu dans tout idéal maximal de A, 1 + « n’appartient a
aucun idéal maximal, donc est inversible (voir aussi I’exercice 4.3.10). Il en résulte
que M/N = 0, c’est-a-dire M = N. O]

Un cas particulier important est le suivant.
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COROLLAIRE 7.1.8. — Soit A un anneau localV), d’idéal maximal m. Soit M un A-
module de type fini et soit N un sous-module de M tel que M = N + mM. Alors, M = N.

Démonstration. — En effet, dans ce cas, m est le radical de Jacobson de A. ]

Démonstration du théoreme de Nakayama. — Nous démontrons ce théoréme par ré-
currence sur le nombre d’éléments d’une partie génératrice de M. Si M est en-
gendré par 0 élément, M = 0 et on peut prendre ¢ = 0. Soit maintenant n > 1
et supposons le lemme démontré pour tout A-module engendré par strictement
moins de n éléments. Soit M un A-module tel que M = IM et qui est engendré
par n éléments. Soit S C M de cardinal n tel que M = (S). Soit x € S et posons
S’ =S\ {x} de sorte que S’ a strictement moins de n éléments.

Soit N = M/Ax le quotient de M par le sous-module de M engendré par x.
Ainsi, N est engendré par les classes des éléments de S'. Comme M = IM, on a
N = IN. Par récurrence, il existe a € I tel que (1 + a)N = 0. Cela signifie que
(1+a)M C Ax.

Comme x € M = IM, on peut écrire

x=bx+ Y cys
=N

ou b et les by sont dans 1. Alors,
1=b)(1+a)x=(1+a) (2 bs,s’) = Y by(1 +a)s
s! s'eS’
Pour tout s, on a (14 a)s’ € Ax, d’ot ¢y € A tel que (1 +a)s’ = cyx. On constate

alors que

(1-0)(1+a)x= ( D bs/cs/> x=0b'x avec b € I.

s'eS

Finalement, si I'on pose ¢’ =a —b—ab—¥,on a (1 +d')x = 0. Par suite, on a
1+a)(1+d)MC (1+d)Ax=0

et (1+a)(14+d) =1+ (a+d +ad') annule M, ce qu’il fallait démontrer puisque
a+d +ad €. O

Voici une application « amusante » du théoréeme de Nakayama.

PROPOSITION 7.1.9. — Soit A un anneau, soit M un A-module de type fini et soit u €
Enda (M) un endomorphisme surjectif. Alors, u est un isomorphisme.

(DRappelons, cf. page 54, que cela signifie que A posséde un unique idéal maximal.
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Démonstration. — Munissons M d’une structure de A[X]-module en posant, si P =
n

3 Xk e A[X] et m e M,

k=0

P.M=Pu)(m) = 3 ap (m).
k=0
En tant que A[X]-module, M est a fortiori de type fini. De plus, comme u est
surjectif, on a M = (M) = X-M, dou M = (X)M. D’apres le théoreme de
Nakayama, il existe P = XQ € (X) tel que (1 + P) - M = 0. Par suite, pour tout
m € M, m 4+ Q(u)(u(m))) = 0 et 'homomorphisme v: m — —Q(u)(m) est un
inverse a gauche de u. Comme Q(u) ou = uo Q(u), v est 'inverse de u qui est
donc un isomorphisme. ]

Une démonstration fréquente du théoréeme de Nakayama repose sur le théo-
reme de Cayley-Hamilton. Elle a I'avantage de fournir un élément explicite de
1 + I qui annule M.

Autre démonstration du théoreme de Nakayama. — Soit (mq,...,m,) une famille de r
¢léments qui engendre M. Comme M = IM, il existe une famille (a;;)1<; j<, d’€lé-
ments de I telle que pour tout ¢,

r
m; = Y ajjm;,
j=1

Autrement dit, si A désigne la matrice des a;;, la matrice I, — A annule le vecteur
colonne (mg;...;m,) de M". (Une matrice r xr d’éléments de A opere sur M" avec
les formules habituelles.) Soit B la matrice transposée de la matrice des cofacteurs
de I, — A. C’est une matrice r X r a coefficients dans A telle que

B. (I, —A) = (I, — A)B = det(I, — A)L.

Par suite, la matrice det(I, — A)I, annule le vecteur colonne (my;...;m,) de M,
autrement dit, det(I, — A) annule my, ..., m,. Comme (mj;...;m,) engendre M,
det(I, — A)M = 0.

Il reste a remarquer que la définition du déterminant de I, — A

det(I, —A) = 3 & [ Gioti) — o))
i—1

7eGn

montre qu’il est de la forme 1 + a avec a € 1. Le théoreme est donc démontré. []

7.2. Modules noethériens. Généralités

PROPOSITION 7.2.1. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) tout sous-module de M est de type fini,
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(2) toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire;
(3) toute famille de sous-modules de M admet un élément maximal.

DEFINITION 7.2.2. — Un A-module qui vérifie les propriétés ci-dessus est dit noethérien.
St A est un A-module noethérien, on dit que A est un anneau noethérien.

Remarque 7.2.3. — Les sous-A-modules d’un anneau A sont ses idéaux. Ainsi, un
anneau A est noethérien si et seulement si I'une des propriétés (équivalentes)
ci-dessous est satisfaite :

(1) toutidéal de A est de type fini;
(2) toute suite croissante d’idéaux de A est stationnaire.

Exemple 7.2.4. — Un anneau principal est noethérien. Relire la démonstration du
théoreme 5.2.6 selon lequel un anneau principal est factoriel. Un point crucial
pour la démonstration de I'existence d’'une décomposition en facteurs premiers
réside dans le fait que toute suite croissante d’idéaux (principaux) est stationnaire.

Démonstration de la proposition. — a) Supposons que tout sous-module de M est de
type fini et considérons une suite croissante (M,,),eN de sous-modules de M. Soit
N = UM, la réunion des M,,. Comme la réunion est croissante, N est un sous-
module de A. Par hypothese, il est de type fini : il existe S C N, S fini, tel que
N = (S). Pour tout s € S, il existe un entier n; € N tel que s € M,, pour n > n,.
Posons ¥ = max(n,), de sorte que S C M, . Par suite, N = (S) est contenu dans
M, . Finalement, la suite d’inclusions M,, C M,, C N C M,, pour n > » montre que
pour n > v, M,, = M,,. La suite est ainsi stationnaire.

b) Supposons que toute suite croissante de sous-modules de M est stationnaire
et soit (M;);e1 une famille de sous-modules de M. Supposons par I’absurde qu’elle
n’admette pas d’élément maximal. Choisissons i1 € I; ainsi, M;, n’est pas maximal
dans la famille (M;). Il existe alors i9 € I tel que M;; C M;,. Mais M;, n’est pas
non plus maximal, d’ou I'existence de i3 € I, etc. On obtient ainsi une suite
strictement croissante de sous-modules de M,

M, CM, C ...

et une telle suite n’étant par définition pas stationnaire, on a une contradiction.
(Cette partie de la démonstration n’a rien a voir avec les modules, elle est valide dans tout
ensemble ordonné.)

c) Supposons que toute famille de sous-modules de M admet un élément maxi-
mal et montrons que tout sous-module de M est de type fini. Soit ainsi N un sous-
module de M et considérons I’ensemble .#N des sous-modules de N qui sont de
type fini. Par hypothése, il admet un élément maximal ; soit N’ un tel sous-module.
Par définition, N’ ¢ N, N’ est de type fini et aucun sous-module de N qui contient
strictement N’ n’est de type fini. Supposons par I'absurde que N’ # N. Il existe
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ainsi m € N\N'. Le souss-module N” = N'4+Am de M est de type fini et est contenu
dans N. Comme m ¢ N, N” £ N’. Par suite, N € .#\, ce qui est absurde, N’ étant
maximal dans .. Donc N’ = N et N est de type fini. O]

PROPOSITION 7.2.5. — Soit A un anneau, soit M un A-module, N un sous-module de
A. Alors, M est un A-module noethérien si et seulement st N et M/N sont des A-modules
noethériens.

Démonstration. — Supposons que M est un A-module noethérien. Comme tout
sous-module de N est aussi un sous-module de M, tout sous-module de N est de
type fini, donc N est noethérien. Si & est un sous-module de M/N, son image
réciproque cl1 (&) par 'homomorphisme canonique cl: M — M/N est un sous-
module de type fini de M. Comme & = cl(cl™!(£)), & est 'image d’un module
de type fini, donc est de type fini. Ainsi, M/N est noethérien.

Supposons que N et M/N sont des A-modules noethériens. Soit (P,) une suite
croissante de sous-modules de M. Posons Q, = P, N N. Par définition, les suites
croissantes (cl(P,)) et (P, N N) de sous-modules de M/N (resp. de N) sont sta-
tionnaires. Fixons donc v tel que si n > v,

c(P,) =cl(P,) et P,AN=P,NN.

Nous allons montrer que pour n > v, P, = P,, ce qui établira que la suite (P,)
est stationnaire.

Fixons donc n > v et soit p € P,. On a cl(p) € cl(P,) = cl(P,), si bien
qu’il existe p' € P, tel que cl(p) = cl(). Alors, p — p/ appartient a P, et véri-
fie cl(p—p') =0,d’ot p—p' € P,NN. Parsuite, p—p' € P, NN etp=p'+ (p—1¢)

appartient a P,. Ainsi, P, C P,, d’ou I’égalité. cl(P,) = cl(P,) sin > v. O
COROLLAIRE 7.2.6. — Produits, puissances de modules noethériens sont des modules noe-
theriens.

PROPOSITION 7.2.7. — Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A. St M

est un A-module noethérien, S~'M est un S™YA-module noethérien.

Démonstration. — Soit .#" un sous-S~!A-module de S™'A. D’aprés la proposi-
tion 6.5.10, il existe un sous-module N de M tel que .#" = S™IN. Comme M est
un A-module noethérien, N est de type fini et par suite, .7” est de type fini. Ainsi,
S~!M est un S~!A-module noethérien. [

COROLLAIRE 7.2.8. — Soit A un anneau noethérien.
Si I est un idéal de A, l'anneau quotient A/1 est noethérien. Si S est une partie multi-
plicative de A, Uanneau localisé STIA est noethérien.
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Démonstration. — D’apres la proposition 7.2.5, A/I est un A-module noethérien.
Mais un sous-A-module de A/I n’est autre qu’'un idéal de A/I. Par suite, A/I est
un A/I-module noethérien. C’est donc un anneau noethérien.

Autre démonstration. — Soit ¢ un idéal de A/I. Par la surjection canonique
cl: A — A/1, il lui correspond un idéal | = cI~! (_#) de A qui contient I. Puisque
A est un anneau noethérien, J est de type fini, | = (a1,...,a,). Alors, ¢ = cl(]) =
(cl(a1),...,cl(a,)) estde type fini.

D’aprés la proposition 7.2.7, ST!A est un S~!A-module noethérien. Par défini-
tion, c’est donc un anneau noethérien. O

PROPOSITION 7.2.9. — Soit A un anneau, M un A-module de type fini. Alors, pour tout
module noethérien N, Hompa (M, N) est un A-module noethérien.

Démonstration. — Comme M est de type fini, on peut considérer une famille finie
(my,...,m,) d’éléments de M qui I’engendrent. On a alors un homomorphisme
canonique

6: Homp (M,N) — N", p—0(p) = (p(m1),...,0(my)).

C’est effectivement un homomorphisme car pour ¢ et ¢y dans Homp (M, N) et a
et b dans A, on a

0(ap + byr) = ((ap + bif) (m1), ..., (ap + byfr) (ma))
= (ap(m1) + bipr(m1), ..., ap(my) + b (ma))
=a(p(m), ..., p(ma)) + b (m1,.... 3P (ma))
= abf(p) + 00(¢).
Il est injectif car si un homomorphisme de M dans N est nul en tous les m;, il
s’annule en toute combinaison linéaire des m; donc sur M.

Ainsi, Homp (M, N) est isomorphe a un sous-module de N". Comme N est un
A-module noethérien, N" aussi et Homa (M, N) est un A-module noethérien. [l

COROLLAIRE 7.2.10. — Soit A un anneau noethérien. St M et N sont deux A-modules
de type fini, Homp (M, N) est un A-module de type fini.

7.3. Algebres de polynémes

Le théoréme suivant a été démontré par D. Hilbert lorsque A = Z.

THEOREME 7.9.1 (Hilbert). — Si A est un anneau noethérien, Uanneau A[X] est noe-
thérien.
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Démonstration. — Soit I un idéal de A[X]. Si n > 0, soit I, I’ensemble des coeffi-
cients du terme de degré n des polynomes de I qui sont de degré < n. Alors, I, est
un idéal de A. En effet, si x et y € 1,,, il existe P et Q dans I de degrés < n dont
les coefficients de X" sont x et y respectivement. Alors, si a et b € A, le coefficient
de X" dans le polynome aP 4 0Q est ax + by, et aP 4 bQ est un polynéme de O de
degré < n. De plus, comme le polynéme nul appartienta I, 0 € I,,.

Remarquons que la suite (I,) est stationnaire : si P € I est de degré < n, XP €I
est de degré < n+1 le coefficient de X"+ dans XP est celui de X" dans P. Ainsi,
I, C In+1-

Comme A est noethérien, la suite (I,), est stationnaire. Soit » € N tel que
I, =1, pour n > r.

Les idéaux I, pour n < » sont de type fini. Choisissons ainsi pour n < v une
famille finie de polynomes (Py1,...,Py,x)) dans I, de degrés n, dont les coeffi-
cients a,,; dominants engendrent I,.

Soit ] C A[X] I'idéal engendré par les Pj pour 0 <n<petl <j<r(n).

On a J C I et nous allons montrer par récurrence sur le degré d’un élément de
IqueI=].

Un polynome P € I de degré < 0 est constant et appartient a Ij. Il appartient
ainsi a J. Supposons que tout polynome de I de degré < n appartient a J et soit
P €1 de degré n.

Soit a son coefficient dominant. Posons m = min(n,»), de sorte que a € I,.
Ainsi, il existe des €éléments ¢, ; € A tels que a = Y] ¢y jay,j. Le polynome Q =

J
P — X" % ¢n,jPm,j est alors de degré < n mais le coefficient du terme en X" est

J
nul. Donc deg Q < n. De plus, Q € I. Par récurrence, Q € J. Finalement, P € I.
Par récurrence, I = J estun idéal de type fini de A[X]. Comme I était arbitraire,

A[X] est un anneau noethérien. [
COROLLAIRE 7.9.2. — St A est un anneau noethérien et si n est un entier, A[Xq,...,X,]
est un anneaw noethérien.

En particulier, si k est un corps, k[X1,...,X,] est un anneaw noethérien.
DEFINITION 7.8.3. — Si A est un anneau et B une A-algebre, on dit que B est une

A-algebre de type fini s’il existe une partie finie S de B telle que B = A[S].

PROPOSITION 7.9.4. — Une A-algebre B est de type fini si et seulement s’il existe un
homomorphisme d’algebres surjectif p: A[Xq,...,X;] — B.
Par suite, une algebre de type fini sur un anneau noethérien est un anneau noethérien.

Démonstration. — Notons by, ..., b, les éléments d’une partie finie S de B telle
que B = A[S]. La propriété universelle des algebres de polyndmes garantit 1’exis-
tence d’'un (unique) homomorphisme de A-algebres ¢: A[Xy,...,X,] — B tel
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que ¢(X;) = b; pour tout i € {1;...;7}. Comme B = A[S], ¢ est surjectif. Son

noyau est un idéal I de A[Xy,...,X,] et B est isomorphe a un quotient de I’an-
neau A[Xy,...,X,].

Par suite, B est noethérien. OJ
PROPOSITION 7.9.5. — Soit k un anneau, A une k-algebre de type fini et B une A-algebre

de type fini. Alors, B est une k-algebre de type fini.

Démonstration. — Soit (ay,...,a,) une famille d’éléments de A telle que
A = klay,...,a,] et soit (by,...,bs) une famille d’éléments de B telle que
B = A[bl,...,bs].(Q) Montrons alors que B = k[ay,...,a,,01,...,b]. Il suffit de
montrer que tout €lément b € B est un polynome a coefficients dans & en les q;
et b;. Or, il existe P € A[Yy,...,Y] tel que b =P(by,...,b;). Ecrivons

P= 3 paY{" ... Y,

meNS
ou les p,, sont des éléments de A. Pour tout multi-indice m, soit P,, € k[X1,...,X;]
tel que p,, = Py(a1,...,a;). Alors, on a
b="P(b,...,b)

= pub]t .. B
m
= ZPm(al,...,ar)b?l b
m
=Q(ay,...,arb1,...,0bs)
ou Q estle polynome de A[X{,...,X,,Y],...,Y,] défini par
QX1,....X,Yy,....Y) = %Pm(Xl,...,XT)Yf” 4

La proposition est donc démontrée. O]

7.4. Un théoréme de Hilbert

Pour motiver ce paragraphe, donnons d’abord un exemple important.

DEFINITION 7.4.1. — Soit k un anneau. Les polynomes symétriques élémentaires
de k[X1,...,X,] sont les polynomes :

ST(X) = 2 XiIXig .. -Xi,-, 1 S r S n.
1<y <<y <

(2) Stricto sensu, on devrait écrire des homomorphismes f: k — A et g: A — B, noter f(x)asi x € k
eta € A, etc. Conformément a la convention annoncée page 16 on omet ces homorphismes de la
notation.
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Autrement dit, les S, vérifient la relation
(T—=X1)...(T=X,) =T"=S;(X)T" L4 ... 4 (=1)"S,.

I1 est évident que les polynomes symétriques élémentaires sont symétriques, un po-
lynéme P € k[X|,...,X,] étant dit symétrique si pour tout o € S,,

P(Xo(1)s- - Xo(n)) = P(X1,. -0, Xp).

THEOREME 7.4.2. — Soit k un anneau et soit P € k[Xy,...,X;,] un polynome symé-
trique. Alors, il existe un unique polynome Q € k[Yy,...,X,] tel que

P(X1,....Xn) = Q(S1(X),..., S (X)).

De maniere un peu imprécise, toute fonction symétrique des racines d’un polynome
peut s’exprimer a Uaide des fonctions symétriques élémentaires des racines.

Démonstration. — Remarquons que pour tout ¢, S; est un polynéome homo-
geéne de degré i. Convenons d’appeler poids d’un monome Yfl ...Y" Tentier
p1 + 2po + -+ + np, et poids d’un polynome Q € k[Y] le maximum des poids
des monomes qui constituent Q. Ainsi, si Q est de poids < d, le polynome
Q(S1(X),...,S,(X)) est de degré < d.

Nous allons démontrer I’existence d’un polynéme Q par récurrence sur n, puis
par récurrence sur le degré de P. Nous allons de plus montrer que Q est de poids
<degP.Sin =1, onaX; =S5 etle résultat est clair. Supposons le vérifié dans le
cas de n — 1 variables.

Le résultat est vrai si P est de degré d = 0. Supposons qu’il est vérifié en degré
< d. Considérons alors le polynome

P(X1,...,X,-1,0) € k[Xy,...,X,1].
I1 est symétrique, si bien qu’il existe Qg € k[Yy,...,Y,_1] de poids < degP tel que
P(Xy,....X21,0) = Qi (S1 (X, oo, Xpm1) s - St 1 (X, oo, X 1)
Le polynome
Pr(X1,...,Xp) =P(Xq,...,Xp) — Q1 (S1(Xq, .., X)), o5 Spm1 (X, -0, X))

est symétrique, de degré < d et vérifie Py (Xy,...,X,_1,0) = 0. Il est donc mul-
tiple de X,. Comme il est symétrique, il est multiple de X; pour tout i. Alors,
Py est multiple de X ...X,. (Tout monome X‘I{I X‘ff‘ qui intervient dans P; est
multiple de X; pour tout ¢, donc chaque p; > 1.) On peut écrire

P (X1,.... %) = (X1...X)Pa (X1, ..., X,)
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et, P1 étant symétrique, Py ’est aussi. Comme il est de degré < d, il existe par
récurrence un polynome Qg € k[Y1,...,Y,] de poids < d tel que

Po(X1,...,Xn) = Qo(S1,...,Sn).

Par conséquent,

P(X1,...,Xn) = Q1(S1,...,Sn) + Qa(S1,...,Sn)

et il suffit de poser Q = Q; 4+ Qo.

Montrons maintenant I'unicité. Pour cela, il suffit de montrer que si Q €
k[Yy,...,Y,] vérifie Q(Sy,...,S,) = 0, alors Q = 0. On raisonne par récurrence
sur n, puis sur le degré de Q.

Développons Q dans k[Yy,...,Y,—1][Yx] :

QY1,...,Y,) = Qu(Y1, ..., Y, DY 4+ oo+ Qo(Yi,..., Y, 1)

et

0=0Q(S1,...,S)
= Qu(S1(X1s .3 X0)s e s Sp 1 (X1, X))SE L
+ Qo(S1(X1s > Xn)s e vs Suc1 (X, X)),

Si ’on substitue X,, = 0 dans cette derniére relation, S,, = 0 et on obtient la
relation

0=0Q(S1(X1,..., Xp—1)s-- > S—1(Xq, ..., Xp1)).

Par récurrence, sur n, Qy = 0.
Alors, le polynome

R(Yy,....Ys) = Qu(Y1,.... Y)Y '+ + Qu(Y1,.... Y1)

vérifie R(Sy,...,S,) = 0. (On utilise ici le fait que S, est simplifiable dans
k[X1,...,X,].) Comme il est de degré < degQ), on a R = 0. Par suite, Q = 0. [

PROPOSITION 7.4.9 (Reformulation). — Soit k  un anneau, soit A [lanneau
k[X1,...,X,] et considérons Uaction du groupe symétrique ©,, sur A par permutation des
variables :

U'(P) = P(Xaq(l),...,X 71(,1)).

a

Alors, Uhomomorphisme naturel :
K[Y1,....Ya] = A%, Yie Si(X)

est un isomorphisme. En particulier, la k-algebre des polynomes symétriques est engendrée par
les polynomes symétriques élémentaires, donc est de type fini.
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Le théoreme de Hilbert que nous allons démontrer maintenant est une géné-
ralisation de cette reformulation : il affirme que les invariants d’une k-algebre de type
Jfini sous Uaction d’un groupe fini forment encore une k-algebre de type fini. C’est pour
démontrer ce théoréme que Hilbert a introduit la notion d’anneau noethérien et
démontré que les anneaux de polynémes sur un corps sont noethériens !

THEOREME 7.4.4 (Hilbert, 1893). — Soit k un corps et soit A une k-algebre de type fini
et G un groupe fini d’automorphismes de A. Alors, Uensemble AC des a € A tels que pour
tout g € G, g(a) = a, est une sous-k-algebre de type fini de A.

La démonstration du théoréeme 7.4.4 se fait en trois étapes.
LEMME 7.4.5. — AS est une sous-k-algebre de A.

Démonstration. — Il faut démontrer que

— si a et bsontdans A®, a + b, et ab aussi;

— si a appartient 2 A® et A € k, \a aussi.
Or, si g € G, g est un automorphisme de k-algebres de A, donc g(a + b) =
g(a)+g(b) =a+b, et g(ab) = g(a)g(b) = ab, si bien que a+b et ab appartiennent
a A®. De plus, g(Aa) = \g(a) = Aa, si bien que \a € AC. O

LEMME 7.4.6. — Sous les hypothéses du théoreme 7.4.4, A est un AS -module de type fini.

Démonstration. — Comme A est une k-algebre de type fini, on peut choisir des
éléments ay, ..., a, € A tels que A = k[ay,...,a].
Fixons i € {1;...;7} et considérons le polynome de A[X],
Pi(X) = JI (X —g(a)).
geG

Par suite, si & € G,

h(Pi(X)) =TI X —n(g(@))) = TI X —g(a)) = Pi(X)

geG geG
et les coefficients de P; sont invariants par k. Ainsi, P; est a coefficients dans AG.
Ecrivons ainsi

Pi(X) =X"+ 5 X"+ by
ou les b; appartiennent a AS. Comme P;(q;) = 0, il en résulte que, notant N le
N1
Montrons maintenant que A est engendré comme A®-module par les N” pro-

cardinal de G, &)Y appartient au sous-A®-module de A engendré par 1, ...,

;

duits ] a;”, ou pour tout ¢, 0 < n; < N — 1. Notons A’ le sous-module engen-
i=1

dré par ces éléments. Comme A est engendré comme k-module (donc a fortior:

r
comme AG-module) par tous les produits [] a?’ avec n; > 0, il suffit de montrer
i=1
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qu’un tel produit appartient a A’. Soit ainsi X" = Q;(X)P;(X) + R;(X) la division
euclidienne dans A®[X] de X" par P;, de sorte que R; est un polynéme a coef-
ficients dans A® de degré < N. On a donc, en évaluant en X = ¢, a;” = Ri(@;),
puis

1

r r
a?l = H R;(a;).

Si ’on développe cette derniére expression, on constate qu’elle appartient a A'.

]

LEMME 7.4.7 (Artin-Tate). — Soit k C B C A trois anneaux. On suppose que k est un
anneau noethérien, que A est une k-algebre de type fini et un A-module de type fini. Alors,
B est une k-algebre de type fini.

Démonstration. — Soit (x1,...,%,) une famille finie de générateurs de A comme
k-algebre et (ay,...,a,) une famille finie de générateurs de A comme B-module.
Ainsi, tout élément de A s’écrit comme un polynome en les x; et comme combi-
naison linéaire des a;. Appliquant cette remarque aux x; et aux produits x;x;, il
existe en particulier des €léments Ay et u;j dans B tels que pour tout 1 <7 <7,
que x; = ﬁ] Aicag, et pour tous 1 < i, 7 <, aa; = ﬁ] Mijeay .

(=1

(=1 =
Soit By la sous-k-algebre de B engendrée par les Ay et les ujj. C'est une k-

algebre de type fini, donc un anneau noethérien.

Soit alors Ay le sous-Bg-module de A engendré par les a;. Remarquons que
Ap est une k-algebre. En effet, puisque les produits a;a; sont par construction
dans Ap, Ag est stable par multiplication. Toujours par construction, les x; appar-
tiennent a Ag. Ainsi, Ag = A et A est un Bp-module de type fini. Comme By est
un anneau noethérien, A est un By-module noethérien.

Par suite, tout sous-Bp-module de A est de type fini. En particulier, B est un
Bop-module de type fini, et donc a fortiori, une By-algebre de type fini.

Comme By est une k-algebre de type fini, B est aussi une k-algebre de type fini.
Le lemme est démontré. O

7.5. Idéaux premiers minimaux

DEFINITION 7.5.1. — Soit A un anneau. On dit qu’un idéal premier P de A est minimal
si A n’a pas d’idéal premier strictement contenu dans p.

Plus généralement, un idéal premier minimal contenant un idéal 1 de A est un élément
minimal de Uensemble des idéaux premiers de A qui contiennent 1.

THEOREME 7.5.2. — Soit A un anneau. Pour tout idéal 1 de A distinct de A, il existe
un idéal premier minimal contenant 1.
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Démonstration. — On démontre le résultat lorsque I = 0. Le cas général en dé-
coule puisque la bijection entre idéaux de A contenant I et idéaux de A/I res-
pecte a la fois les idéaux premiers et I'inclusion.

Soit donc .# I’ensemble des idéaux premiers de A. Il est non vide car A #
0. Montrons que . muni de I'ordre opposé a celui défini par I'inclusion est
un ensemble inductif. Il faut donc montrer que pour toute famille totalement
ordonnée (p;) d’idéaux premiers de A, il existe un idéal premier p contenu dans
I'intersection | = [ p;. Or, ] est premier ! Soit en effet a et b sont deux éléments
de A tels que ab € ] mais a ¢ ]. Soit i tel que a & p;. Si j est tel que j < i, comme
b; C bi, a n’appartient pas a math frakp; ; comme p; est premier et comme ab
appartient a p;, b appartient a p;. Si j > ¢, b appartenant a p; appartient aussi a
b;. Par suite, b appartienta J.

D’apres le lemme de Zorn, . admet donc un élément minimal, lequel est un
idéal premier minimal de A. [

THEOREME 7.5.9. — Soit A un anneau noethérien. Si 1 est un idéal de A, l'ensemble des
idéaux premiers de A contenant 1 n’a qu’un nombre fini d’éléments minimaux.
En particulier, A lui-méme n’a qu’un nombre fini d’idéaux premiers minimaux.

Démonstration. — Soit € I’ensemble des idéaux de A qui ne satisfont pas a la
conclusion du théoréme. Si par I'absurde € n’est pas vide, le fait que A soit
noethérien garantit que ¢ admet un élément maximal I. C’est un idéal I de A
vérifiant les deux propriétés suivantes :

— I’ensemble A des idéaux premiers de A qui contiennent I a un nombre
infini d’éléments minimaux ;

— pour tout idéal | contenant I, distinct de I, I’ensemble ﬁﬁ des idéaux pre-
miers de A qui contiennent | n’a qu’un nombre fini d’éléments minimaux.

Si I était premier, I serait I'unique élément minimal de A, ce qui contredit I’hypo-
theése que A admet une infinité d’éléments minimaux. Donc I n’est pas premier
et il existe deux éléments f et g dans A\ I tels que fg € I.

Soit p un idéal premier contenant I. Comme fg € I C b, ou bien f ou bien g
appartient a p et par conséquent, p contient I + (f) ou I 4 (g). Par suite, les élé-
ments minimaux de A sont des éléments minimaux dans A, () ou dans A (,)
et I'un de ces deux ensemble admet par suite une infinité d’éléments minimaux,
autrement dit, I+ (f) ou I+ (g) appartienta €. Or, par hypothese, f €l et g &1,
si bien que I+ (f) 2 I et I+ (g) 2 I. Ceci contredit le fait que I était maximal
dans €. Ainsi, € est vide et le théoréme est démontré. O

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons donner une traduction géométrique
de cet énoncé lorsque A = C[Xj,...,X,].
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DEFINITION 7.5.4. — Un ensemble algébrique V- C C" est dit irréductible s’ n’est pas
reunion de deux ensembles algébriques distincts de V.

PROPOSITION 7.5.5. — Un ensemble algébrique V- C C" est irréductible si et seulement si
son idéal .7 (V) est un idéal premier de C[X1, ..., X,].

Démonstration. — Supposons que V est irréductible et montrons que - (V) est un
idéal premier. Soit f et g deux éléments de C[Xy,...,X,] tels que fg € & (V).
Onaainsi VC Z (fg) =-Z (f) UZ (g),dou

V=(Z(/)NV)U(Z(g)NV).

Puisque V est irréductible, I'un de ces deux facteurs est égal a V. Supposons pour
fixer les notations qu’il s’agit du premier. Alors, V. C Z (f), donc f € & (V).
Ainsi, . (V) est un idéal premier de C[X1,...,X,].

Supposons réciproquement que -# (V) est un idéal premier et soit Vi, Vo deux
ensembles algébriques de C" tels que V = ViUVy, d’ou &~ (V) = & (V1)NF (Vo).
SiVi CV,ona ” (V) C 7 (Vp) etilexiste f € .7 (V]) tel que f & 7 (V). Alors,
si g € & (Va), fg appartient a la fois a .# (V) eta & (Vy), donc fg € & (V).
Comme £ (V) est supposé étre premier et [ ¢ £ (V), ona g € .# (Vg). Nous
avons donc prouvé que & (Vo) C 7 (V), d’ou 'inclusion V C Vo. Comme Vo C
V,on aV =Vjy. Cela prouve que V est un ensemble algébrique irréductible. [

L’interprétation géométrique du théoreéme 7.5.3 est alors la suivante.

THEOREME 7.5.6. — Tout ensemble algébrique de C" est réunion d’un nombre fini d’en-
sembles algébriques irréductibles.

Démonstration. — Soit V un ensemble algébrique de C". Un ensemble algébrique
irréductible W est contenu dans V si et seulement si sont idéal . (W) est un idéal
premier qui contient .# (V). Réciproquement, un idéal premier contenant .~ (V)
est de la forme . (W) pour un ensemble algébrique irréductible W contenu dans
V.

Comme .7 (V) est un idéal radiciel, - (V) est l'intersection des idéaux pre-
miers qui le contiennent, d’ou I’existence d’une famille finie d’ensembles algé-
briques irréductibles Wy, ..., W, tels que

(V)= W) N---NFZ(W,).
On a donc
S WU UW,) = (W) N---NF(W,) =7 (V)

et par suite,
V=W U..-UW,.
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7.6. Exercices

Exercice 7.6.1. — Soit A un anneau, M un A-module de type finiet ¢ : M — A"
un morphisme surjectif de A-modules.

a) Montrer que ¢ admet un inverse a droite.

b) Montrer que M ~ Ker¢ & Im .

c¢) Montrer que Ker ¢ est de type fini.

Exercice 7.6.2. — Soient A un anneau, M un A-module, N un A-module de type
fini et ¥ : M — N un homomorphisme de A-modules. Soit N le radical de
Jacobson de A (intersection de tous les idéaux maximaux).

a) Montrer que u induit un homomorphisme v : M/R - M — N/N - N.

b) Remarquer que si I est un idéal de A etsi N’ ¢ M’ sont deux A-modules
alors I- (M'/N) = (I-M' +N')/N’.

¢) On suppose que v est surjectif. Calculer Im(u) + NN et en déduire que u
est surjectif.

Exercice 7.6.3. — Soit A un anneau et I un idéal de type fini de A tel que I = I?.
Montrer qu’il existe ¢ € A tel que ¢ = ¢ et I = (¢). (Utiliser le lemme de Nakayama
pour trouver a € 1 tel que (1 +a)I =0.)

Exercice 7.6.4. — Soit A un anneau. Si A[X] est noethérien, A est-il nécessaire-
ment noethérien ?

Exercice 7.6.5. — Soit & une partie de C[Xy,...,X,] et 77 'ensemble des n-
uplets (x1,...,x,) € C" tels que pour tout P € &, P(xy,...,x,) = 0. Montrer
qu’il existe une partie finie {Py,...,P,} C & telle que 7 soit défini par les équa-
tions P;(x1,...,x,) =0 (pour 1 <i < 7).

Exercice 7.6.6. — Soit A un anneau et I; C Is C ... une suite croissante d’idéaux
de type fini. Soit I = [JI,. Montrer que I est de type fini si et seulement si la suite
(I,) est stationnaire.

Exercice 7.6.7. — Soit A un anneau et I, | deux idéaux de A tels que INJ = (0).
Montrer que A est noethérien si et seulement si A/I et A/] sont noethériens.

Exercice 7.6.8 (Exemples d’anneaux non noethériens). — Montrer que les an-
neaux suivants ne sont pas noethériens.

a) k[Xl,Xg,...,Xn,...] 5

b) Z°(R,R);

c) Z*°(R,R).Montrer néanmoins que I'idéal des fonctions nulles en I’origine
est principal.

d) le sous-module de C[X,Y] engendré par G et I'idéal (X) est un sous-
anneau de C[X,Y]. Il n’est pas noethérien.
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Exercice 7.6.9. — Soit .# I’ensemble des polynomes P € Q[X] tel que pour tout
neZ,P(n) el

a) Montrer que .# est une sous Z-algebre de Q[X].

b) Montrer qu’'une fonction P : Z — Z appartient a .# si et seulement si
P(0) € Z etla fonction n — P(n+1) — P(n) € Z#.

c¢) Montrer que les polynémes 1, X, X(X—1)/2, ..., X(X-1)... (X—=p+1)/p!,
... forment une base de .# comme Z-module.

d) Montrer que .# n’est pas noethérien.

Exercice 7.6.10. — Soit M un A-module noethérien et I = (0 : M) 'annulateur de
M dans A.
Montrer que A/I est un anneau noethérien.

Exercice 7.6.11. — Soit M un A-module noethérien et ¢ : M — M un endomor-
phisme de M. Montrer qu’il existe un entier n > 1 tel que

Ker¢" NImg" = (0).

Exercice 7.6.12. — Soit A un anneau et M un A-module de type fini. On définit
pour tout idéal maximal m de A,

d(m) = dimpy /e M/MM.

a) Soit m un idéal maximal de M, d = d(m). Montrer qu’il existe a € A\ m
tel quesi S = {1,4q, az, .. 3, S—1IM soit engendré par d éléments.
b) Si m’ est un idéal maximal de A ne contenant pas a, montrer que d(m’) <

d.

7.7. Solutions

Solution de Uexercice 7.6.1. — a) Notons (e1,...,e,) la base standard de A”".
Comme ¢ est surjectif, il existe pour tout i € {1,...,n} un élément m; € M tel
que ¢(m;) = e;. Définissons alors un homomorphisme de A-modules ¢ : A" — M
par ¥ (¢;) = m;. Ainsi, ¢(ir(e;)) = ¢; pour tout ¢, si bien que ¢ o ¢y = Ida».
Autrement dit, ¢ est un inverse a droite de ¢.

b) On vérifie que '’homomorphisme de A-modules ¢ : Kerp A" — M donné
par 0(m @ e) = m + ¢ (e) est un isomorphisme. Si en effet d(m @& e) = 0, soit
m4+ () = 0, ona pn+9(e) = p(m) +p(tr(e)) = ¢ = 0, puis Pr(e) = 0, et
enfin m = 0, d’ou l'injectivité. Quant a la surjectivité, si m € M, posont my =
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m — (¢ (m)). Alors,

p(mo) = g(m) — p(P(p(m)))
=g(m) — (po)(p(m))
= p(m) —p(m) =0,
ce qui signifie que my € Ker¢. Alors, m = 0(mo @ p(m)) € Im4.
c) Soient (fi)1<i<y des générateurs de M. On écrit pour tout i, fi =

0(m; & ¥ (v;)), avec m; € Kergp et v; € A". Prouvons que les (m;) engendrent
Ker ¢. En effet, soit m € Kerp. Comme les (f;) engendrent M, on peut écrire

p Il
m= > aifi= 2 a(m+y(v))
i=1 i=1
p Iz
= > ami + ¢ ( Y av;)
i=1 i=1
p p
= 0((2 a,'mi) (&) (E aivi)).
i=1 i=1
. . M . . M
Par unicité, on a donc ] q;v; = 0 et ainsi, m = ), a;m; est engendré par les m;.
i=1 i=1

On peut aussi remarquer que Kergp ~ M/Im1 est un quotient d'un module
de type fini, donc est de type fini.

Solution de Uexercice 7.6.2. — a) Il faut montrer que I’homomorphisme composé
M5 N N/R-N passe au quotient par R - M. Ce dernier module est engendré
par les produits am, ou ¢ € R et m € M. L’'image d’un tel produit est égale a
cl(u(am)) = cl(au(m)) = 0 car a € R et u(m) € N, donc au(m) € N - N.

b) Considérons I'application (A-linéaire) ¢ : I- (M'/N') — (I-M' + N')/N
telle que ¢(Xaicl(m;)) = c(Xam) € (I-M + N')/N'. Elle est bien définie,
car si m = Y, a; cl(m;) = 0 dans M'/N/, c’est-a-dire si Y a;m; € N, alors ¢(m) = 0.
D’autre part, si ¢ (m) = 0, on en déduit que Y am; € N’, et donc que m = 0. Ainsi,
¢ est injective. Finalement, considérons un élément m = Y, a;m;+n € (I.M' +N').
On a cl(m) = (X am;) = (X a;icl(m;)), si bien que ¢ est surjective.

¢) On a Im(u) + RN C N. Montrons en fait I’égalité. Si n € N, il existe, v
étant surjectif, m € M tel que u(m) —n € RN. Par suite, n € Im(u) + RN et donc
N = Im(u) + RN.

Alors, X - (N/Imu) = (RN +Imu)/(Imu) = N/Imu. On constate que P =
N/Imu est un A-module de type fini tel que RP = P. D’aprés le lemme de
Nakayama, P = 0. Par suite, N = Imu.

Solution de Uexercice 7.6.3. — On a I =1.1. Comme I est un A-module de type fini,
il existe en vertu du lemme de Nakayama un élément a € I tel que (1 4 a)I = 0.
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Posons ¢ = —a. Comme ¢ € I, (1 —¢)e = 0 et e = ¢2. Par ailleurs, si x € I,
(1 —e)x=0,d ot x =ex € (¢). Par suite, I = (e).

Solution de Uexercice 7.6.4. — Oui. Soit en effet I un idéal de A, et soit I - A[X]
I'idéal engendré par I dans A[X]. Comme A[X] est noethérien, I - A[X] est en-
gendré par un nombre fini de polynémes Pq,...,P,. Soit alors ¢ € I. Comme
a € I-A[X], il existe des polyndmes Q; € A[X] tels que

a=§@mmmx
d’ou
0= SQOP(0),

ce qui prouve que I est engendré par les P;(0). Ainsi, I est de type fini.
En fait, tout quotient d’'un anneau noethérien est noethérien, et A ~

A[X]/(X).

Solution de lUexercice 7.6.5. — Supposons le résultat faux, c’est-a-dire que pour toute
partie finie {Py,...,P,} C &, 'ensemble des x € C" tels que Py(x) = --- =
P,(x) = 0 contienne strictement 7.

On construit alors par récurrence une suite (P;);>; d’éléments de & de la facon
suivante. On choisit un élément Py € & . Alors, ’ensemble 777 des x € C" tels que
P;(x) = 0 est distinct de 7. Il existe donc Py € & et x € 77 tel que Py(x) # 0
Ainsi ’ensemble 75 des x € C" tels que Py (x) = Po(x) = 0 est strictement inclus
dans 777, mais il contient strictement 2”, d’ot un polynéme 773 € &, etc.

La suite (P;) C (P1,P9) C (P1,P9,P3) C ... d’idéaux de C[Xj,...,X,] est
stationnaire. Il existe ainsi n > 1 tel que P,,1 € (Py,...,P,). Mais alors, si x € 7,
P,+1(x) est nécessairement nul, ce qui est une contradiction.

Solution de Uexercice 7.6.6. — Supposons la suite stationnaire. Alors, I = I, est de
type fini.

Supposons réciproquement que I est de type fini. Soient (a;) des générateurs de
I, en nombre fini. On peut trouver pour tout : un entier n; tel que a; € I,;, et en
posant N = max(n;), on a a; € Iy pour tout i. Alors, IN contient les générateurs
de I, donc In contient I. Comme Iy C I, on a I = Iy et la suite est stationnaire.

Solution de Uexercice 7.6.7. — Si A est noethérien, A/I et A/] sont des quotients de
I’anneau A, donc des anneaux noethériens.

Réciproquement, supposons que A/I et A/] soient des anneaux noethériens.
Puisque I NJ = (0), ’'homomorphisme composé I — A — A/J est injectif et
identifie I a un sous-A-module de A/]. Par suite, I est un A-module noethérien.
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Comme A/I est un anneau noethérien, donc un A/I-module noethérien, donc
un A-module noethérien, la suite exacte

0-1I—-A—->A/1—>0

implique alors que A est un A-module noethérien, et par conséquent un anneau
noethérien.

Solution de l'exercice 7.6.8. — a) On a une suite croissante d’idéaux
(X]) C (X],Xg) c---C (X],XQ,...,Xn) C...

dont on va prouver qu’elle n’est pas stationnaire. Si c’était le cas, on aurait un
entier n tel que X,;1 € (X1,Xo,...,X,). Cela signifie qu’il existe des polynomes
P; (pour 1 < i < n) tels que X,11 = X X;P;. Les P; ne font intervenir qu’un
nombre fini de variables, disons les variables X; pour j < D. Alors, on peut évaluer
la relation au point (x1,...,xp) tel que x; = 0 pour tout j #n+1, et x,41 = 1.
On trouve 1 = 0, d’ou une contradiction.

b) Soit I I'idéal des fonctions nulles en 0. Il n’est pas de type fini. Soit en
effet (f1,..., fn) est une famille finie de fonctions continues nulles en 0. Or, tout
élément f de I'idéal engendré par les f; vérifie

| f(x)| < constante X max | f;(x)]

dans un voisinage de 0. Or, la fonction

[ = /max]f]

est continue, nulle en zéro et ne vérifie aucune inégalité de ce type.

c¢) Soit I, I'idéal des fonctions nulles dans [—1/7n;1/n]. On a ainsi une suite
croissante d’idéaux qui n’est manifestement pas stationnaire.

Si f e & vérifie f(0) = 0, un exercice du cours d’analyse de DEUG (ou de
Licence...) montre qu’il existe une fonction g : R — R de classe &> telle que
f(x) = xg(x). Autrement dit, 'idéal des fonctions nulles en I’origine est engendré
par la fonction x.

d) On considére I'ensemble des sommes 3 4; ;X'Y/ qui ne contiennent pas de
monoéme en puissance de Y. C’est un sous-anneau de G[X,Y] car si P et Q ne
font pas intervenir de monome Y%, PQ non plus.

Alors, considérons l'idéal (X,XY,XY?,...). Supposons qu’il soit de type fini.
On aurait alors XY" = )] arXY*, avec a; € A C C[X,Y]. Il existe forcément un

k<n
entier k et un monoéme non nul XY/ de g tels que XY/ +* = Xy", d’ot i = 0
et j + k = n. Cela implique j > 1 et donc g; contient un monome qui est une
puissance de Y. C’est absurde.
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Solution de Uexercice 7.6.9. — a) Si P et QQ sont deux polyomes tels que P(Z) C Z,
alors PQ vérifie aussi P(n)Q(n) € Z pour tout n € Z, de méme que aP + bQ pour
tous a et b € Z.

b) Comme n+— P(n+1)—P(n) est une fonction polyndémiale, la condition est
évidemment nécessaire.

Réciproquement, soit Q € Q[X] tel que pour tout n, Q(n) =P(n+ 1) — P(n).
Soit d le degré de Q et A : Qu11[X] — Qu[X] I'application linéaire qui as-
socie a un polynome A de degré < d + 1 le polynome A(X + 1) — A(X). Si
A=¢X"+...,onaAA) = re,X"~1 4 ..., si bien que KerA = Q. On a alors
dimImA =dim Q ;1 [X] —dimKerA =d+2—-1=d+1, etdonc ImA = Q,[X].
I1 existe ainsi un polynome A € Qg,1[X] tel que A(X + 1) — A(X) = Q(X).

Alors, la fonction ¢ : n +— P(n) — A(n) vérifie p(n+ 1) — ¢(n) = 0 pour tout n.
On a ainsi P(n) = A(n) + ¢(0) pour tout n € Z. Comme ¢(0) =P(0) —A(0) € Q,
la fonction P est bien la restriction a Z d’un polynoéme a coefficients rationnels.

c¢) Notons P; = X(X—-1)...(X—=d+1)/d!. La famille Py, Py,... forme une
base de Q[X] comme Q-espace vectoriels. Si A est ’endomorphisme de Q[X]
défini par A(P) =P(X+1) —P(X),ona

A(P,) :%((X+1)X...(X+2—d)—X(X—l)...(X+1—d))
1

= EX...(X—I—Q—d) (X+1) - (X+1-4d))
=Py 1.
Enfin, remarquons aussi que si P = ¢yPp 4 ..., on a P(0) = 0.
Il résulte de la question précédente que si P = ¢oPg + ..., alors

Pe % & co€Z et Pp+---€ ZF.

Par récurrence, P € % si et seulement si tous les ¢; sont des entiers. Un élé-
ment de .# est donc combinaison linéaire des P4, et ce de maniére unique. Les
polynémes P, forment donc bien une base de .% comme Z-module.
d) Sid+ 1 estun nombre premier, montrons que le polynéme P;,; n’appar-
tient pas a I'idéal (Py,...,P;). Supposons par I’absurde que
Pip1 = QP14+ + PyQy

pour des polyndémes Q; € .%. On a en particulier
1=Pgp1(d+1)
=Qd+1)P1(d+1)+---+Qu(d+ 1)Pg(d+1).
Or, quand i < d+ 1, d + 1 étant premier,
_d+Dd...(d+2—1)

il

Pi(d+1) € (d+1)Z.
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Il en résulte que 1 € (d + 1)Z, ce qui est absurde.
La suite d’idéaux

(Pl) - (PI,PQ) C (PI’PQ’P?)) cC...
n’est donc pas stationnaire. L’anneau .% n’est pas noethérien.

Solution de lexercice 7.6.10. — Soient my,...,m, des générateurs de M comme A-
module. Considérons I’homomorphisme de A-modules

A—-M", aw— (amy,...,amy,).

Son noyau contient I, mais réciproquement, si am; = 0 pour tout i, am = 0 pour
tout m € M puisque les m; engendrent M. Donc son noyau est égal a I et le
théoreme de factorisation nous permet d’en déduire que A/I est isomorphe a un
sous-A-module de M".

Or, M" est noethérien. Tous ses sous-modules sont noethériens, donc A/I est
noethérien.

Solution de Uexercice 7.6.11. — La suite des modules Ker ¢" est croissante, donc sta-
tionnaire. Il existe ainsi 7 tel que Ker¢" = Kerg"t! = ...

Si x € Kerg" NImg", on a alors x = ¢"(y), avec y € M, mais aussi ¢"(x) =
@*"(y) = 0. Donc y € Ker ¢p?* = Ker ¢". Par suite, ¢"(y) = 0 et x = 0.

Solution de lexercice 7.6.12. — a) Soient xi,...,x; des éléments de M dont les
images engendrent M/mM comme A/mt-module. D’aprés le lemme de Na-
kayama, les x; engendrent M;; comme Ajy;-module. Soit N C M le sous-module
engendré par les x;.

Soient maintenant des générateurs m; (pour 1 < j < n) de M. Comme les x;
engendrent I'image de m; dans My, il existe des b;; € 11, et a; ¢ M tels que

d

ajm; = %bi’jxi,
1=

autrement dit, ajm; € N. Posons a = ay...a,. On a bm; € N pour tout j, si bien

que I'image de m; dans S~!M appartient 2 S™IN si S = {1,4,4%,...}. Comme

S~!M est engendré par les m;, S~!M = S~!N est donc engendré par d éléments.
b) Comme m’ ne contient pas «,

A/’ =S tA/s !
et
M/1'M = S~ IM/m’'S™'M

est un quotient d’un S™'A-module engendré par d éléments, donc est engen-
dré comme S~!A-module par d éléments, et aussi comme A/ m’-espace vectoriel,
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puisque cette structure est héritée de la structure de S~1A-module. Par suite,
d(m')y < d=d(m).

REMARQUE. — Cela signifie que la fonction M +— d(111) est semi-continue supé-
rieurement pour la topologie de Zariski sur I’ensemble des idéaux maximaux de

A.






8 Modules de type fini sur un

anneau principal

La théorie des modules sur un anneau arbitraire est compliquée. Lorsque U'anneau est
un corps, on retrouve la théorie des espaces vectoriels, laquelle est plus simple notam-
ment grace a Uexistence de bases et de supplémentaires.

Dans le cas dun anneau principal, on peut donner une description relativement
précise et explicite des modules de type fini. On verra que ceux-ci, des qu’ils sont sans
lorsion, sont automatiquement libres.

En outre, appliquée aux cas de U'anneaw des entiers et de l'anneau des polynomes a
coefficients dans un corps, on obtiendra des renseignements concernant dans un cas
les groupes abéliens de type fini et dans Uautre les classes de similitude de matrices.

8.1. Sous-modules d’un module libre

On commence ce paragraphe par quelques rappels.

LEMME 8.1.1. — Soit A un anneau integre, soit M un A-module et soit m un élément
de M. Le sous-module (m) de M engendré par M est libre si el seulement si m = 0 ou si

Ann(m) = (0).

Démonstration. — Si m = 0, (m) = (0) est libre, de base I’ensemble vide (!).
Supposons maintenant m # 0. Par définition, la partie {m} est génératrice. Elle
est libre puisque si am = 0, on a ¢ € Ann(m), donc a = 0.

Réciproquement, supposons que (m) est un A-module libre. S’il est nul, m = 0.
Sinon, soit % une base de (m). Montrons que % est de cardinal exactement 1.
Sinon, soit m" et m"” deux éléments distincts de .% . On peut donc écrire m' = am
et m"” = bm pour deux éléments a et b de A, non nuls. On a alors bm' — am” = 0,
ce qui prouve, la famille {m';m"} C & étant libre, que a = b = 0, d’ou une
contradiction. Ainsi, . % a exactement un élément; soit donc m' = am une base
de (m). On peut en particulier écrire m = bm', d’ot m’ = abm’ et (1 — ab)ym’ = 0.
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Puisque m’ est une base de (m), 1 = ab et a est inversible. Ainsi, m est aussi une
base de (m). Si maintenant ¢ € Ann(m), on a am = 0. Puisque la partie {m} est
libre, a = 0 et Ann(m) = (0), ainsi qu’il fallait démontrer. O]

DEFINITION 8.1.2. — Soit A un anneau et soit M un A-module. On dit qu’un élément
m € M est de torsion sl existe a € A, a # 0, tel que am = 0.

On dit que M est de torsion si tout élément de M est de torsion et qu’il est sans torsion
st 0 est le seul élement de M qui soit de torsion.

PROPOSITION 8.1.3. — Soit A un anneau integre et soit M un A-module. Soit Moy
lensemble des éléments de M qui sont de torsion. Alors, Moy est un sous-module de M.
De plus, M/ Mo, est sans torsion.

Démonstration. — L’€élément 0 € M vérifie 1 - 0 = 0, donc est de torsion puisque
1 # 0 dans A. Soit m et n deux éléments de M, et choisissons a et b non nuls
dans A tels que am = bn = 0. On a alors ab(m+n) = abm~+abn = b(am) +a(bn) = 0
et comme A est integre, ab # 0. Ainsi, m + n est de torsion. Enfin, soit m un
élément de torsion dans M et soit a € A tel que am = 0. Pour tout x € A,
a(xm) = x(am) = 0 donc xm est de torsion.

Ains, M, est un sous-A-module de M.

Notons cl : M — M/M;,; 'homomorphisme canonique et soit m € M tel que
cl(m) est de torsion dans M/M,,. Soit ainsi @ € A, a # 0 tel que acl(m) = 0.
Puisque cl(am) = acl(m) = 0, on a ainsi am € M,,. Par suite, il existe b € A, b # 0
tel que b(am) = 0. Puisque A estintegre, ab # 0 et m est de torsion, d’ou m € Moy
et cl(m) = 0. On adonc (M/Mior)tor = 0. O

On rappelle aussi le résultat suivant, démontré a I’exercice 6.6.13.

LEMME 8.1.4. — Soit A un anneau et soit f: M — N un homomorphisme de A-modules.
On suppose que Ker f et Im [ sont des A-modules libres de rangs p et q. Alors, M est un
A-module libre de rang p + q.

Donnons maintenant une premiere version du théoréme de structure des sous-
modules d’'un module libre sur un anneau principal.

PROPOSITION 8.1.5. — Soit A un anneau principal, soit n un entier soit M un sous-A-
module du module libre A" . Alors M est libre de rang inférieur ou égal a n.

Démonstration. — La démonstration se fait par récurrence sur n. Un sous-module
M de A estun idéal I de A. Si I = 0, M est libre de rang 0. Sinon, comme A est
principal, il existe a € A, a # 0, tel que I = (a) et puisque A est integre, {a} est
une base de I = M, donc M est libre de rang 1.
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Supposons le résultat vrai en rang < n, c’est-a-dire que tout sous-module de
A" est libre de rang < n — 1. Soit M un sous-module de A", considérons ’ho-
momorphisme f: A" — A tel que f(a1,...,a,) = a, etsoit g = f|u la restriction
de fa M.

L’image de g est un sous-module de A donc est libre de rang < 1. Le noyau de
f est égal a ’ensemble des (ay,...,a,) tels que a, = 0. Il s’identifie ainsi a A"~ ! et
Ker g s’identifie donc a un sous-module de A"~!. Par récurrence, Ker g est libre
de rang < n—1. D’apres le lemme précédent, M est libre de rang < 14 (n—1) = n.
[

Le théoréeme que nous démontrons maintenant s’établit de maniére semblable,
mais nécessite un peu plus de soin.

THEOREME 8.1.6. — Soit A un anneau principal. Soit M un A-module libre de rang m
et soit P un sous-module de M. Il existe alors un entier p € {0;1;...;m}, une base
(e1,...,em) de M et des éléments ay, . ..,ar non nuls dans A tels que :

— pour touti € {1;...;r — 1}, a; divise a; 11 ;

— la famille {aye1; ... ;are,} est une base de P.
Démonstration. — Pour motiver cette démonstration, commencons par une re-
marque. Soit ¢ € MY une forme linéaire sur M. Si (e1,...,6n) €t (ay,...,a,) sont

comme dans le théoréme, ¢ est déterminée par les images ¢(¢;) de la base fixée.
De plus, si m € P, on peut écrire m = xja1e1 + - - - + xra,e, avec des x; dans A et la
relation
p(m) = x1a1p(er) + - - - + xrarp(er)

montre que ¢(m) est multiple de a1, d’ou ¢(P) C (a1). Réciproquement, la forme
linéaire ¢ définie par p(e1) =1 et p(¢;) = 0 pour ¢ > 1 est telle que ¢ (P) = (ay).
On va ainsi étre amené a considérer des idéaux maximaux parmi les idéaux ¢(P),
@ parcourant les formes linéaires sur M.

Démontrons maintenant le théoreme. LLa démonstration est encore par récur-
rence sur n. Sin =1, on a M = (a1). Supposons maintenant le théoreme démon-
tré enrang <n — 1.

On peut supposer M # 0 (sinon, on pose r = 0).

a) Soit . l'ensemble des idéaux de A de la forme ¢(P), lorsque ¢ parcourt
I’ensemble des formes linéaires sur M. Comme A est noethérien, . admet des
éléments maximaux. Considérons un tel élément maximal. Il est de la forme
@(P) = (a1) pour un certain a; € A, a; # 0 et ¢ € M". Il existe en particu-
lier e € P tel que ¢(e) = ay.

b) Soit f une autre forme linéaire sur M et montrons que a; divise f(¢). Notons
en effet d = pgcd(ay, f(e)), il existerait x et y dans A tel que xa; + yf(e) = d.
Posons ¢/ = xp +yf € M*. On a donc ¢'(¢) = (xp +yf)(¢) = d, d’ou ¢'(¢) D (d).
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Puisque (d) D (a1), I'hypothése de maximalité sur ¢ montre que (d) = (aj) et
donc a; divise f(e).

En particulier, choisissons une base (¢1,...,¢&,) de M. Appliqué aux n formes
linéaires de coordonnées sur M (la base duale), on obtient que a; divise toutes
les coordonnées de ¢. Ainsi, il existe un €élément ¢; € M tel que ¢ = aje;.

¢) Appliquons I’hypothése de récurrence 2 P’ = Kergp|p = Kergp N P. Notons
M’ = Ker ¢ ; d’aprés la proposition précédente, M est libre de rang < n — 1 (en
fait de rang exactement n — 1, car M est de rang < rang M’ + rang Im ¢). Il existe
ainsi une base (e9,...,¢,) de Kerg, des éléments a9,...,a, non nuls dans A de
sorte que «; divise a;;1 pour ¢ > 2 et que (ages,...,a¢,) soit une base de P'.
De plus, ¢(e1) est une base de p(M) et p(aje;) est une base de ¢(P). D’apres le
lemme 8.1.4 (e1,...,¢,) estune base de M et (aj,...,a,) est une base de P.

d) Démontrons que a; divise ag. Soit ¢ la forme linéaire sur M définie par
Yr(x1e1 + - - + xney) = x1 + x2. Si m € P, on peut écrire m = xjaje; + - - - + xya,ey,
d’ou ir(m) = x1a1 + x2a9 € (a1,a2) = (d) ; de plus, choisissant x et y dans A tels
que d = xaj + yag, on constate que ¢ (ajxe; + agyes) = d et donc ¢ (P) = (d). Par
maximalité de (a1), (a1) = (d) et a; divise as. U

Remarque 8.1.7. — L’entier r est le rang de P, bien défini d’apres le théo-
reme 6.3.7. On verra plus loin que les idéaux (a;) D (a2) D -+ D (ay) sont
uniquement déterminés par P.

Exemple 8.1.8. — Soit M I’ensemble des (x1,x9,x3) € 73 tels que x1 + X9 + X3
est pair. Alors, M est un sous-module libre de Z* de rang 3. Les trois vecteurs
e = (1,1,0) , eo = (1,0,1) et e3 = (0,0,1) forment une base de 73 telle que
(e1,€9,2¢3) soit une base de M.

Démonstration. — Je laisse en exercice le soin de vérifier que M est un sous-Z-
module de Z3. D’apres le théoréme 8.1.6, M est donc libre de rang < 3. Pour
montrer qu’il est de rang 3, il suffit d’exhiber trois vecteurs de M linéairement
indépendants, par exemple (2,0,0), (0,2,0) et (0,0,2).

Pour établir la seconde partie, suivons le fil de la démonstration. Il existe des
éléments de M dont les coordonnées sont premieres entre elles, par exemple
e1 = (1,1,0) et eg = (1,0, 1). Alors, on constate que

(x,3,2) =yer + ze2 + (x —y — 2)(1,0,0).

Posons e3 = (1,0,0). Il en résulte que (ej,e9,e3) est une base de 73 et qu’un
vecteur m = xje1+x9e9+x3e3 appartienta M si et seulement si la coordonnée x3 est
paire. (Remarquer que x—y—z et x+y+2z ont méme parité.) Par suite, (1, e9, 2¢3)
engendre M. Comme ils sont linéairement indépendants, ils en forment une base.

]
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8.2. Modules de type fini

THEOREME 8.2.1. — , Soit A un anneau principal et soit M un A-module de type fini.
1l existe alors un unique entier r > 0 et une unique famille d’éléments (dy,...d,) non
inversibles tels que (d1) D (dg) D --- D (dy) et

M~ (A/(d1)) @ (A/(d2)) @ --- & (A/(d,)).

DEFINITION 8.2.2. — On dit que les éléments (dy, . .., d,) sont les facteurs invariants de
M.
COROLLAIRE 8.2.3. — Si A est un anneau principal et si M est un A-module de type fini

sans torsion, alors M est libre.

,

Démonstration. — En effet, dans un isomorphisme M ~ @ (A/(d;)), I'élément
=1

(cl(1),0,...) est de torsion deés que d; # 0, et n’est pas nul si d; n’est pas in-

versible, ce qu’on peut supposer. Donc d; = 0 et par suite tous les d; sont nuls.

Onaainsi M ~ A”". O]

COROLLAIRE 8.2.4. — Si A est un anneau principal et st M est un A-module de type
fini, alors M est la somme directe du sous-module de torsion Mo, et d’un A-module libre de
type fini.

r

Démonstration. — Fixons un isomorphisme M ~ € (A/(d;)), dans lequel les d;
i=1

sont supposés non inversibles (sinon, le facteur A/ (d;) est nul). Supposons que

ds # 0 mais que dg11 = --- = d, = 0. Un élément (cl(a1),...,cl(a,)) estde torsion
si et seulement si a;y] = --- = @, = 0. On écrit ainsi

M ~ @(A/(di)) DA,
=1

S
ce qui écrit M comme la somme directe du module de torsion @ (A/(d;)) (car
i=1
annulé par d;) et du module libre A*~". [l

Remarque 8.2.5. — Soit (dy,...,d,) les facteurs invariants d’un module de type fini
M sur un anneau principal. Alors, M est de torsion si et seulement si aucun d; n’est
nul, tandis que M est sans torsion si et seulement si tous ses d; sont nuls.

Démonstration du théoreme. — Soit (mq,...,m,) une famille finie d’éléments de M
qui I’engendrent comme A-module. Considérons I’homomorphisme canonique
@: A" — M défini par ¢(ay,...,a,) = aym; + ...a,m,. Il est surjectif par définition
et son noyau est un sous-module P de A’.



142 CHAPITRE 8. MODULES DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

Considérons alors une base (ej,...,¢,) de A" et des éléments (dj,...,d,) de A
comme dans le théoréeme des facteurs invariants (théoreme 8.1.6), de sorte que
(dyer,...,dses) est une base de P pour un certain entier s € {0;...;7}.

Considérons maintenant I’homomorphisme
v A" — M, v(ay,...,a) = p(ajer + - - + arey).

Comme les ¢; forment une base de A’, ile engendrent A" et ¢ est surjectif. Son

noyau est I’ensemble des familles (ay,...,a,) telles que aje; + - - - 4 are, appartient
au noyau de ¢, c’est-a-dire P. C’est donc I’ensemble des (a1, ...,a,) tels que a; est
multiple de dy, ..., a, est multiple de d,. Ainsi, on constate que M est isomorphe

au quotient
A/ ((d) & & () = (A/(d)) & -+ & (A/(dy)).

L’unicité sera démontrée plus loin (théoréme 8.2.8). [

Décomposition primaire des modules de torsion. — Soit A un anneau principal et M
un A-module de type fini de torsion. Pour tout élément irréductible p dans A,
définissons

M,={meM;Ir>0, p'm=0}.
C’est un sous-module de M : il contient 0, et, s’il contient m et n, soit r et s des

entiers tels que p'm = 0 et p'n = 0. Alors, on a p™*) (am 4 bn) = 0 pour tous a
et b dans A, donc M,, contient am + bn.

Soit (dj,...,d,) la suite des facteurs invariants de M et pour tout i € {1;...;7},
notons d; = w; [[p""* la décomposition en facteurs irréductibles de d; (avec u; €
p
AX).
PrROPOSITION 8.2.6. — On a les relations

A/ (d;) =~ @A/(p"?”") et My~ @A/ (pr).
p .
Par suite, M = @M, .
p

Démonstration. — Comme les idéaux (p"?*) (i étant fixé) sont deux a deux comaxi-
mausx, la premiere formule n’est autre que le théoréme chinois (théoreme 3.1.6).
Remarquons maintenant que I'on a

=@ () -@(@ve)
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Ainsi, il suffit de démontrer que dans cet isomorphisme, M, s’identifie pour tout
r
irréductible ¢ au sous-module @ A/ (¢"+) du second membre. La formule précé-
i=1
dente implique alors que M = § M,,.
b
Fixons un €élément irréductible ¢ et soit m un €lément de M. Notons (my;) ses
composantes dans I'isomorphisme ci-dessus et soit a,; un €lément de A tel que
my; = cl(ay;).
Supposons que m € M,. Soit s € N tel que ¢’m = 0. Alors, pour tout p et tout
i, p"ri divise ¢’ay;. Si q # p, cela implique que p" divise a,; (lemme de GauB) et
r
donc my,; = 0. Par suite, m appartienta @A/ (¢"+)
i=1
Réciproquement, un tel €lément est annulé par ¢" ou n = max(ng1,...,ng).
La proposition est donc démontrée. [

Nous allons utiliser cette description pour établir I'unicite des facteurs inva-
riants dans le théoreme 8.1.6.

LEMME 8.2.7. — Soit A un anneaw principal, p un élément irréductible de A et d un
élément de A. Posons M = A/ (d). et définisson pour tout n > 0, un A-module M,, =
PM/pHIM. Alors, M, est isomorphe a A/ (p) si p+! divise d et est nul sinon.

Démonstration. — Considérons I’homomorphisme
p: A — p"™M — M, a s cl(p" cl(a)).

Comme tout élément de p"M est de la forme p" cl(a) pour a € A, et comme I’ho-
momorphisme canonique M — M,, est surjectif, ’homomorphisme ¢ est surjectif.
On va montrer que le noyau de ¢ est égal a (p) si p"*! divise d et qu’il est égal a
A sinon.

Un élément a € A appartient alors au noyau de ¢ si et seulement s’il existe
b € A tel que p"cl(a) = p"Tlcl(b) dans A/(d), donc si et seulement s’il existe
beAetce A tels que p'a — p"b = cd. Ainsi, a € Kerg si et seulement si p"a
appartient a I'idéal (d, p"*!). Ecrivons d = p’e ot p ne divise pas ¢ et r > 0. Alors,
(d,p"t1) = (p*) avec s = min(n+ 1,7).

Sir<n,s=min(n+ 1,r) < n et tout élément de a est tel que p"a est multiple
de p’, d’ou Kerp = A et M,, = (0). Dans l'autre cas,sir >n+1,s=n+1 etun
élément a vérifie p"a € (p"T!) si et seulementsi a € (p) (car A est intégre). Ainsi,

Kerp = (p) et M,, ~ A/ (p). ]
THEOREME 8.2.8 (Unicité des facteurs invariants). — Soit A un anneau principal,
(d1,...,dy) et (e1,...,e5) deux suites d’élements non inversibles de A tels que

— pour tout i, d; divise d;11 el e; divise e,y ;
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- éA/(di) est isomorphe a é A/ (ds).
) =1

i=1 1=
Alors, r = s et pour tout i, les idéaux (d;) et (e;) sont égaux.

Démonstration. — Pour simplifier les notations par la suite, rajoutons des éléments
inversibles au début de la liste des d; si r < s ou de la liste des ¢; si r > 5. On
préserve ainsi les relations de divisibilité et r et s sont égaux — de force. Si on a
rajouté un €élément inversible au début de la liste des d;, la relation (d;) = (e1)
impliquera que e est aussi inversible, ce qui est absurde. Ainsi, on n’aura rien
rajouté et r était bien égal a s.
r
Notons M le module @ A/ (d;). Posons pour tout i et tout j,
i=1
ny; = sup{n € N; p" | d;}, my; = sup{n € N; p" | ;.

Si d; est non nul, cela revient a dire que la décomposition en facteurs premiers de
d; s’écrit

di = uZHpn’“
b

Si d; = 0, on a ny; = 400. Les relations de divisibilit€ sur les d; se traduisent en
les inégalités ny1 < myo < - Smyy etmyy Smypo < - Smy,

Fixons un élément irréductible p de A. Alors, p"M/p""!M est un A-module
isomorphe a (A/p)!, ou t est le plus grand entier tel que p"*! divise d,_,,1. De
plus, comme A est un anneau principal, I'idéal (p) est maximal, donc p"M/p"+'M
est naturellement un A/p-espace vectoriel. Sa dimension est ainsi égale au plus
grand entier ¢ tel que p"+! divise d,_,,1. Par suite, pour tout k > 0,

Mpr_is1 > k+1 & dimp/, (P"M/PIM) >t @ my, 1 >k + 1.

Ainsi, ny, = my,; pour tout ¢.
Comme p est arbitraire, on a ny; = my; pour tout ¢ et tout irréductible p. Par
suite, pour tout ¢, on a I’égalité d’idéaux (d;) = (¢). U

Exercice 8.2.9. — Calculer les facteurs invariants des modules (Z/3Z) & (Z/5Z) et
(Z/6Z) & (Z/4Z).

Solution. — Comme 3 et 5 sont premiers entre eux, (Z/3Z) & (Z/5Z) est iso-
morphe a Z/15Z. Il n’a qu’un facteur invariant, égal a 15.

Les entiers 6 et 4 ne sont pas premiers entre eux, maisona 6 =2-3 et 2 et 3
sont premiers entre eux, d’ou

(Z/6Z) & (Z/4Z) ~ (Z/2Z) & (Z/3Z) & (Z/4Z).
Comme 3 et 4 sont premiers entre eux, on peut les regrouper et

(Z/6Z) ® (Z/4Z) ~ (Z/2Z) & (Z/12Z)
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dont les facteurs invariants sont (2;12). O]

Dans le but de fournir une seconde démonstration de 'unicité, reformulons le
théoréme des facteurs invariants en termes de matrices.

PROPOSITION 8.2.10. — Soit A un anneau principal et soit M € Mat,,, (A) une matrice
a r colonnes et n lignes a coefficients dans A dont les colonnes sont linéairement indépen-
dantes. Alors, il existe deux matrices P € GL, (A) et Q € GL,(A), des éléments non nuls
di,...,dy de A tels que dy | do - - - | d, de sorte que

dy
PMQ =
dy
0
Démonstration. — Considérons le sous-module V de A" engendré par les vecteurs
colonnes (vq,...,v,) de M. Par définition, il est libre de rang r. Notons (¢1,...,&,)

la base canonique de A". Ainsi, M est la matrice de I'injection V — A" dans les
bases (v1,...,v,) et (e1,...,&).

D’apres le théoréme des facteurs invariants, il existe une base (ej,...,¢,) de A"
et des éléments (di,...,d,) de A tels que (djeq,...,dye,) soit une base de V et tels
que d] ’dg | ""dy'.

Soit alors P la matrice de passage de la base (e1,...,¢,) a la base (e1,...,¢&)
dans A" et soit QQ la matrice de passage de la base (v1,...,v,) a la base
(die1,...,dyey) dans V. Alors, PMQ est la matrice de I'injection V — A" dans
les bases (dyeq,...,dye,) sur V et (e1,...,e,) sur A”". Elle est exactement comme
indiqué dans I’énoncé de la proposition. [
COROLLAIRE 8.2.11. — Avec les notations précédentes, pour tout s € {1;...;r}, lidéal

(dy...dys) estlidéal engendré par les mineurs s X s de la matrice M.

Démonstration. — Remarquons que la formule est vérifiée si M est diagonale
(d1,...,dy,) comme dans la conclusion du théoreme. Le corollaire sera démontré
des que I'on établit que cet idéal engendré par les mineurs de taille donnée de
M est inchangé lorsqu’on multiplie M par une matrice inversible a droite ou a
gauche.

Soit ainsi I C {1;...;n} et J C {1;...;r} deux parties de cardinal s et soit P
un élément de Mat,(A). Les colonnes de PM sont des combinaisons linéaires des
colonnes de M. Par suite, la n-linéarité des déterminants montre que le mineur
(I,]) de PM est une combinaison linéaire des mineurs de rang s dans M. Ainsi,
I'idéal #py engendré par les mineurs de rang s de M est contenu dans I'idéal
M- Si P est inversible, on a I’inclusion

M= °/7P*1PM C M,
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d’ou finalement I’égalité.
L’argument lorsqu’on multiplie M par une matrice de GL,(A) a droite est iden-
tique en échangeant lignes et colonnes. O]

8.3. Exemples

Pour nous, les deux exemples fondamentaux d’anneaux principaux sont Z et
k[X], k étant un corps commutatif.

Rappelons qu’un Z-module de type fini n’est rien d’autre qu’'un groupe abélien
fini. Il résulte alors du théoréme des facteurs invariants le théoréme suivant.

THEOREME 8.3.1. — Si G est un groupe abélien de type fini, il existe un unique entier
r > 0 et une unique famille d’entiers strictement positifs (dy;...;ds) telle que dy divise
do. . .qui divise d et telle que

GoZ @ (Z/MZ) D - @ (Z/dZ).

8.3.2. Matrices et modules sur 'anneau des polynomes. — Soit k un corps. On va s’inté-
resser maintenant a certains k[ X]-modules. Pour commencer, rappelons quelques
résultats de I'exercice 6.6.7. Soit V un k-espace vectoriel et u un endomorphisme
de V. On définit alors une structure de k[X]-module sur V en posant pour tout

d
polynome P € k[X] ettoutv € V, P-v =P(u)(v). Si P = ] ¢,X", on a ainsi
n=0

P.v= é anu" (v).
n=0
On note V, le k[X]-module ainsi obtenu.

Si V' est un autre k-espace vectoriel et ¥’ un endormorphisme de V', un homo-
morphisme (de k[X]-modules) de V, dans V!, est la donnée d’une application
klinéaire f:V — V' telle que fou=u o f.

En particulier, si V' = V, les k[X]-modules V, et V,, sont isomorphes si et
seulement si il existe [ € GL(V) telle que u = f~!u/f, c’est-a-dire si u et u’ sont
conjugués. (En termes de matrices, on dit semblables.)

DEFINITION 8.9.3. — Un k[X]-module M est dit cyclique s’il existe un polynome P €
k[X] non nul tel que M ~ k[X]/(P).

LEMME 8.8.4. — Si 'V est un k-espace vectoriel, w un endormorphisme de V, le k[X]-
module V,, est cyclique si et seulement si il existe un vecteur v € V et un entiern > 1 tels
que la famille (v, u(v),...,u" "1 (v)) soit une base de'V .
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Démonstration. — Commencons la démonstration par une remarque. Si P est un
polynéome non nul, le k[X]-module cyclique k[X]/(P) est de dimension finie
comme k-espace vectoriel, dimension d’ailleurs égale au degré de P. De plus,
si n = degP, les éléments cl(1), cI(X), ..., cI(X""!) en forment une base.

Soit maintenant V un k-espace vectoriel et © un endormorphisme de V. Si V,,
est cyclique, I'image de X par un isomorphisme k[X]/(P) ~ V, est un élément v
de V tel que (v,u(v),...,u" 1 (v)) soit une base de V. Réciproquement, si v € V

est un vecteur tel que la famille (v, u(v),...,u" ! (v)) soit une base de V, écrivons
u'(v) = nil apu’ (v) dans cette base. Alors ’homomorphisme ¢: k[X] — V, P —
P(u) (v) f::to surjectif et un polynome P est dans le noyau si et seulement s’il est
multiple du polynéme IT = (X" — nil ayXP?). En effet, la division euclidienne de P
par IT est un polynome R de degrgzz n. Si R # 0 mais si son image par ¢ est nul,

on obtient une relation de dépendance linéaire non triviale entre (v,...,u" ! (v)),
ce qui est absurde. [

Remarque 8.3.5. — Si V,, est un endomorphisme cyclique, la matrice de u dans la
base (v,...,u" 1 (v)) est égale a

0 ao
1 0 ai
1 0 a,_

c’est-a-dire a la matrice compagnon Cyy du polynéme IT = X"—a,_ X" 1 —. . .—a;X—aqy.
De plus, IT est le polynome minimal et le polynome caractéristique de cette
matrice.

Les rappels qui précedent et le théoreme 8.2.1 établissent le théoréme suivant.

THEOREME 8.8.6. — Soit k un corps. Soit V. un k-espace vectoriel de dimension finie
et w un endomorphisme de V. 1l existe alors une unique famille (P1,...,P,) de polynomes
unitaires (non constants) dans k[X] tels que Py divise. . .qui divise P, et telle que la matrice
de u soit semblable a la matrice diagonale par blocs

Cp,
Cp,

r
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Les polynomes (Pq,...,P,) sont appelés facteurs invariants de . On constate
sur I’expression matricielle ci-dessus P, est le polyndme minimal de u, tandis que
Py ... P, est son polynome caractéristique.

COROLLAIRE 8.8.7. — En particulier deux endomorphismes w et v’ sont semblables s’ils
ont meme famille de facteurs invariants.

Exercice 8.3.8 (Décomposition de Jordan). — Soit k£ un corps algébriquement
clos. Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie et ¥ un endomorphisme
de V. Montrer que V possede une base dans laquelle la matrice de u est diagonale
par blocs, chaque bloc étant un « bloc de Jordan » de la forme

Al 0
A

1

0 A

(Utiliser la décomposition du k[X]-module V,, fournie par la proposition 8.2.6.)

Toute la théorie qui précede a un corollaire amusant, facile, mais non trivial si
on évite la théorie des facteurs invariants.

COROLLAIRE 8.3.9. — Soit K un corps et k C K un sous-corps. Soit A et B deux matrices
de Mat, (k) qui soient semblables en tant que matrices de Mat, (K), c’est-a-dire qu’il existe
P € GL,(K) telle que B = P~1AP. Alors, A et B sont semblables sur k : il existe Q dans
GL, (k) telle que B = Q7 1AQ.

Démonstration. — Notons (Pp,...,P,) la famille des facteurs invariants de A en
tant que matrice a coefficients dans k. Il existe donc une base de V = k" dans
laquelle la matrice de A est une diagonale-blocs de matrices compagnons de po-
lynémes caractéristiques (Pp,...,P,). La méme matrice de changement de base
fournit une base de K" dans laquelle la matrice de A est la méme diagonale par
blocs. En particulier, les facteurs invariants de A en tant que matrice a coefficients
dans K sont aussi les P;.

Soit maintenant (Qy,..., Q) la famille des facteurs invariants de B en tant que
matrice a coefficients dans k, ou dans K, puisque c’est la méme chose. Puisque A
et B sont semblables en tant que matrices a coefficients dans K, on a les égalités

r=setP; =Qp, ..., P, = Q,. Par suite A et B sont semblables en tant que
matrices a coefficients dans k. L]
8.3.10. Calcul des facteurs invariants d’une matrice. — Nous allons utiliser le corol-

laire 8.2.11 pour calculer les facteurs invariants d’une matrice.
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PROPOSITION 8.9.11. — Soit k un corps et soit A une matrice de M,, (k) . Pour tout entier
r compris entre 1 et n, soit A, € k[X] le pged des mineurs d’ordre v de la matrice X1, — A.
Alors, il existe des polynomes Py, ..., P, dans k[X] tels que

Pi=A;, PPa=Ag, ....,P1...P,=A,.

Pour tout r, P, divise P, 1 et si v est le plus petit entier tel que P, # 1, les facteurs
invariants de A sont les (Pyy1,...,Py).

Démonstration. — Posons A = k[X]. Pour déduire cette proposition du corol-
laire 8.2.11, Il suffit de remarquer que, notant (ej,...,¢,) la base canonique de
A", ’homomorphisme

p: A" — A", e — Xe; — u(e;)

a pour matrice XI, — A et que (k")a estisomorphe a A"/ Im¢. OJ

8.4. Exercices

Exercice 8.4.1. — Soient A un anneau principal et L, M deux A-modules de type
fini. Montrer que Homy (L, M) est un A-module de type fini.

Exercice 8.4.2. — Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini.
a) Justifier I'existence d’éléments m; (pour 1 < i < s) de M d’annulateurs
(d;), avec dq|...|dy, tel que

M= @Aml
i=1

b) Soiti e {1,...,s}. Montrer qu’il existe u; € Enda (M) tel que
ui(m) =---=wui(ms_1) =0, u;(mg) =m.

c¢) Soitu € Enda (M) qui commute a tout autre élément de Enda (M) . Montrer
qu’il existe a € A tel que u(m) = am pour tout m.

d) Soit u : M — M une application additive telle que pour tout v € Enda (M),
uov =vou. Montrer que u est une homothétie m +— am, pour a € A.

e) Soit K un corps commutatif, E un K-espace vectoriel de dimension finie
sur K et u € Endg (E). Montrer que tout endomorphisme de E qui commute a
tout endomorphisme commutant a u est un polynome en u. (On pourra utiliser la
structure de K[ X ] -module sur E définie par u.)

Exercice 8§.4.3. — Dans M,,(Z), on définit la relation A ~ B si et seulement s’il
existe P et Q dans GL,(Z) tels que AP = QB.
a) Montrer que c’est une relation d’équivalence.
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b) Montrer que I’ensemble des matrices de la forme diag(dy,...,d,), oules d;
sont des entiers positifs vérifiant dy|dg| ... |d, est un systétme de représentants des
classes d’équivalences.

c¢) Généraliser les questions précédentes au cas d’'un anneau principal quel-
conque.

d) Retrouver un résultat du cours de DEUG lorsque A est un corps.

Exercice 8.4.4. — Soit A un anneau principal et L un A-module libre de rang fini.
Soit M un sous-Z-module de L. Montrer qu’il possede un supplémentaire dans L
si et seulement si L./ M est sans-torsion.

Exercice 8.4.5. — Soit M un module libre de type fini sur un anneau principal A.
a) Soitm € M non nul. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) m fait partie d’une base;

(2) il existe f € M* tel que f(m) =1;

(3) les coordonnées de m dans toute base de M sont premieres entre elles;
(4) les coordonnées de m dans une base de M sont premieres entre elles ;
(5) sim =am’ avec a € A, alors a € A* ;

(6) si am = a'm' avec a € A, d € A eta # 0, alors a est multiple de o'

On dit qu’un tel vecteur est primitif.

b) Montrer que tout vecteur est multiple d’un vecteur primitif.

c) Exemple: A=7Z,M=1Z* m = (126,210, 168,504).

Exercice 8.4.6. — Soit M une matrice a n lignes et p colonnes (p < n) dont les
coefficients sont dans un anneau principal A.

Montrer qu’on peut compléter M en une matrice P € GL(n,A) si et seulement
si le pgcd des mineurs d’ordre p de A est égala 1.

Exercice 8.4.7. — Soit A un anneau principal, K son corps des fractions.

a) Soit x un élément non nul de K". Montrer qu’il existe une matrice de
GL, (A) dont la colonne est proportionnelle a x.

b) Démontrer que toute matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K est
produit d’'une matrice de GL,(A) et d’'une matrice triangulaire de M, (K). (Rai-
sonner par récurrence.)

c) Application numérique : A = Z et

172 1 -1/4
M=1|2/5 2 2/3
3/4 1/7 -1

Exercice 8.4.8. — Soit A un anneau principal et M un A-module de type fini. On
note (dy,...,d,) les facteurs invariants de M.
Montrer que toute famille génératrice d’éléments de M a au moins r éléments.
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Exercice 8.4.9. — a) Soit G un groupe abélien fini. Soit n le plus petit entier > 1
tel que nG = 0. Montrer qu’il existe g € G d’ordre n, c’est-a-dire tel que n est le
plus petit entier > 1 tel que ng = 0.

b) Soit K un corps commutatif et soit G un sous-groupe fini de K*. Montrer
que G est cyclique.

En particulier, le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

8.5. Solutions

Solution de Uexercice 8.4.1. — Comme A est principal, tout A-module de type fini
est somme directe de A-modules égaux a A ou a A/aA. De plus,

Hom (L @ L',M) = Hom(L, M) @ Hom (L', M).

Par récurrence, il suffit ainsi de traiter le cas ou L = A et le cas ou L = A/a avec
a € A non nul. Dans le premier cas, Homp (L,M) = Homa (A,M) = M est un
A-module de type fini. Dans le second cas,

Homp (L, M) = Homp (A/a,M) = {m € M; ax =0} =M,

est 'ensemble des éléments de M qui sont annulés par a. C’est un sous-A-module
de M. Comme A est principal, il est noethérien et M, est de type fini.

Solution de Uexercice 8.4.2. — a) C’est exactement le théoréme de structure des
modules de type fini sur un anneau principal.

b) D’apres la question précédente, M est le quotient de A’ par le sous-module
(d1) @ --- @ (dy). Si la base canonique de A’ est notée (ey,...,e¢s), il suffit donc
de prouver que I’homomorphisme u : A* — M tel que u(e;) = 0 pour j < s et
u(es) = m; a un noyau qui contient (dy) @ - -- @ (ds). Or, soit x = (ay,...,a;) € A®,
avec a; € (d;) pour tout ¢; on a donc u(x) = agm; = 0 car a, est multiple de d;,
donc de d; et dym; = 0.

c) Soit u un €lément du centre de Enda (M). Soient (a;;) des €léments de A
tels que pour tout i,

S
u(mi) = > aijmj.
j=1
Siie {1,...,s}, on aen particulier u o %; = u; o u. On en déduit que
u(m;) = w(ui(mg)) = ui(u(ms))

= uz(z as,jmj) = ui(as,sms)

= Cls,smi.

Autrement dit, en posant a = a,,, on a u(m;) = am; pour tout ¢, d’ou le résultat
puisque u est un endomorphisme de M.
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d) Maintenant, on suppose juste que u est additif. Soit A € Aetu: M — M la
multiplication par . On a

w(m) = u(u(m)) = p(u(m)) = du(m),
autrement dit, ¥ est un homomorphisme de A-modules. D’apres la question pré-
cédente, u est une homothétie.

e) Considérons E comme un K[X]-module en posant P(X) - m = P(u)(m).
Les endomorphismes de E comme K[X]-module sont les K-endomorphismes tels
que P(u) ov = v o P(u), autrement dit, ce sont les endomorphismes de E qui
commutent a u. Soit v un K-endomorphisme de E qui commute a tout endo-
morphisme de E qui commute a u, cela signifie donc que v commute a tout
K[X]-endomorphisme de E. De plus, v étant K-linéaire, il est a fortiori additif.
D’apres la question précédente, v est une homothétie : il existe P € K[X] tel que
v(m) = P(X) -m = P(u) (m). Autrement dit, v est un polynome en u.

Solution de Uexercice §.4.3. — a) Elle est réflexive : avec P=Q =1, ona Al = 1A,
donc A ~ A. Elle est symétrique : si A ~ B, soit AP = QB, alors BP~! = Q~!Q,
donc B ~ A. Elle est transitive : si A ~ B, soit AP = QB et B ~ C, soit BR = SC,
ona C=S"1BR=S"1Q!APR, d’ou (QS)C = A(PR), et donc A ~ C.

C’est donc une relation d’équivalence.

b) Soit A € M, (Z). L’'image de Z" par A est un sous-Z-module de Z". Les
facteurs invariants de Z"/A(Z") ne dépendent que de la classe d’équivalence de
A pour la relation introduite dans I’exercice. En effet, si A ~ B, soit AP = QB,
alors

Z"/B(Z") = Q(Z")/QB(Z") =7"/QB(Z")
= Z"/AP(Z") = Z"/A(Z")

car Q(Z") =Z" et P(Z") = Z".

D’apres le théoreme de structure, il existe une base (f,..., f;) de Z" et des
entiers dy, ...,d, avec di|...|d, tels que A(Z") soit engendré par les d;f;. On peut
bien str supposer d; > 0 pour tout :. Soit P la matrice de la famille (f;) dans la
base canonique (¢;), on a ainsi P(¢;) = f;, et soit A la matrice diag(dy,...,dy).
Ainsi, A et PA ont méme image. Comme cette image est un sous-Z-module de Z",
il est libre, et on a des isomorphismes

7'~ A(Z") ® KerA, Z" ~PA(Z") @ Ker(PA).

Enfin, les noyaux de A et PA ont nécessairement méme rang, donc son iso-
morphes. Il existe ainsi un isomorphisme Q : Z" — Z" tel que AQ = PA. Fi-
nalement,on a A ~ A.

c¢) Laméme démonstration s’applique mot pour mot au cas d’un anneau prin-
cipal quelconque. Pour fixer le choix des facteurs invariants, il suffit de choisir un
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élement irréductible dans chaque classe et de prendre les d; parmi les produits de
ces éléments irréductibles, et 0.

d) Si A estun corps, ona d; =1 ou 0. La relation d’équivalence est étudiée
en DEUG sous le nom de « matrices équivalentes » et on y démontre en général
que deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

Solution de Uexercice 8.4.4. — La condition est nécessaire car un supplémentaire de
M dans L est a la fois sans torsion et isomorphe a L/M. Inversement, si L/M
est sans-torsion, le théoréme de structure permet d’affirmer que L/M est un A-
module libre. Choisissons-en une base (cl(¢1),...,cl({,)) avec des ¢; € L et soit
N le sous-module de L engendré par les ¢;. L’homomorphisme canonique L. —
L/M induit un homomorphisme surjectif N — L/M, mais aussi injectif car si
cl(Xait;) = 0, tous les a; sont nuls, les cl(¢;) formant une base de L./M. Donc
L~M@N.

Solution de Uexercice 8.4.5. — a) (1)= (2). — Supposons que m fait partie d’'une
base. Si (eq,e9,...,¢,) est une base de M, avec m = e, soit f I’applciation linéaire
telle que aje; + - -+ + aye, — a1. On a ainsi f(m) = f(e1) = 1.

(2)= (3). — Soit f € M* telle que f(m) = 1. Soit (e1,...,e,) une base de M et
écrivons m = ajey + - - - + ayey. Alors,

1= f(m) = arf(er) + -+ anf(en)

ce qui montre que les @; sont premiers entre eux.

(3)= (4). — C’est évident (car un module libre possede une base).

(4)= (b). — Soit (e1,...,e,) une base de M dans laquelle les coordonnées
(ai,...,a,) de m soient premieres entre elles. Soit m € M eta e A tels que
m = am'. Notons (a},...,a;,) les coordonnées de m’' dans cette base. Ainsi, pour
tout i on a @; = aa, et I'idéal (ay,...,a,) = A est contenu dans I'idéal (a). Par
suite, a est inversible.

(5)= (6). — Supposons que am = a'm’. Comme a # 0, ' est non nul. Soit d le

pged de a et d et écrivons a = db, a’ = db’, on a donc d(bm — b'm’) = 0 et comme

M est libre, donc sans torsion, bm = b'm’, ce qui permet de supposer que b et ¥
premiers entre eux.
Soit alors u et v des éléments de A tels que bu + Vv=1.0na

m = (bu + b'v)m = bum + b'vm = b'um’ + b'om = b’ (vm + um').

Par hypothese, b’ est inversible, ce qui prouve que a' divise a, ou encore que a est
multiple de @'

(6)= (1). — En vertu de I'exercice 8.4.4, il suffit de montrer que le A-module
M/Am est sans torsion. Soit m' € M tel que cl(m') est un élément de torsion dans
M/Am. Cela signifie qu’il existe b € A, b # 0, tel que bcl(m') = 0, c’est-a-dire
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bm' € Am. Autrement dit, il existe a et b dans A, non nuls, tels que bm' = am. Par
hypothése, a est multiple de b. Si on écrit @ = bc, on obtient b(ecm — m') = 0 et
comme M est sans torsion, m’ = ¢m € Am et donc cl(m') = 0.

b) Soit (e1,...,e,) une base de M et (ay,...,a,) un vecteur non nul de M.
Soit d le pgcd des g; et écrivons a; = db; pour tout i. Alors, le vecteur (by,...,by,)
est primitif.

c) Ona

126 =2.32.7, 210=2.3.5.7, 168=2%.3.7 et 504 =2%.32.7.

Par suite, le pged de ces entiers est égal a 2 - 3 -7 = 42 si bien que le vecteur
(126;210;168;504) est égal a 42 fois le vecteur (3;5;4;12).

Solution de lexercice 8.4.6. — Soit V. C A" I'image de I’homomorphisme AP — A"
de matrice M. Notons pour tout r < p, A, le pgced des mineurs d’ordre r de
A. Comme A, = 1, les p vecteurs colonnes de M sont linéairement indépen-
dants donc forment une base du A-module V qu’ils engendrent. D’apres I'exer-
cice 8.4.4, il suffit ainsi de montrer que le A-module A"/V est sans torsion, voire
libre.

Or, d’apres le corollaire 8.2.11 du cours, A"/V est un A-module de type fini

isomorphe a une somme directe P A/ (d;) & A"? telle que les facteurs invariants
=1

di,...,d, vérifient pour tout r < p la relation A, = d;...d, (a un €lément inver-

sible pres). Si A, = 1, tous les d; sont 1 et A"/V ~ A" est donc un A-module

libre.

Solution de lexercice 8.4.7. — a) 1l existe une matrice de GL,(A) de premiere co-
lonne v; = (a1,...,a,) fixée si et seulement si on peut compléter cette colonne
en une base de A", c’est-a-dire si A"/Av; est un A-module libre. D’apres I'exer-
cice 8.4.4, il faut et il suffit que le A-module A"/Av; soit sans torsion, c’est-a-dire
que les coordonnées de v; soient premiceres entre elles.

Pour répondre a la question, il suffit maintenant de remarquer que tout €lé-
ment non nul de K" s’écrit x = Avj avec A € K et v1 € A" a coordonnées premieres
entre elles.

Autre méthode : choisir « € A\ {0} tel que x’ = ax appartient 2 A” et appliquer
le théoréme de structure au sous-module Ax" C A”.

b) Soit M une matrice carée d’ordre n a coefficients dans K. Si la premiére
colonne de M n’est pas nulle, il existe d’apres la premiere question un élément
non nul A € K et une matrice carrée Uy € GL, (A) telle que UI_IM ait (4,0,...,0)
pour premiére colonne. Posons M; = U7!M. Si la premiére colonne de M est
nulle, on pose Uy =1, et M; = M.
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On écrit alors M; par blocs

)\ L
M=o )

ou M’ est une matrice (n—1) x (n—1). Par récurrence, on peut écrire M’ = U'T’
avec T' € M,,_1 (k) triangulaire supérieure et U’ € GL,_;(A). Posons par blocs

1 0
U=
(o 0)

AL
T=U"'M; = 1
)

est triangulaire supérieure. Finalement, M = UjM; = U;UT est le produit d’une

de sorte que

matrice de GL, (A) est d’une matrice triangulaire supérieure de M,, (k).
c) Ona

210 420 -105

168 840 280

315 60 —420

1
420

La premiere colonne est égale a

et la matrice
01
U=18 10
2 0

appartient a GL3(Z) (remarquer que les deux derniers coefficients 8 et 15 sont
premiers entre eux!). Son inverse est

0o 2 -1
Ur'=10 -15 8
1 —20 10

21 1620 980
420U7'M = 0 —12120 —7560
0 —15780 —-9905
Les deux coefficients 12120 et 15780 ont pour pged 60. Une fois divisés par 60,
ils deviennent 202 et 263 et une relation de Bézout est

—202 x 69 + 263 x 53 = 1.



156 CHAPITRE 8. MODULES DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU PRINCIPAL

On pose alors

1 0 0
Us= [0 —202 53
0 —263 69

d’ou
21 1620 980
4200;'U7'™M =0 60 3325

0 0 12530

Finalement, on a M = UT avec

10 —263 69
U=UyU; =18 —-202 53
15 —404 106
et
1/20 27/7 7/3
T= 0 1/7 95/12
0 0 179/60
Solution de Uexercice 8.4.8. — Soit (mq,...,ms) une famille génératrice dans M. On

dispose ainsi d’'un homomorphisme surjectif
p: A' > M, p(ay,...,as) = aymy + - - + asm.

Soit N le noyau de ¢, de sorte que M ~ A’/N. D’apres le théoréeme de structure
des sous-modules d’un module libre sur un anneau principal (théoréme 8.1.6), il
existe une base (ep,...,¢;) de A’, un entier ¢ < s et des éléments (1,...,0,) de A
tels que (d1e1,...,85¢,) soit une base de N. Soit i € {1;...;0} tel que 61,...,6;_1
soient inversibles mais §; n’est pas inversible. Par suite,

A"/Ne (A/8) @ @ (A/8,) @A

Le théoreme 8.2.8 implique alorsque r = (s —i+1) 4+ (s —0) = s —i+ 1. Comme
i > 1,o0onar <s,ainsi qu’il fallait démontrer.

Solution de Uexercice §.4.9. — a) Soit (dy, ..., d,) la suite des facteurs invariants de
G de sorte que G = (Z/1Z) @ --- & (Z/d,Z). Alors, n = d,. En effet, puisque
pour tout i, d; divise d,, on a d,G = 0. Mais d’autre part, la classe de I’élément
(0,...,1) € Z" n’est annulée par aucun entier m € {1;...;d,_1}.

La classe de cet élément est précisément d’ordre d,.

b) Soit n I'ordre de G. D’apres la question précédente, G contient un élément
d’ordre g, c’est-a-dire une racine primitive n¢ de I'unité et card G > card(g) = n.

Tout élément de G vérifie g" = 1. (Contrairement a la question 1), on note
multiplicativement la loi de groupe de G.) Mais I’équation polynoémiale X"—1 =0
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a au plus 7 solutions dans K. Comme les n éléments du sous-groupe engendré par
G sont solutions, G = (g), donc G est cyclique.






Corps et algebres

9.1. Fléments entiers, algébriques

DEFINITION Q.1.1. — Soit A un anneau et B une A-algebre. On dit qu’un élément b € B
est algébrique sur A s7il existe un polynome non nul P € A[X] tel que P(b) = 0.

On dit qu’un élément b € B est entier sur A sl existe un polynome unitaire (non nul)
P e A[X] tel que P(b) = 0.

Une relation non triviale de la forme a,0" +- - -+a1b+ayp = 0 est appelée relation
de dépendance algébrique pour b, resp. intégrale si a, = 1.

Exemple 9.1.2. — Les nombres complexes z = exp(2im/n), u = (—1+ V5)/2 sont
algébriques sur Z. (Ils vérifient les relations z" =1 et w+u+1=0.)

Exemple 9.1.3. — Un nombre rationnel x € Q n’est entier sur Z que s’il est un
élément de Z.

Démonstration. — En effet, soit P = X"+ ;X" 1 +... +q, un polynome unitaire a
coefficients entiers tel que P(x) = 0. Ecrivons x = a/b avec a et b entiers premiers
entre eux. Alors, on peut multiplier par 4" la relation P(b) = 0, d’ou

A+ ad o+ a, ab" +ah” = 0.

Par suite, a" = —b(ala”_1 4+ 4 anb”_l) est multiple de . Comme b est premier
avec a, il est premier avec a" si bien que b est inversible : 6 = £1. On a donc
x € Z. [

Remarque 9.1.4. — Soit A un anneau et B une A-algebre. Si b € B est algébrique
sur A, soit P = @, X" + - - - + ap un polynéme non nul a coefficients dans A tel que
P(b) = 0. On peut supposer a, # 0 et a,b est entier sur A. En effet, en multipliant
la relation P(b) = 0 par a”~!

»~*, on obtient

(an)" + an_1(ad)"™" + -+ +aga) ' =0,

ce qui est une relation de dépendance intégrale pour a,b.
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Réciproquement, s’il existe a € A non nilpotent tel que ab est entier sur A,
alors b est algébrique sur A. En effet, d’'une relation de dépendance intégrale

(ab)" + cp_1 (ab)" P4 4o =0
pour ab, on déduit une relation de dépendance algébrique
a bt + a"_lcn_l el actb+c¢y=0

pour b. Cette relation est non triviale puisque, a n’étant pas nilpotent a” # 0.
En particulier, si A est un corps, un €élément b de B est entier sur A si et seule-
ment s’il est algébrique sur A.

Si B est une A-algebre, le théoréme suivant fournit une caractérisation tres utile
des éléments de B qui sont entiers sur A.

THEOREME Q.1.5. — Soit A un anneau et soit B une A-algebre. Soit b un élément de B
et notons A[b] la sous-A-algebre A[b] engendrée par b dans A. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) b est entier sur A ;

(2) A[b] est un A-module de type fini;

(3) il existe un A[b]-module qui est d’annulateur nul et de type fini en tant que A-
module.

Démonstration. — (1)=(2). — Soit P € A[X] un polyndme unitaire tel que P(b) =
0.Notons P = X"+a; X" 1 +.. .44, et montrons alors que la famille (1,9,..., b”_l)
engendre A[b] comme A-module. Par définition, un élément de A[b] est de la
forme Q(b) pour P un polynome a coefficients dans A. Comme P est unitaire, on
peut effectuer la division euclidienne de Q par P : Q = PQ; + R, ou R € A[X]
est un polynome de degré < n. Alors, Q(b) = P(0)Q;(b) + R(b) = R(b), donc
est combinaison linéaire a coefficients dans A de (1,..., b”_l) , ce qu’on voulait
démontrer.

(2)=(3). — Il suffit de poser M = A[b]. En effet, si x € A[b] est un élément de
I’annulateur de M, on a xM = 0 et en particulier, puisque 1p € A[b], x1 =x = 0.

(3)=(1).—Soit (m1;...;m,) une famille finie d’éléments de M qui I’engendre.

.

Pour tout i € {1;...;7}, bm; est un élément de M qu’on peut écrire Y] aijm; pour
j=1

des a;j dans A. Soit T la matrice des (a;;). Par définition, la matrice bl, — T €

Mat, (A[b]) anule le vecteur colonne (my;...;m,). En multipliant cette relation a

gauche par la matrice transposée des cofacteurs de bI, — T, on obtient la relation

mi
@qm—Tm(;>:0

my
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c’est-a-dire det(bl, — T)m; = 0 pour tout i € {1;...;7}. Comme les m; engendrent
M, det(01,—T) annule M. Par suite, det(bl,—T) = 0 dans A[b]. (C’est une variante
de la démonstration du théoréme de Cayley-Hamilton.) Enfin, rappelons que le
polynome caractéristique de la matrice T est un polynome unitaire a coefficients
dans A et que 'on a P(b) = det(dl, — T). Ainsi, P(b) = 0 est la relation de
dépendance intégrale cherchée. O

COROLLAIRE 9.1.6. — Soit A un anneau et soit B une A-algebre. Si b et ¢ sont deux
éléments de B entiers sur A, tout élément de A[b, c] est entier sur A.
En particulier, b + ¢ et bc sont entiers sur A.

Démonstration. — Notons P et ) des polynomes unitaires a coefficients dans A
tels que P(b) = Q(c) = 0. Soit A[b,c] la sous-A-algebre de B engendrée par b
et ¢; c’est ’ensemble des expressions de la forme R(b,¢) pour R € A[X,Y]. Une
division euclidienne de R par P(X) dans A[Y][X] fournit une expression

R(X,Y) = P(X)R'(X,Y) + 3 Ry(YV)Xx"
k<degP
Une autre division euclidienne, par Q(Y) maintenant permet d’écrire R (Y) =
Q(Y)R},(Y) + S, (Y) ot S, € A[Y] est de degré < deg Q. Ainsi,

R(X,Y) =P(X)R'(X,Y) +Q(Y) Y RMX'+ 3 SvmX*
k<degP k<degP

et

R(be)= X Si(e)b"
k<degP
est une combinaison linéaire des deg P deg Q éléments ¢’ pour 0 < k < degP et
0 < ¢ < degQ. Ainsi, A[b,c] est un A-module de type fini. Comme il contient 1,
son annulateur en tant que A[b, c]-module est nul.
Soit x € A[b,c]. On peut ne considérer A[b,c] que comme A[x]-module, mais
son annulateur en tant que A[x]|-module est a fortiori réduit a (0).. D’apres le

théoréeme précédent, x est entier sur A. OJ
Exercice 9.1.7. — Ecrire des relations de dépendance intégrale sur Z pour les élé-
ments V2 + V3 et V5(1 + V/3).

DEFINITION .1.8. — Soit A un anneau et B une A-algebre.

L'ensemble des éléments de B qui sont entiers sur A est une sous-A-algebre de B. On
Uappelle cloture intégrale de A dans B.

LEMME g.1.9. — Soit K un corps et soit A une K-algebre integre, Si x € A\ {0} est
algébrique sur K, alors x est inversible dans A et 1/x est algébrique sur K.
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Démonstration. — Comme K est un corps, étre algébrique sur K ou étre entier sur
K sont deux propriétés équivalentes. Soit donc P = X" +a, 1 X" 1 +... 4+ a1 X +ag
un polynome unitaire dans K[X] de degré minimal tel que P(x) = 0. Si a9 = 0,
on peut écrire factoriser P par X, P = XQ. Comme x # 0, Q(x) = 0 ce qui
contredit I’hypothése que P est de degré minimal. Alors,

0=P(x) =x (x"_l Fa, x4 a1> + ap = xy + ay,

ou on a noté y = X1 4 a, 1x"% + ...+ a;. Comme qg # 0, ap est inversible.
Enfin, 'existence d’un élément y € K[x] tel que xy = —ay est inversible implique
que x est inversible dans K[x], d’inverse —y/ap. Comme K|[x] est un K-module
de type fini (c’est-a-dire un K-espace vectoriel de dimension finie), 1/x est entier
sur K, donc algébrique sur K. O

Exercice 9.1.10 (Autre démonstration). — Remarquer que K[x] est un K-espace
vectoriel de dimension finie. Considérer I’endomorphisme u, de K[x] défini par
uy) = xy pour tout y € K[x]. Montrer qu’il est injectif. En déduire qu’il est
surjectif et que x est inversible dans K[x].

Exercice 9.1.11. — Soit L. un corps et K C L un sous-corps de L. Montrer qu'un
élément x € L est algébrique sur K si et seulement si la K-algébre K[x] engendrée
par x dans L est un corps.

DEFINITION g.1.12. — Soit K un corps et A une K-algebre integre. L'ensemble des élé-
ments de A qui sont algébriques sur K est un corps contenu dans A. On Uappelle cloture
algébrique de K dans A.

DEFINITION g.1.13. — Soit K un corps et A une K-algebre integre. Soit a € A un élément
algébrique. L'ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(a) = O est un idéal premier de
K[X]. Le polynébme minimal de a en est l'unique générateur unitaire.

C’est aussi le polynome unitaire P de plus petit degré tel que P(a) = 0. On
remarquera que c’est un polynoéme irréductible.

9.2. Extensions entieres, algébriques

DEFINITION g.2.1. — On dit qu’une extension d’anneaux A C B est entiere si tout
élément de B est entier sur A.

On dit qu’une extension de corps K C L est algébrique si tout élément de L est algébrique
sur K.

DEFINITION g.2.2. — On dit qu’une extension d’anneaux A C B est finie si B est un
A-module de type fini.
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De méme, une extension de corps K C L est dite finie si L. est un K-espace vectoriel de
dimension finie.

PROPOSITION .2.3. — Une extension finie d’anneaux est entiere. Une extension finie de
corps est algébrique.
Réciproquement, si A C B est une extension entiere de type fini, alors c’est une extension

finie.

Démonstration. — Soit A C B une extension finie d’anneaux. Pour tout b € B, B
est un A[b]-module dont I’annulateur est nul et qui est un A-module de type fini.
D’apres le théoreme 9.1.5, b est entier sur A. Tout élément de B étant entier sur
A, I'extension A C B est entiere.

Le cas d’une exetnsion de corps est analogue.

Soit (by;...;by) une famille finie d’éléments de B qui engendre B comme A-
algebre. Comme B est entiere sur A, il existe un entier N tel que pour tout i, bf
soit une combinaison linéaire a coefficients dans A des b;’ pour 0 < n < N. Alors,
tout polynéme en les b; est combinaison linéaire des mN produits bi' ... by" pour

des n; € {0;...;N — 1}. Autrement dit, B est engendré comme A-module par ces
mN-produits, donc est un A-module de type fini, ce qu’il fallait démontrer. OJ
DEFINITION g.2.4. — Soit K C L une extension finie. Le degré de L. sur K, noté [L :

K] est la dimension de L. comme K-espace vectoriel.

PROPOSITION g.2.5. — Soit K C L et . C M deux extensions finies. Alors, K C M est
une extension finie et on a la relation

[M:K]=[M:L][L:K].

Démonstration. — Posons m = [M : L] et soit (y1;...;y,) une base de M comme
L-espace vectoriel. Soit n = [L : K] et soit (xj;...;x,) une base de L en tant
que K-espace vectoriel. Montrons alors que la famille des (x;y;) est une base de
M comme K-espace vectoriel. Par suite, I’extension K C M sera finie de degré
mn = [M : L] [L: K].
Soit @ un élément de M, on peut I’écrire % a;y; ou a; € L. De méme, chacun
i=1

n
des a; s’écrit Y} a;jx; pour des g;; € K. Ainsi,
j=1

M=

a —=

n
DICRESNE
i=1j=1

Ceci prouve que la famille (x;y;) engendre M en tant que K-espace vectoriel.
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Soit maintenant 0 = > a;jx;y; une relation de dépendance lin€aire avec des
i,J
a;,j € K. On I’écrit

Z Zai,]-xj yi:O.
J

i

Les éléments a; = Zai’fxf appartiennent a L. et comme (y1;...;y,) est une base

J
de M comme L-espace vectoriel, a¢; = 0 pour tout ;. Comme (x1;...;x,) est une

base de L. comme K-espace vectoriel, a;; = 0 pour tout : et tout j. Ceci prouve
que la famille (x;y;) est libre.

Etant libre et génératrive, la famille (x;y;) est une base de M comme K-espace
vectoriel. [

Exercice 9.2.6. — Si A C B et B C C sont deux extensions d’anneaux finies, I’ex-
tension A C C est finie. (Reprendre la partie de la démonstration précédente qui établit
que les x;y; engendrent M comme K-espace vectoriel.)

COROLLAIRE g.2.7. — St A C B et B C C sont deux extensions d’anneaux entieres,
Uextension A C C est entiere.

Démonstration. — Soit ¢ € C; il vérifie ainsi une relation de dépendance intégrale
"+ by_1¢" 1+ .. + by = 0 a coefficients dans B. Par suite, ¢ est entier sur la
A-algebre By = Albo;...;b,—1] engendrée dans B par les ;. Ainsi, I’extension
By C Bj[c¢] est finie. Comme les b; sont entiers sur A, B; est entier sur A et étant
de type fini, By est finie sur A.

Par suite, I’extension A C By C Bj[¢] est finie. Cela implique que ¢ est entier
sur A. Comme ¢ est quelconque, I’extension A C C est enti€re. [

Exercice 9.2.8. — Soit A C B une extension entiere.
a) Si S est une partie multiplicative de A, ST'A ¢ S™!B est entiére.
b) Si I est un idéal de B, I’extension A/ (INA) C B/I est entiére.

DEFINITION g.2.9. — Soit A un anneau integre et soit K son corps des fractions. On dit
que A est intégralement clos si la cloture intgrale de A dans K est égale a A, autrement
dit si les éléments de A sont les seuls éléments de K qui sont entiers sur A.

Nous avons vu dans I’exemple 9.1.3 que Z est intégralement clos. Plus généra-
lement, on a le théoréme suivant.

THEOREME g.2.10. — a) Un anneau factoriel est intégralement clos.
b) St A est un anneau intégralement clos, A[X] est intégralement clos.



9.3. CONSTRUCTION D’EXTENSIONS ALGEBRIQUES 165

La démonstration est laissée en exercice. Pour le a), il suffit essentiellement de
recopier la démonstration que Z est intégralement clos. Le b) est un cas particu-
lier de I’exercice 9.4.7 (avec les notations de cet exercice, prendre pour B le corps
des fractions de A).

PROPOSITION g.2.11. — Soit A un anneaw intégralement clos. Pour toute partie multi-
plicative S C A (ne contenant pas 0 ), Uanneau S~'A est intégralement clos.

Démonstration. — Si K désigne le corps des fractions de A, on a une inclusion
A c S7'A C K et K est aussi le corps des fractions de S~!A. Soit x € K un
élément entier sur ST1A et choisissons une relation de dépendance intégrale

1

X' ay x4+ 4ap=0

ot les ¢; sont dans S™!A. Soit s € S un dénominateur commun aux «;, de sorte
que pour tout ¢, b; = sa; € A. On a alors, multipliant la relation précédente par
STL

(%)™ 4 b1 (sx)" L o bys" T (sx) + s =0,

ce qui prouve que sx est entier sur A. Comme A est intégralement clos, sx € A,
puis x = (sx)/s appartient a ST!A. Par conséquent, S~!A est intégralement clos.
O

9.3. Construction d’extensions algébriques

LEMME 9.8.1. — Soit K un corps et soit P € K[X] un polynome irréductible. Alors, la
K-algebre L. = K[X]/ (P) est une extension algébrique finie de K et Uélément x = cl(X)
est racine de P dans L.

Démonstration. — Comme P est irréductible et comme I’'anneau K[X] est princi-
pal, I'idéal (P) est un idéal maximal de K[X]. Ainsi, L. est un corps. Si P est de
degré n, L. est un K-espace vectoriel de dimension n. C’est donc une extension
algébrique finie de K.

Enfin, on a P(cl(X)) = cl(P(X)) = 0. O]

DEFINITION g.8.2. — Si K est un corps et P € K[X] un polynome irréductible, l'exten-
sion L = K[X]/(P) de K est appelée corps de rupture du polynome P.

PROPOSITION 9.9.9. — Soit K un corps et P € K[X] un polynome non constant. Il existe
une extension algébrique finie K C L telle que P a une racine dans L.

Démonstration. — Si P a une racine dans K, on pose L. = K. Sinon, soit Q un
facteur irréductible de P et posons L. = K[X]/(Q). D’apres le lemme précédent,
Q a une racine dans L. A fortiori, P a une racine dans L. O]
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COROLLAIRE 9.8.4. — Soit K un corps et soit P € K[X] un polynéme non constant. 1l
existe une extension algébrique finie K C L telle que P soit scindé dans L.

Démonstration. — On démontre ceci par récurrence sur le degré de P. Le résultat
est vrai pour degP = 1, car alors P est déja scindé sur K.

D’apres la proposition précédente, il existe une extension finie K C L telle
que P admette une racine x dans L. En tant que polynome de L[X], P est donc
multiple de X —x. Soit Q = P(X) /(X —x) le quotient. C’est un polynéme de L[X]
de degré < degP. Par récurrence, il existe une extension algébrique finie L. ¢ M
telle que Q soit scindé sur M.

Ainsi, M est une extension algébrique finie de K et P est scindé sur M. O]

COROLLAIRE 9.8.5. — Soit K un corps. Les propositions sutvantes sont équivalentes :

(1) K n’admet pas d’extension algébrique K C L avec L # K ;

(2) les polynomes irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré 1 ;

(3) tout polynome non constant a coefficients dans K possede une racine dans K ;
(4) tout polynome a coefficients dans K est scindé.

DEFINITION 9.8.6. — Si un corps K wvérifie les propriétés équivalentes du corollaire ci-
dessus, on dit que K est algébriquement clos.

Preuve du corollaire 9.3.5. — (1)=(2). — C’est la construction du lemme 9.3.1 : si
IT € K[X] est un polynoéme irréductible de degré n > 2, le corps de rupture L
de IT est une extension algébrique de K de degré n, donc K # L. Ceci contredit
I’hypothése que K n’admet pas d’extension algébrique distincte de K.

(2)=(3). — Soit P un polynéme non constant et IT un facteur irréductible de
P. Ainsi, IT est de degré 1 et il possede une racine dans K. A fortiori, P admet une
racine dans K.

(3)=(4). — Soit P € K[X] un polynome. Si degP = 0, P est scindé. Suppo-
sons que degP > 1 et que tout polynome de degré < degP soit scindé. Alors,
P possede une racine a dans K. Le polynome P(X) est multiple de (X — a) ;
soit Q(X) = P(X)/(X — a) le quotient. Par récurrence, Q est scindé dans K et
P(X) = (X = a)Q(X) est donc scindé.

(4)=-(1). — Soit K C L une extension algébrique et soit x un élément de L. Il
est algébrique sur K donc il existe un polynéme non constant P € K[X] tel que

n
P(x) = 0. Comme P est scindé, on peut écrire P = ¢ [[ (X — @;) pour des a; € K
i=1

n

et ¢ # 0. Par suite, P(x) = ¢ [] (x — a;) = 0. Comme L est un corps, il existe ¢ tel
i=1

que x —a; = 0, d’ou x = ¢; € K. Par suite, L = K. L]

THEOREME q.3.7 (Théoréeme de d’Alembert—Gaul3). — Le corps C des nombres com-
plexes est algébriquement clos.
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Toutes les démonstrations de ce théoréme reposent a un point ou a un autre
sur un argument de nature analytique, essentiellement le fait que R est complet.
Nous donnons une démonstration courte mais faisant appel a des résultats d’ana-
lyse complexe. Une démonstration d’apparence plus algébrique est proposée dans
I’exercice 9.4.1.

Démonstration. — Soit P € G[X] un polynéme non constant dont on veut prouver
qu’il admet une racine dans C. On peut supposer que P est unitaire et on écrit
P(X) = X" + a,_1 X" ! + ... + ap. Soit M = max(|ag|,...,|a,_1|) et posons R =
1+ 2M. Alors, si z € C vérifie |z| > R, on a

|P(Z)| = Zn+an—lzn_1+"'+ao > |Zn‘ — dn_lzn_l) —_ .= ‘00’
R" -1 M M 1
- R—1 I-g7)+tr-123

Ainsi, lim |P(z)| = 4o0.
|z|ﬁ+oo
Raisonnons par I’absurde et supposons que P n’a pas de racine dans C. On
peut alors considérer la fonction ¢: G — G définie par z — 1/P(z). Elle est
holomorphe sur C et tend vers 0 lorsque |z| tend vers 4-o00. Par conséquent, elle
est bornée sur C. Le théoréme de Liouville implique que ¢ est constante, ce qui

est absurde. L]

DEFINITION 9.8.8. — Soit K un corps. Une cloture algébrique est une extension algébrique
K C Q telle que ) soit algébriquement clos.

Le fait de connaitre un exemple de corps algébriquement clos nous en donne
automatiquement d’autres.

PROPOSITION 9.8.9. — Soit K un corps et E une extension algébriquement close de K.
Soit ) la cloture algébrique de K dans E (ensemble des éléments de E qui sont algébriques
sur K). Alors, ) est une cloture algébrique de K.

En particulier, ’ensemble Q des nombres algébriques (nombres complexes qui
sont algébriques sur Q) est une cloture algébrique de Q.

Démonstration. — Comme () est algébrique sur K, il suffit de démontrer que () est
algébriquement clos, et donc que tout polynéome non constant P € Q[X] admet
une racine dans ().

On peut supposer que P est unitaire et écrire

P=X"+aX" ' +... 44,

ou les a; sont des éléments de (). Par définition, les a; sont algébriques sur K
et 'extension L. = K[ay,...,q,] engendrée par les a; dans L. est une extension
algébrique finie de K.
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Comme E est algébriquement clos, le polynome P admet une racine ¢ dans E.
La relation P(£) = 0 avec P € L{x] montre que ¢ est algébrique sur L. Par suite,

¢ est algébrique sur K, autrement dit, ¢ € €). OJ
THEOREME @.3.10 (Steinitz). — Tout corps a une cloture algébrique.
LEMME g.3.11. — Soit K un corps et soit F une famille de polynomes non constants de

K[X]. Il existe alors une extension algébrique L. de K telle que tout polynome de P a une
racine dans L.

Démonstration. — Si Z est fini, on peut démontrer I'existence de L par récur-
rence a ’aide de la proposition 9.3.3.

Soit A = K[(Xp)pes ] la K-algebre de polynomes engendrée par une infinité
de variables, une variable Xp pour chaque polynéme P € .#. Soit I I'idéal de A
engendré par les P(Xp), lorsque P parcourt .. Montrons que I # A. Sinon, il

existe une relation de la forme 1 = )] Qp(X)P(Xp). C’est une somme finie qui
Pe#
ne fait intervenir qu’un nombre fini de variables Xp et qu’on peut ainsi récrire

I'=Q(X)P1(X1) + -+ + Q(X)P(Xy)

D’apres le corollaire 9.3.4 il existe une extension algébrique K C K; dans laquelle
le polynéme P; ... P, est scindé, d’ou pour tout i une racine ¢; de P; dans L. On
spécialise la relation précédente au point X; = ay, ..., X, = a,, d’ou la relation

I =Qi(a)P1(a1) + -+ Q(a)Pr(ar) =0,

ce qui est absurde.

D’apreés le théoréeme de Krull sur l'existence d’idéaux maximaux (théo-
reme 4.1.10), il existe un idéal maximal 1 de A qui contient I. Définissons ()
comme le corps A/mnt. Pour tout P € 2, on a P(Xp) € I, donc P(Xp) € m, si
bien que cl(P(Xp)) = P(cl(xp)) = 0 dans A/m. Ainsi, cl(xp) est une racine de P
dans ().

De plus, comme A est engendrée comme K-algebre par les xp, ) est engen-
drée en tant que K-algebre par les cl(xp). Ceux-ci étant algébriques sur K, () est
algébrique sur K. O

Démonstration du théoreme. — Posons Egp = K et construisons une suite de corps
(E»), algébriques sur K de la facon suivante. Si E, est construit, on définit E,,
comme une extension de E, telle que tout polynédme non constant de E,[X]
admet une racine dans E, . L’existence d’un tel corps E, ;1 est affirmée par le
lemme 9.3.11. Comme E,; est algébrique sur E,, on voit par récurrence que
pour tout n, E, est algébrique sur K.

On obtient de la sorte une suite de corps

K=EyCcE;C...
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et soit ) la réunion des E, pour n > 0. C’est un corps qui contient K. (Un élé-
ment de () est un élément d’un certain E,, I’addition ou la multiplication de deux
éléments x et y de () se fait dans tout corps E, dans lequel x et y « habitent ».)

Comme tout élément de () appartient a I'un des E,, €} est algébrique sur K.
Montrons enfin que () est algébriquement clos. Soit P = an X" +a, 1 X" 14+ 4a
un polynome non constant a coefficients dans €. Il existe un entier m > 0 tel
que tous les coefficients de P appartiennent a E,,, de sorte que P € E,[X]. Par
construction, P admet donc une racine dans E,,; 1, donc dans €.

Puisque tout polynéme non constant de 2[X] a une racine dans (2, la proposi-
tion 9.3.5 montre que () est algébriquement clos. [

9.4. Exercices

Exercice 9.4.1. — Le but de l'exercice est de démontrer que le corps C des
nombres complexes est algébriquement clos.

Si P =a, X"+ -4 ap € C[X] est un polynome a coefficients complexes, on
note P le polynome conjugué défini par P = G, X" + - - - + dp. On fixe aussi une
cloture algébrique () de C.

a) Montrer que tout nombre complexe a une racine carrée dans C. En dé-
duire que toute équation du second degré a coefficients dans C a ses racines dans
C.

Dans les questions suivantes, on démontre que tout polynéme P de R[X] a une
racine dans C. Si le degré de P s’écrit d = 2"m avec m impair, on raisonne par
récurrence sur ’entier n.

b) Cas n = 0. — Soit P € R[X] un polynome de degré impair. Montrer qu’il
a une racine dans R.

Soit P un polynome irréductible de R[X] dont le degré d = 2"m est pair (n >
1).

c¢) Montrer que P a d racines distinctes x7,...,x; dans €.

Montrer que pour tout ¢ € R, il existe un polynome P, € R[X] dont les racines
sont les x; + x; 4 cxjx;, avec 1 < j < k < d. (Utiliser le théoreme sur les polynomes
symétriques élémentaires.)

d) En utilisant I’hypothése de récurrence, montrer que pour tout ¢ € R, P, a
une racine dans C. En choisissant convenablement plusieurs valeurs de ¢, montrer
qu’il existe deux indices distincts j et k tels que x; + x; et x;x; sont dans C. En
déduire que x; et x sont des €léments de C.

e) Montrer que tout polynome non constant dans G[X] a une racine dans C.
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Exercice 9.4.2. — a) Soit A un anneau et P un polynéome unitaire de A[X] de
degré d > 0. Montrer que I'anneau B = A[X]/(P) contient un sous anneau
isomorphe a A, auquel on 'identifie.

b) Montrer que B est entier sur A, et qu’il existe a € B tel que P(a) = 0.

c¢) Montrer qu’il existe un anneau C contenant A, entier sur A et des éléments
ai,...,aq € Ctels que P = fl[(X—ai).

i=1

Exercice 9.4.3. — Soient A C B deux anneaux, x un élément inversible de B et
soit y € A[x] N A[x~']. Montrer qu’il existe un entier n tel que le A-module
M = A+ Ax + - -- + Ax" soit stable pour la multiplication par y. En déduire que y
est entier sur A.

Exercice 9.4.4. — Soit A un anneau integre et K son corps des fractions.

a) Soit x € K qui est entier sur A. Montrer qu’il existe a € A\ {0} tel que
pour tout n > 0, ax" € A.

b) On suppose que A est noethérien. Réciproquement, soit a € A\ {0} et
x € K tels que pour tout n, ax" € A. Montrer que x est entier sur A.

Exercice 9.4.5. — Quels sont les entiers d tels que Z[V/d] soit intégralement clos ?

Exercice 9.4.6. — a) Soit A un anneau integre et ¢t € A tel que A/tA est réduit
(n’a pas d’élément nilpotent autre que 0). On suppose que A; est intégralement
clos. Montrer que A est intégralement clos.

b) Montrer que 'anneau A = C[X,Y,Z]/(XZ —Y(Y 4+ 1)) est intégralement
clos. (Introduire la classe de X dans A.)

Exercice 9.4.7. — Soient A C B deux anneaux tels que A est intégralement fermé
dans B.

a) Soient P et Q deux polynomes unitaires de B[X] tels que PQ € A[X].
Montrer que P et Q sont dans A[X]. (Utiliser Uexercice 9.4.2 pour introduire un

m n

anneau C D B tel que P = [ (X—a;) et Q = [[(X=b;) onway,...,an,b1,...,b, € C.)
=1 =1

b) Montrer que A[X] est intégralement fermé dans B[X]. (8¢ P € B[X] est

entier sur A[X], considérer le polynome unitaire Q = X" + P avec r suffisament grand.)

9.5. Solutions

Solution de Uexercice 9.4.1. — a) Soit z = a+ 1b un nombre complexe. Une racine
carrée de z est un nombre complexe u = x + iy tel que u? = z, d’ou les équations

x2—y2:a et 2xy=>b.
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Si b = 0, soit ¢ > 0 auquel cas on choisit u = Va, soit a <0 auquel cas on choisit
u = iy/—a. Supposons donc b # 0. En multipliant la premiére relation par 4x?,
on obtient 4x* — 4x%y? = 4ax?, d’ott (2x?) — 2a(2x?) — b? = 0. C’est une équation
a coefficients réels de discriminant réduit ¢ + > > 0. Elle a une racine positive
% (a + Va2 + b2> . Il suffit maintenant de poser

1
x=-\a+Va>+

2

puis, remarquant que x > 0, y = b/2x.

Si P = aX? 4 20X + ¢ est un polynéme de C[X] de degré 2, la méthode de
résolution des équations du second degré montre qu’il a ses racines dans C si et
seulement son discriminant réduit 4> — ac est un carré dans C. D’apreés le début
de la question, c’est effectivement le cas.

b) Quitte a diviser P par son coefficient dominant, on peut supposer qu’il est
unitaire. Alors, lorsque x tend vers +o0o, P(x) tend vers +o0o tandis que P a pour
limite —oo en —oo. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, P s’annule
dans R.

c¢) Comme () est algébriquement clos, P est scindé dans (). Puisque P est
irréductible dans R[X] et comme P’ # 0, on a pgcd(P,P’) = 1 dans R[X]. Cela
implique qu’il existe A et B dans R[X] tels que AP + BP’ = 1. Par suite, si x est
une racine de P dans , on a B(x)P'(x) = 1 etdonc P'(x) # 0. Cela montre que P
n’a pas de racines multiples dans €} puisque les racines multiples d’un polynéme
sont aussi des racines du polynome dérivé.

Notons
d d .
P(X) =a; [[(X—x5) = > a;X/.
j=1 j=0
Posons zjj = x; + x; + cx;x;. Considérons le polynome a coefficients dans
Z[X],...,Xd] .

QT) = [I (T-X;—X;—X;Xp).
1<j<k<d

Il est de degré D = d(d —1)/2 = 2" m(2"m — 1) et est symétrique en les X;. Si
on ’écrit

D .
Q(T) = %Qj X1, X T
Jj=

les polynomes Q; sont donc symétriques et il existe pour tout j un unique poly-
nome R; € Z[Yy,...,Yq] tel que Q;(X) = R;(51(X),...,S:(X)).

Spécialisons les X; en les €léments x; € . On a ainsi S;(xy,...,%7) =
(—1)~jad_j/ad; c’est donc un réel, que nous notons ¢;. Il en résulte une
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expression
D
PC(T)Z H (T—ij) = ZRj(O’l,...,(J’d)T].
1<j<k<d j=0
Par suite, les z;;, sont bien les zéros d’un polynome a coefficients réels.
d) Ce polynéme est de degré D = 2" 1m(2"m — 1) dont I'exposant de 2 est
n — 1. Par récurrence, il a donc une racine dans C et il existe un couple (j, k) tel
que x; 4 x;, + cxjx;, € C.
Comme R est infini et comme il n’y a qu'un nombre fini de couples (j,k)
possibles, on peut trouver deux réels ¢ et ¢ tels que

z=Xj —+ x + CXjXp et z/ = X; —+ X + c'xjxk
appartiennent a G. Comme

2 —c2 z—72
xj+xk:—c’—c et xjxk:m,
il en résulte que x; 4 x;, et x;x; appartiennent a C. Le polynome (T — x;) (T — x)
appartient ainsi a C[X]. Il est de degré 2. D’apres la premieére question, ses racines
appartiennent a C.
En particulier, P a une racine dans C.
e) Les questions précédentes permettent d’établir par récurrence que tout po-
lynome non constant a coefficients réels a une racine dans GC.
Soit maintenant P un polynéme non constant de C[X] et posons Q = PP : si

P(X) = agX%+ - + ay,

Q(X) (@aX’ + -+ + ag) (@zX" + - -+ + do).
C’est un polynéme de C[X] tel que Q(X) = P(X)P(X) = Q(X). Il est donc a
coefficients réels. Par suite, il a une racine z dans C.

Si z n’est pas une racine de P, c’est une racine de P. Alors, P(z) = P(z) = 0, si
bien que z est une racine de P.

Tout polynome non constant a coefficients dans C a une racine dans C : C est
algébriquement clos.

Solution de Uexercice 9.4.2. — a) 1l suffit de montrer que I’homomorphisme natu-
rel A — B défini par a — cl(a) estinjectif. Or, si a est un polynome constant non
nul et multiple de P, écrivons a = P(X)Q(X). Soit ¢,X" le monéme de plus grand
degré dans Q. Comme P est unitaire de degré d > 0, le mondéme de plus grand
degré dans PQ est égal a ¢,X'™¢. Mais r + d > 0 et le polynome constant a est de
degré 0. Cette contradiction montre que ’homomorphisme naturel A — B est
injectif et identifie ainsi A a son image dans B.

b) Si Q est un polynome de A[X], on peut effectuer la division euclidienne
de Q par P dans A[X]. Ainsi, on constate que cl(Q) est égal a la classe d’un
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polynéme de degré < d. Autrement dit, cl(1), ..., (X% !) engendrent B comme
A-module si bien que B est un A-module de type fini. D’apres la proposition 9.2.3,
I’extension A C B est entiere.

¢) On démontre ce résultat par récurrence sur le degré d de P, sachant qu’il
est trivial si d < 1. Supposons le vérifié en degré < d.

Par construction, P a une racine a7 dans l’extension entiéere A C B =
A[X]/(P). On peut effectuer la division euclidienne de P par X — g dans
B[X], d’ou une expression P = (X — a1)Q + b1 avec by € B. En spécialisant
en X = aj, on trouve 0 = P(a;) = 0. Il existe alors une extension B C C
et des €léments ag,...,a; € C tels que Q(X) = (X — ag)... (X — ag). Ainsi,
PX)=X=-a1)...(X—ay).

Solution de Uexercice 9.4.3. — Soient P et Q deux polynomes de A[X] tels que y =
n m
P(x) =Q(1/x).SiP =Y ¢,Xt et Q= 3 X", on en déduit
k=0 k=0

n

y=P(x) = Y gt
k=0

< k < k
= Y e =x" D b = x7"R(x),
k=0 k=0

ou R estde degré < m.Posons N=m+netM=A+Ax+--- + AxN. Soit a € M,
on écrit a = aj + ag, ou les puissances de x qui interviennent dans a; sont < m,
et celles qui interviennent dans as sont > m. Alors, ya; = P(x)a; appartient a N
car il ne fait intervenir que des puissances de x qui sont < m +n = N. De méme,
yag = (x""ag)R(x) s’écrit comme un polynome en x de degré < N —m 4+ m = N.
Ainsi, ya = ya; + yag appartient a M.

Ainsi, y = y - 1 appartient a M, et A[y] C M. Comme M est de type fini, le
théoréme 8.5 du cours implique que y est entier sur A.

Solution de Uexercice 9.4.4. — a) Comme x est entier sur A, il existe n > 0 tel que
Alx] CA+Ax+---+Ax". Soit a € A\ {0} tel que ax™ € Asi 0 < m < n. On
constate que aA[x] C A et donc ax™ € A pour tout entier m > 0.

b) Soit I I'idéal de A engendré par les ax" pour n > 0. Comme A est noe-
thérien, c’est un A-module de type fini; Il est stable par multiplication par x. De
plus, I’élément non nul @ € I n’est annulé par aucun élément non nul de A[x].
Autrement dit, I est un A[x]-module fidele qui est de type fini comme A-module.
On sait que cela implique que x est entier sur A.

Solution de Uexercice 9.4.5. — Si Vd € Z, Z[Vd] = Z est intégralement clos. On
suppose donc dans la suite que d n’est pas un carré parfait.
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Le polynéme minimal de x = a 4 bV/d est égal a
(X —a)? — 0?d = X® — 2aX + a® — b%d.

L’élément x est donc entier sur Z si et seulement si 2a € Z et a® — b’d € Z.

Si on peut écrire d = d'¢*> avec ¢ > 1, alors on constate que Vd = Vid/e
est entier sur Z mais n’appartient pas a Z[V/d]. L’anneau Z[V/d] n’est alors pas
intégralement clos.

On suppose dans la suite que d est sans facteurs carrés. Nous allons en fait
calculer la cloture intégrale de Z dans le corps Q(Vd).

Si x = a + b\V/d est entier sur Z, on voit que nécessairement

40%d = 4(b?d — a®) + (20)% € Z.

Comme d est sans facteurs carrés, cela implique que 26 € Z. Si R est la cloture
intégrale de Z dans Q[V/d], on a ainsi une inclusion

Z[Vd] cRC %Z[\/Zl].

Des représentants du Z-module R/Z[V/d] sont donc contenus dans 1’ensemble
{0,1/2, Vd/2, (1+ \/E)/Q}. Comme 1/2 et (\/c—i)/Q ne sont pas entiers sur Z,

Ensuite, (1 + \/Zl)/? est entier sur Z si et seulement si 1 — d € 4Z, c’est-a-dire
d=1 (mod 4). il en résulte que R = Z[V/d] si et seulement si d # 1 (mod 4) et
quesi s=1 (mod 4), R = Z[L5¥4],

Solution de Uexercice 9.4.6. — a) Soit K le corps des fractions de A et soit x €
K qui est entier sur A. Comme x est entier sur A; et comme A; est supposé
intégralement clos, x € A;. Soit n > 0 minimal tel que a = xt" € A. Montrons que
n = 0. Considérons pour cela une équation de dépendance intégrale

d—1

xd—i—alx +.--4a;=0.

Multiplions cette égalité par " On obtient

a a1+ pa™ = 0.
Supposons par I’absurde que n > 1. On en déduit que ¢ divise %, donc a? = 0
(mod ¢). Comme A/t est réduit, a = 0 (mod t) et il existe b € A tel que a = 0t.
Alors, xt"~1 = b € A ce qui contredit I’hypothése que n était minimal.
b) Le polynome XZ — Y(Y 4 1) est irréductible car de degré 1 en X et non
multiple de Z. Comme I'anneau C[X,Y,Z] est factoriel, A est un anneau integre.

D’autre part,

A/(x) = C[X,Y,Z]/(XZ - Y(Y + 1),X) = C[Y,Z]/(Y(Y + 1)) = C[Z] x C[Z]
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n’a pas d’éléments nilpotents. De plus,

A, =C[X,Y,Z,X'/(XZ =YY+ 1)) =C[X, X LY, Z]/(Z -Y(Y+ )X}
= C[X,X"Ly]

est un localisé de I'anneau C[X,Y]. Comme cet anneau est factoriel, il est intégra-
lement clos et A, est intégralement clos.
La premiére question montre alors que A est intégralement clos.

Solution de Uexercice 9.4.7. — a) Notons P = X" 4+ Y (=1)ipX" " et Q =
i=1
n . .
X"+ > (=1)'¢X""". Soit C I'anneau
=1

C=Blal,...,an b1,...,b,]/1

ou I est I'idéal engendré par les éléments

E Ag(1) - - - Qg (k) — br

oERy
et
>, bery ..oy — G-
geF—k"
(On a noté F}' 'ensemble des applications injectives {1,...,k} — {1,...,m}.)

n

Dans C, on a ainsi P(X) = [] (X —a;) et Q(X) = [[(X —10;). De plus, les a; et b;
i=1m i=1

sont solutions d’une équation polynomiale unitaire (donnée respectivement par P

et Q), donc sont entiers sur B. Cela implique que C est une B-algebre engendrée
par des éléments entiers sur B donc que C est entiere sur B.

Puisque PQ € A[X], les 4; et b; sont entiers sur A. Par suite, les p; et g, €tant
les fonctions symétriques €lémentaires des a; (resp. des b;), sont entiers sur A
pour tout k. Comme ce sont des €léments de B est que A est intégralement fermé
dans B, ils appartiennent a A si bien que P € A[X] et Q € A[X], ainsi qu’il fallait
démontrer.

b) Soit P € B[X] un polynéme qui est entier sur A[X] et considérons une
relation de dépendance intégrale

P!+ RPN 4+ Ry =0,

avec R; € A[X]. On pose Q = X" — P avec r > degP (de sorte que Q est unitaire)
et on récrit cette égalité

(_Q+Xr)d+R1(—Q+ Xr)dfl +---+R;=0.
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Développons ; on trouve une égalité
d d i .
Z Qk(_l)k Z Rd—z( )XT(l—k) — O
k=0 i=k k
dans laquelle Ry = 1 que I'on récrit
d k
D SQF =0
k=0
avec S € A[X].OnaS; =1 et
d .
Sp = ZRd—iX” =X'd+...
i=0

donc Sy est unitaire si r > max(degR;). L’égalité

Q-Q" ! =81QTF — - = 81) =S
et la question précédente impliquent alors que Q € A[X]. Par suite, P =X"—-Q €
A[X], ce qui prouve que A[X] est intégralement fermé dans B[X].



Algebre homologique

Ce chapitre expose quelques rudiments d’algebre homologique. Issue de la topologie al-
gébrique ou elle a des applications frappantes (le théoreme de Brouwer par exemple), le
Jormalisme algebrique qui la sous-tend a ensuile essaimé dans de nombreux domaines
des mathématiques. C'est aujourd’hui en outil fondamental en algebre commutative,
en géométrie algébrique, en topologie et elle a méme des applications en robotique!

10.1. Suites exactes

La notion de suite exacte permet de résumer dans un diagramme simple a

écrire de nombreuses propriétés algébriques.

DEFINITION 10.1.1. — So0it A un anneau. Une suite exacte de A-modules est un dia-
gramme

Mo 25 M 5 My — o M, 25,

ou pour tout i € {2;...;n}, Ker fi =Im f;_1.

En particulier, on a f;o f;_1 = 0 pour tout i € {2;...;n}. Un cas particulier tres
important est fournie par les suites de 5 modules, les deux extrémités étant nulles.

On parle alors de suite exacte courte.

PROPOSITION 10.1.2. — Une suite de A-modules
0—N L) M ﬁ) P—-0

est exacte si et seulement si :
— 1 est injectif
— Kerp=Imi;
— p est surjectif.
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Alors, i@ induit un isomorphisme de N sur le sous-A-module i(N) de M et p induit un
isomorphisme M/i(N) ~ P.

Démonstration. — 11 suffit d’écrire toutes les conditions. L'image de la fleche 0 —
N est 0, c’est aussi le noyau de ¢, donc ¢ est injectif. Ensuite, Im: = Kerp. Enfin,
I'image de p est égale au noyau de ’homomorphisme P — 0, c’est-a-dire P, donc
p estsurjectif. Le reste de la proposition provient du théoréme de factorisation. [

DEFINITION 10.1.8. — Un complexe est un diagramme

Mo oMy B My — oo s M, DM,

ou pour tout i € {2;...;n}, fio fio1 =0.

DEFINITION 10.1.4. — Soit A un anneaw et f: M — N un homomorphisme de A-
modules. Le A-module quotient N/ f (M) est appelé conoyau de f. On le note Coker f.

Remarque 10.1.5. — On a Coker f = 0 si et seulement si f est surjectif. Ainsi, un
homomorphisme f: M — N est un isomorphisme si et seulement si Ker f = 0 et
Coker f = 0.

THEOREME 10.1.6 (Lemme du serpent). — Considérons un diagramme d’homomor-
phismes de A-modules

i p

0 N M P 0
ool
0 N wm L 0

dans lequel les deux lignes sont supposées exactes et les deux carrés commutatifs : i o f = foi
et p' o g = hop. Il existe alors un homomorphisme canonique 0: Ker h — Coker f tel que
l'on ait une suite exacte

0 — Ker f LR Ker g P Rern & Coker f R Coker g %, Cokerh — 0.

Démonstration. — a) On a i(Ker f) C Kerg et p(Kerg) C Kerh. En effet, si x € N
vérifie f(x) = 0, alors g(i(x)) = (goi)(x) = (7 o f)(x) = I(f(x)) = 0, donc
i(x) € Kerg. De méme, si y € Kerg, on a h(p(y)) = (hop)(y) = (p o g)(y) =
#'(2(») = 0, donc p(y) € Kerh.

On a ainsi des homomorphismes i, : Ker f — Kerg et p,: Ker g — Kerh.

b) Ona ¢ (Im f) C Img et p'(Img) C Imh. En effet, si ¥ € Im f, soit x € N tel
que &' = f(x). Alors, 7/ (x') = (/' o f)(x) = (g o) (x) = g(i(x)), ce qui prouve que
¢ (x') appartient a Im g.

De méme, si y € Img, soit y € M tel que y = g(y). On a alors p'(y') =
(t' 0 g)(y) = (hop)(y) = h(p(y)) donc p'(y') appartient a Im h.
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Il en résulte que le noyau de ’'homomorphismes composé

N' 5 M’ — M/ Im g = Coker(g)

contient Im(f), d’ott par passage au quotient un homomorphisme canonique
i\.: Coker(f) = N'/Im(f) — Coker(g). De méme, on en déduit un homomor-
phisme p,: Coker(g) — Coker(%), induit par #/.

¢) L’homomorphisme ¢, est injectif : si i, (x) = 0, i(x) = 0 donc x = 0.

Comme p, estlarestriction a Ker g de p et comme poi: = 0, on a p,oi, = 0 donc
Imi, C Kerp,. Réciproquement, soit y € Kerp,. On a donc y € Kerg et p(y) = 0.
Comme la premiére ligne du diagramme est exacte, y € Im:. Soit ainsi x € N tel
que y = i(x). Ona 0 = g(y) = g(i(x)) = (g01) (x) = ("o f) (x) = ' (/(x)). Comme
¢ estinjectif, f(x) = 0 et x € Ker f. Par suite, y = i(x) € i(Ker f) = i, (Ker f).

d) L’homomorphisme p/, est surjectif : si {’ € Coker %, on peut écrire {' = cl(z')
avec 2/ € P'. Comme §' est surjectif, il existe y' € M’ tel que 2/ = p/(y’). Alors, par
définition de p,, on a {' = p,(cl(y')), si bien que {’ € Imp),.

On a p, o, = 0. En effet, par définition de ,, si ¥’ € N', &, (cl(x’)) = cl(i'(x")),
d’ou

P (i (el(x)) = (el (&) = el (¥ (V' ('))) = 0.
Réciproquement, si §, (cl(y')) = 0, ona cl(p'(y')) = 0, d’ou p’'(y') € Im h. On écrit
' (y') = h(z) avec z € P. Comme p est surjectif, il existe y € M tel que z = p(y)
et p'(y') = h(p(z)) = p'(g(z)). Ainsi, y — g(z) appartient a Ker/, donc est de la
forme ¢/ (x') pour ' € N'. Finalement,

cl(y’) = cl(g(x) +i'(x')) = (@' (+)) = i, (x'),

d’ou Kerp!, = Im¢..

e) Nous allons maintenant construire I’homomorphisme ¢. La restriction a
p~1(Kerh) = Ker(ho p) de g fournit un homomorphisme Ker(/ o p) — M dont
I'image est contenue dans le noyau de p' (si A(p(y)) = 0, p'(g(y)) = 0). Puisque
Kerp/ = Imi et comme ¢: N’ — Im¢ est un isomorphisme, il en résulte un
homomorphisme canonique p~!(Kerh) — N’ que I'on compose ensuite avec la
surjection canonique N’ — Coker(f), d’ott un homomorphisme y: p~! (Kerh) —
Coker(f).

Siy=i(x) €i(N),onag(y) =7(f(x)), donc y(y) = cl(f(x)) = 0. Ainsi, Kery

contient ¢(N), d’ou par passage au quotient un homomorphisme bien défini
9: Kerh = p~ " (Kerh)/p~1(0) = p~' (Ker h) /i(N) > Coker(f).

Concretement, I'image d’'un élément z de Ker/ par ’homomorphisme 0 est
obtenue de la facon suivante. Comme p est surjectif, il existe y € M tel que z =
p(y). Alors, 0 = h(z) = h(p(y)) = p'(g(y)), donc g(y) € Kerp' = Im7'. 1l existe
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ainsi ¥’ € N’ tel que g(y) = ¢ (x'). Alors, 9(z) est la classe de x’ dans Coker(f) =
N'/Im /.

f) Montrons que Im p, = Kerd.

Soit z € Im p,, d’ou y € Ker g tel que p(y) = z. Autrement dit, g(y) = 0 et avec
les notations du paragraphe précédent, ¥’ = 0, d’ot d(z) = 0 et z €, erd.

Réciproquement, si z € Kerd, on a ¥’ € Im f, donc ¥’ = f(x) pour un certain
x € Netg(y) =i(x") =g(i(x)). On a donc y — i(x) € Ker g. Par suite, z = p(y) =
p(y - i(x)) € p(Kerg) = Im ..

) Enfin, montrons que Im ¢ = Ker,.

Soit z € N; avec les mémes notations, 7 (d(z)) = ¢ (cl(x)) = c(/(x)) =
cl(g(y)) = 0, donc d(z) € Ker?, et Imd C Kerd,.

Réciproquement, soit ¢ € Keri,. On peut écrire ¢ = cl(x'). On a alors 7, (¢) =
cl(/(x")). Par suite, ¢/ (x') € Img. Si ¢/ (x') = g(y) avec y € M, on a par définition
d(p(y)) = cl(x') = ¢ si bien que Kerd, C Imd.

Le théoréme est donc démontré. ]
COROLLAIRE 10.1.7. — a) St [ et h sont injectives, g aussi. Si [ et h sont surjectives, g
aussi.

b) Si [ est surjective et g injective, h est injective Si g est surjective et h injective, | est
surjective..
Démonstration. — a) Si f et h sont injectives, la suite exacte du diagramme du

serpent commence par 0 — 0 LR Ker g iR 0. Nécessairement, Kerg = 0. Si f et

! /

h sont surjectives, elle se termine par 0 -, Coker g LN 0, donc Cokerg =0 et f
est injective.
b) Si f est surjective et g injective, on a Kerg = 0 et Coker f = 0. Par suite,

e . S . M 0 .. . .
le milieu de la suite exacte s’écrit 0 [)—> Ker# — 0, donc h est injective. Enfin, si

g est surjective et & injective, on a Kerh = 0, Coker g = 0, d’ou une suite exacte
]

0% Coker f -, 0, donc f est surjective. U

Exercice 10.1.8. — Démontrer directement le corollaire précédent.

10.2. Suites exactes scindées. Modules projectifs et injectifs
LEMME 10.2.1. — Soit A un anneau. et considérons une suite exacte courte de A-modules
0-NLMLP o

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il existe g: P — M tel que p o ¢ = 1dp (p a un inverse a droite) ;
(2) ilexiste j: M — N tel que j ot = 1dN (¢ a un inverse a gauche) ;
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(3) i(N) a un supplémentaire dans M.

DEFINITION 10.2.2. — Une suite exacte courte qui vérifie les conditions du lemme 10.2.1
précédent est dite scindée.

Démonstration. — (1)=(3). — Soit Q = ¢(P) I'image de ¢ dans M et montrons
que Q estun supplémentaire de i(N). Tout d’abord, si m = i(x)+¢(y), pour x € N
ety € P,onap(m) = p@i(x)) + p(q(y)) = y. Ainsi, si m = i(x) + ¢q(y) = 0, alors
y = p(m) = 0 puis i(x) = 0 — donc aussi x = 0 puisque : est injectif. Cela montre
que i(N) et Q sont en somme directe. De plus, si m € M, posons y = p(m). Alors,
pim = q(3)) = p(m) = p(g(p(m))) = p(m) — p(m) = 0, donc m — q(y) € i(N). Cela
montre que M = i(N) + Q. Ainsi, M = i(N) & Q et Q est un supplémentaire de
i(N) dans M.

(3)=(1). — Soit Q un supplémentaire de ¢(N) dans M. Considérons ’homo-
morphisme §': Q — P obtenu par restriction a Q de p. On a Kerp = KerpNnQ =
i(N) N Q = 0 puisque Q et i(N) sont en somme directe. Donc §’ est injectif. De
plus, si x € P, soit y € M tel que x = p(y). On peut écrire y = i(z) + 2z’ avec z € N
et 2 € Q. Alors, x = p(i(z)) + p(z') = p(z’) et ' est surjectif. Par suite, p' est un
isomorphisme et 'homomorphisme réciproque ¢: P — Q vérifie bien pogq = Idp.

(2)=(3).— Soit Q le noyau de j. Si x € Q Ni(N), on peut écrire x = i(y)
avec y € N et 0 = j(x) = j(i(y)) = y,donc y = 0 et x = 0. Ainsi, Q et i(N)
sont en somme directe. De plus, si x € M, posons y = x —i(j(x)). Alors, j(y) =
j(x) —j(E(j(x)) = 0 donc y € Q. Ceci prouve que Q + i(N) = M. Ainsi, M =
Q@ i(N).

(3)=(2). — Soit Q un supplémentaire de i(N) dans M. Considérons I’applica-
tion j: M — N qui associe a m = x +i(y) avec x € Q ety € N I'élément y € N.
Elle est bien définie car i est injectif. De plus, c’est un homomorphisme. Enfin, un
élément i(y) € ¢(N) se décompose i(y) = 0+ i(y), donc j(i(y)) =y et joi=IdN.
]

Remarque 10.2.3. — Comme tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel pos-
sede un supplémentaire, toute suite exacte de modules sur un corps est scindée.

DEFINITION 10.2.4. — On dit qu’'un A-module P est projectif si toute suite exacte courte
0 N—-M->P—0
est scindeée.

Autrement dit, P est projectif si et seulement si tout homomorphisme surjectif
f: M — P admet un inverse a droite.

THEOREME 10.2.5. — Soit P un A-module. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) P est projectif;
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(2) P est un facteur direct d’un A-module libre;
(3) pour tout homomorphisme surjectif p: M — N et tout homomorphisme f: P — N,
il existe un homomorphisme g: P — M tel que f = po g.

Rappelons qu’un facteur direct d’un module est un sous-module qui posséde un
supplémentaire. D’autre part, I'’énoncé (3) du théoréme est souvent pris comme
définition des modules projectifs.

Démonstration. — (1) = (2). — Supposons que P est projectif. Soit S une famille
génératrice dans P et soit L = A®) le A-module libre de base S. On a un ho-
momorphisme canonique p: L. — P tel que ¢; (vecteur de A®) dont toutes les
coordonnées valent 0 sauf la coordonnée s qui vaut 1) a pour image s. Soit N
le noyau de p, d’ou une suite exacte courte 0 - N — L. - P — 0. Comme P
est supposé projectif, N admet un supplémentaire QQ dans L. Dans la démonstra-
tion du lemme 10.2.1, on a montré que la restriction a () de ’homomorphisme p
est un isomorphisme Q ~ P. Par suite, P est (isomorphe a) un facteur direct du
A-module libre L.

(2)=(3). — Supposons maintenant qu’il existe un A-module libre L. contenant
P et un sous-module Q de L tel que P ¢ Q = L. Fixons une base S de L.

Soit p: M — N un homomorphisme surjectif et f: P — N un homomorphisme
quelconque. On veut montrer qu’il existe g: P — M tel que po g = f.

On définit un homomorphisme ¢: L. — N par ¢(x +y) = f(p) si x € P et
y € Q. Par construction, la restriction de ¢ a P est égale a f. Pour tout s € S, soit
alors m; un €lément de M tel que p(m;) = ¢(s) (il en existe car p est surjectif).
Alors, la propriété universelle des modules libres implique qu’il existe un unique
homomorphisme y: L. — M tel que y(s) = m,. Pour tout s € S, on a alors poy(s) =
p(mg) = @(s), donc S formant une base de L, p oy = ¢. Soit g la restriction de ¢
a P. Elle vérifie po g =g¢lp = f.

(3)=(1). — Soit p: M — P un homomorphisme surjectif. On applique I’hypo-
these de (3) avec N =P et f = Idp. Il existe alors g: P — M tel que po g = Idp,
autrement dit p a un inverse a droite. Cela prouve que P est un module projectif.
[

En particulier, les modules libres sont projectifs.

Exercice 10.2.6. — a) Soit P un A-module projectif. Si P est de type fini, montrer
qu’il existe un A-module libre de type fini L. dont P est un facteur direct.

b) On suppose que A est un anneau principal. Montrer que tout A-module
projectif de type fini est libre.

DEFINITION 10.2.7. — On dit qu'un A-module 1 est injectif si tout homomorphisme in-
gectif i: 1 — M admet un inverse a gauche.
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Ceci revient bien siir a dire que toute suite exacte courte
0-1I—-M->-N-—->0

est scindée. C’est en quelque sorte la définition duale de celle des modules projec-
tif. Comme le fait remarquer Matsumura dans [5], il n’y a pas de notion duale des
modules libres, si bien que 'on n’a pas de caractérisation des modules injectifs
complétement analogue a celle fournie par le théoreme 10.2.5 pour les modules
projectifs.

THEOREME 10.2.8. — Soit I un A-module. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) T est injectif;

(2) pour tout idéal a de A et tout homomorphisme injectif f: a — 1, il existe un
homomorphisme g: A — 1 tel que [ = gla ;

(3) pour tout homomorphisme injectif i: M — N et tout homomorphisme f: M — 1, il
existe un homomorphisme g: N — 1 tel que f = goi.

La encore, c’est souvent la troisieme de ces conditions qui est prise comme
définition des modules injectifs.

Démonstration. — (3)=(2). — Il suffit de poser M = a et N = A.

(3)=(1). — Si i: I — M est injectif, appliquons I'hypotheése (3) a I'homo-
morphisme identique I — I. On obtient un homomorphisme g: M — I tel que
g ot = Idy. Ainsi, I est injectif.

(1)=(8). — Soit i: M — N un homomorphisme injectif et f: M — I un homo-
morphisme. On veut montrer qu’il existe g: N — I tel que f = go.

Soit P C N x I le sous-module image de ’homomorphisme M — N x I tel que
m— (i(m),—f(m)) etsoit p: I - N xI — (N x I)/P 'homomorphisme composé
tel que x — cl(0,x). Si p(x) = 0, il existe m € M tel que (0,x) = (¢(m), —f(m)).
Comme ¢ est injectif, m = 0 et x = 0. Ainsi, ¢ est injectif.

Par hypothese, il existe un homomorphisme ¢: (N x I)/P — I tel que ¢ o p =
Id;. Soit alors g: N — I ’homomorphisme défini par g(x) = 1(cl(x,0)).Six € M,
on a

g(i(x)) = P (cl(i(x),0)) = ¢ (cl(0, f(x))) = P (p(f(x))) = J(x).
Ainsi, goi = f, ce qu’il fallait démontrer.

(2)=(1). — Soit i: I - M un homomorphisme injectif. On veut prouver qu’il
existe f: M — I qui est un inverse a gauche de i, c’est-a-dire tel que f oi = Id;.

Soit .# I'ensemble des couples (N, fn) ou N est un sous-module de M conte-
nant I et fN un homomorphisme N — I vérifiant fy oi = Idj. Comme i est
injectif, c’est un isomorphisme I — i(I) et I'isomorphisme réciproque définit un
élément (i(I),i~!) de .Z. Par conséquent, . n’est pas vide.
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On définit un ordre < sur .# en posant
(N, fx) < (N, far) &  NCN et fuln=/

Muni de cette relation d’ordre, .-# est inductif. En effet, si (N, f,) est une famille
totalement ordonnée dans .#, la réunion N = [JN, est un sous-module de M et
on peut définir fy: N — I en posant, si @ est tel que x € N, fn(x) = fn,(x). Si
x € Ny et x € Np, on peut supposer, quitte a €changer a et £, que (Ng, /N,) <
(Np, /x;) - Alors, Ny C Ng et fx,ln,, d’ou fn,(x) = fx,(x), ce qui prouve que fN
est bien défini.

D’apres le lemme de Zorn, .# admet un élément maximal (N, fx). Supposons
par I’absurde que N # M. Soit alors m € M\ N et soit @ = (N : m) I’ensemble
des a € A tels que am € N. Notons N’ = N + Am. C’est un sous-module de M qui
contient strictement N.

Soit ¢: @ — I ’homomorphisme défini par a — fx(am) si a € a. Par I’hy-
pothése (2), il existe un homomorphisme ¢¥: A — I tel que ¢ (a) = fn(am) si
a e a.

On définit alors un homomorphisme g: N’ — I en posant, si x € N et a € A,
g(x+am) = fn(x) —(a). Cest une application bien définie : si x +am = x' +d'm,
(@ —a)m = x — x" appartienta N, donc @’ —a € a et

(NG =9 (d) = (NE) = ¥(@) = NG —x) =Y (d —a)
= /NG = %) = [x((d = aym) = 0.
I1 est facile de vérifier que c’est un homomorphisme. De plus, on a gy = fx, donc
aussi g o7 = Idy, si bien que le couple (N, g) définit un élément de .7 . Mais ceci
contredit I’hypothése que N était maximal.
Par suite, un élément maximal de .7 est de la forme (M, fy) ou fu: M — I est

un homomorphisme tel que fy o7 = Idj.
Ceci clot la démonstration du théoréme. O]

COROLLAIRE 10.2.9. — Soit A un anneau principal et M un A-module. Alors, M est
injectif si et seulement si pour tout a € A, a # 0, Uhomomorphisme pi,: M — M, x — ax
est surjectif.

Démonstration. — Supposons que M est injectif et soit a € A, a # 0. Soit x € M
et considérons I’homomorphisme (a¢) — M défini par ab — bx (c’est 1a qu'on
utilise que a # 0, le fait que a soit simplifiable suffirait). Comme M est injectif, la
propriété (2) du théoreme 10.2.8 montre qu’il existe un homomorphisme f: A —
M tel que f(ab) = bx si b € A. Alors, f(1) est un élément de M tel que af(1) =
f(a) = x. Ainsi, 'homomorphisme p, est surjectif.

Réciproquement, supposons que cette propriété est satisfaite. Soit a un idéal
de A et f: a — M un homomorphisme. Comme A est principal, il existe a €
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A tel que a = (a). Si @ = 0, tout homomorphisme g: A — M convient, par
exemple ’homomorphisme nul. Supposons maintenant que a # 0. Alors, pour
tout b € A, f(ab) = bf(a). Par hypothese, il existe x € M tel que ax = f(a).
Alors, ’homomorphisme g: A — M tel que g(b) = bx pour tout b € A vérifie
g(ab) = abx = bf(a) = f(ab) pour tout b € A. Ainsi, la restriction de g a I'idéal
(a) est bien égale a f. Ceci prouve que M est injectif. [

Exemple 10.2.10. — Le Z-module Q/Z est un Z-module injectif.

10.3. Foncteurs exacts

Rappelons qu'un foncteur F de la catégorie des A-modules dans elle-méme
est une « application » qui associe a tout module M un module F(M) et a tout
homomorphisme f: M — N un homomorphisme F(f): F(M) — F(N) de sorte
que l'application Homp (M,N) — Homp (F(M), F(N)) est un homomorphisme
de A-algebres (non commutatives) :

— ona F(Idy) = Idpqr) pour tout module M ;

— I'application Homp (M, N) — Homy (£ (M), F(N)) est un homomorphisme
de A-modules;

— pour tout couple d’endomorphisme f: M — N et g: N — P, F(go f) =

F(g) o F(/)-

Un tel foncteur est aussi appelé foncteur covariant.

Un foncteur contravariant est une application du méme genre mais qui renverse
le sens des fleches : 2 un homomorphisme f: M — N est associé un homomor-
phisme F(f): F(N) — F(M) etl'ona F(fog) =F(g)oF(f).

Exemple 10.3.1 (Foncteurs Hom). — Soit P un A-module fixé. Pour tout A-
module M, considérons le A-module Homu(P,M). Si f: M — N est un
homomorphisme, on considere ’homomorphisme Homy (P, M) — Homy (P, N)
tel que ¢ — f o ¢. Cela définit un foncteur Homay (P, o).

Si on considére en revanche les A-modules Homp (M, P) et pour f: M — N
I’lhomomorphisme Homa (N, P) — Homa (M, P) défini par ¢ — ¢ o f, on définit
un foncteur contravariant Homap (e, P).

Remarque 10.3.2. — Considérons f: M — N et g: N — P deux homomorphismes

tels que go f = 0, de sorte que le diagramme M IR N £ P estun complexe. Alors,

pour tout foncteur covariant F, on a F(g) o F(f) = F(go f) = F(0) = 0 si bien

F
que le diagramme F(M) ﬂ F(N) ﬂ F(P) est encore un complexe.

Une remarque analogue vaut bien entendu pour les foncteurs contravariants.
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DEFINITION 10.8.3. — Un foncteur covariant F est dit exact a gauche si pour toute
suile exacte
0—-M-—-=N-=P,

la suite
0 — F(M) — F(N) — F(P)
est exacle.
On dit qu’il est exact a droite si pour toute suite exacte

M—-N-—-P—-O0,

la suite
F(M) - F(N) - F(P) -0
est exacte.
On dit enfin qu’il est exact s’il est a la fois exact a droite et a gauche.

Pour un foncteur contravariant, on a une notion analogue : un foncteur contra-
variant F est dit exact a droite si pour toute suite exacte 0 — M — N — P, la suite
F(P) — F(N) — F(M) — 0 est exacte. Il est exact a gauche si pour toute suite
exacte M - N — P — 0, la suite 0 — F(P) — F(N) — F(M) est exacte. Il est
enfin exact s’il est a la fois exact a droite et exact a gauche.

PROPOSITION 10.9.4. — Soit A un anneau et soit L. un A-module.

a) Le foncteur Homp (L, @) est exact a gauche. 1l est exact si et seulement si L. est un
A-module projectif.

b) Le foncteur Homp (e, P) est exact a gauche. 11 est exact si et seulement si L est un
A-module injectif.

Démonstration. — a) Considérons une suite exacte

0-MLNEP

et soit
0 — Homa (L, M) Z% Homa (L, N) £ Hom, (L, P)

le complexe obtenu en lui appliquant le foncteur Homy (L, o). Nous devons mon-
trer que cette suite est exacte.

Exactitude en Homp (L,M). Si ¢ € Homy (L, M) vérifie f o ¢ = 0, cela signifie
que pour tout x € L, f(p(x)) = 0. Comme f estinjectif, p(x) =0 et ¢ = 0.

Exactitude en Homp (L, N). On doit montrer que pour tout homomorphisme
¢ € Homp(L,N) tel que gogp = 0, il existe ¢y € Homy (L,M) tel que ¢ =
fo.Orsix €L, g(p(x)) = 0. Par suite, p(x) € Kerg = Im f. Ainsi, ¢ est
un homomorphisme L. — f(M). Comme f: M — f(M) est un isomorphisme, on
peut poser ¢ = f~L o . Alors, fot = ¢.
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a’/) Le foncteur Homy (L, @) est exact a droite si pour toute suite exacte

0-MLNEP SO,

la suite
0 — Homa (L, M) £ Homa (L, N) % Homa (L, P) — 0
est exacte. Seule 'exactitude en Homy (L, P) n’a pas été vérifiée. Cela revient a
dire que pour tout homomorphisme ¢: L. — P, il existe un homomorphisme
Yr: L — N tel que ¢ = go. D’apres le théoreme 10.2.5, cette condition signifie
exactement que L est un A-module projectif.
b) Considérons une suite exacte

MLNEP O

et soit

0 — Homa (P, L) 2% Homa (N, L) <5 Homa (M, L)
le complexe obtenu en luis appliquant le foncteur contravariant Homy (e,L).
Nous devons montrer que cette suite est exacte.

Exactitude en Homy (P, L) . Soit ¢ € Homy (P, L) tel que po g = 0. Cela implique
que le noyau de ¢ contient g(N) =P, donc ¢ = 0.

Exactitude en Homp (N, L) . Soit ¢ € Homy (N, L) tel que g o f = 0. On cherche
Y € Homy (P,L) tel que ¢ = ¢ o g. Or, dire que ¢ o f = 0 signifie exactement
que Kerg contient Im f. Par passage au quotient, on en déduit un unique ho-
momorphisme vp: N/Im f — L tel que ¢(x) = ¢o(cl(x)) pour tout x € N. Par
définition d’une suite exacte, g définit un isomorphisme N/ Im f — P, on peut
ainsi définir ¢ comme la composition

Woog P N/Im f 2% L.

bs) 1l faut démontrer que L est un A-module injectif si et seulement si le fonc-
teur Homay (L, @) envoie une suite exacte sur une suite exacte. Seule reste a vérifier
I’exactitude au dernier cran, c’est-a-dire que si f: M — N est injectif, ’homomor-
phisme of: Homyp (N,L) — Homp (M, L) est surjectif. Il faut ainsi démontrer que
pour tout homomorphisme ¢: M — L, il existe un homomorphisme 1: N — L
tel que i o f = ¢. D’apres le théoreme 10.2.8, cette condition est vérifiée si et
seulement si L. est injectif. [

10.3.5. Foncteur de localisation. — Soit A un anneau et soit S une partie mul-
tiplicative de A. Si M est un A-module, on sait depuis le chapitre 6 lui asso-
cier un S~!A-module S~'M. De plus, si f: M — N est un homomorphisme de
A-modules, on dispose, ¢f. la proposition 6.5.5 d'un (unique) homomorphisme
S7lf:S7IM — S7IN tel que (S71f)(m/s) = f(m)/s pour tout m € M et tout
s € S.De plus, ST!(fog) = S71f oS g. Ainsi, la localisation est un foncteur
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de la catégorie de A-modules dans celle des ST'A-modules. On le considére ici
seulement comme un foncteur sur la catégorie des A-modules.

PrROPOSITION 10.3.6 (Exactitude de la localisation). — Soit A un anneau et soit S
une partie multiplicative de A. Le foncteur de localisation par rapport a S est un foncteur

/

exact csi0 — M 5 N & P 5 0 est une suite exacte de A-modules, la suite 0 —
—1

“1png S “ing 38 oot
SM —— SN ——= S7'P — 0 est encore exacte.
Démonstration. — Identifions M a un sous-module de N via f et P au quotient

N/M via g. D’aprés la proposition 6.5.8, ’'homomorphisme S~! f est injectif et le
quotient STIN/S™IM s’identifie 4 S!(N/M) = S~!P par I'application de S™!N
dans S~!'P donnée par

cl(n/s) —cl(n)/s=cl(gn))/s = (S_lg) (n/s).

10.4. Modules différentiels. Homologie et cohomologie

DEFINITION 10.4.1. — Soit A un anneau. Un A-module différentiel est un couple (M, d)
Sformé d’un A-module M et d’un endomorphisme appelé diftérentielle d: M — M tel que
d>=0.

Un morphisme de modules différentiels f: (M,dv) — (N, dn) est un homomorphisme
f:M—= N telquedyo f= fody.

DEFINITION 10.4.2. — Si (M, d) est un A-module différentiel, on définit trois A-
modules :

— le module des cycles : Z.(M) = Kerd ;
— le module des bords : B(M) = Imd ;
— le module d’homologie de M : HM) = Z(M)/B(M) = Ker(d)/ Im(d).

LEMME 10.4.3. — Un homomorphisme de modules différentiels f: (M,dyv) — (N, dn)
induit des homomorphismes Z(M) — Z(N), B(M) — B(N) d’ou un homomorphisme
H(f): HM) — H(N).

Démonstration. — Comme f ody = dv o f, si du(x) = 0, alors dn(f(x)) =
f(dvm(x)) = 0, donc I'image de Kerdy par f est contenue dans Kerdy :
F(Z(M)) € Z(N).

De méme, f(B(M)) C B(N) puisque f(dm(x)) = dn(f(x)) pour tout x € M.

Il en résulte par passage au quotient un homomorphisme canonique
H(f): HM) =Z(M)/B(M) — Z(N)/B(N) = H(N). [

DEFINITION 10.4.4. — Un A-module différentiel gradué est un module différentiel (M, d)
tel que
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— M est la somme directe d’une famille (M) ez (M est gradué ) ;

— il existe un entier v tel que l'endomorphisme d est de degré r : pour tout n € Z, on a
d(Mn) - Mn+r-
Dans ce cas, on note Z,(M) = Z(M) N M,, B,(M) = B(M) "M, ¢ H,(M) =
Z,(M)/B,(M).

LEMME 10.4.5. — Soit (M, d) un A-module différentiel gradué. On a alors les égalités
ZM) =Pz, (M), BM) =B, (M) e« HM)=PHH,M).
n neZ

Autrement dit, cycles, bords et homologie de M sont automatiquement gradués.

Démonstration. — Comme Z,, (M) est un sous-module de M,, et comme les M,, sont
en somme directe, les modules Z, (M) sont aussi en somme directe. D’autre part,
si x € Z(M), on peut écrire x = >, x, ou pour tout n, x, € M. Alors, 0 = d(x) =
> 0(xy). Si r est le degré de ’homomorphisme ¢, on a donc que pour tout x,
d(x,) appartient a M,,;,. Comme les M,, sont en somme directe, d(x,) = 0 pour
tout n et x € > Z,(M).

De méme, les B, (M) sont en somme directe. Si x € B(M), écrivons x = d(y)
avec y € M. On peut écrire y = >y, avec y, € M,, pour tout n. Alors, x = d(y) =

n
> 0(yn). Pour tout n, d(y,) € M4, NImd = B, (M). si bien que x appartient a
n
> B,(M). Comme chacun des Z,(M) est contenu dans M,,, la somme est néces-
n

sairement directe.
Enfin, on a

H(M) = Z(M)/B(M) = (@ Zn(M)> / (@ Bn(M)>

= P ZM)/B.(M)) = P H.(M).

n

Remarque 10.4.6. — Considérons un complexe de A-modules

M M, P M
Définissons alors M = @M, et soit d € End(M) I’endomorphisme défini par les
dy :six € M,_1, d(x) = d,(x).
Alors, (M, d) est un A-module différentiel gradué dont la différentielle est de
degré 1. De plus, H,(M) = Kerd,1/Imd,. La tradition veut qu’on note plutot
H"(M) et qu’on appelle ces modules modules de cohomologie du complexe.
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10.4.7. Complexe de de Rham dun ouvert de R*>. — Soit U un ouvert de RZ. Si
0 < p < 2,s0it QP(U) le R-espace vectoriel des formes différentielles de degré p
sur U. Pour p = 0, Q%(U) est I'espace vectoriel des fonctions ¥ sur U. Pour
p =1, une forme différentielle w de degré 1 s’écrit

w=A(x,y)dx + B(x,y) dy
ou A et B sont des fonctions ¥*°. Enfin, une forme différentielle « de degré 2
s’écrit
o =A(x,y) dx A dy.
On a un homomorphisme « différentielle extérieure » défini ainsi :

a—fdx%-a—fdy

. OO0 1
: Q'(U) - 0'(U) [ = 4

dB(x,9) 0A(x,v)
ox dy

d: QY (U) - Q%(U)  A(x,y) dx + B(x,y) dy — ( ) dx A dy

et d est nul sur Q2 (U).
On constate que d o d = 0. Le seul calcul nécessaire est celui de d?(f) pour

feQ%U) et
2/ _ f U 4y — *cf P

et le théoréme de Schwarz implique que d%(f) = 0.
On a ainsi défini un complexe, appelé complexe de de Rham de U :

0 - 0%U) L alu) L o) —o.

On peut alors calculer ses groupes de cohomologie, notés HiDR(U) Un théo-
reme fondamental de de Rham affirme que ce sont des espaces vectoriels de méme
dimension que les espaces de cohomologie fournis par la théorie singuliere.

Calculons H’(Q*). Si f € Z°(Q*), f est une fonction € sur U telle que df =

0, c’est-a-dire % = 68_5 = 0. Ainsi, f est constante sur chaque composante connexe

de U Comme B’ = 0, on a H%R(U) = R™) | 75(U) désignant le nombre de
composantes connexes de U.

Si U est simplement connexe (par exemple, U contractible, ou U étoilé, ou
simplement U = R?), le lemme de Poincaré affirme qu’une forme différentielle
w sur U telle que dw = 0 (on dit que w est fermée) est exacte : il existe f telle que
w = df . (Vous avez peut-étre rencontré la formulation plus commune en physique
ou en calcul différentiel élémentaire : un champ de vecteurs dont le rotationnel est nul
est un gradient.)
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On peut le démontrer tres simplement dans le cas ou U est étoilé, disons par
rapport a l'origine 0 € R%. Si w = A(x,y) dx+B(x,y) dy = 0 vérifie dw = 0, posons

1
f(x,y) = Jo (xA(tx, ty) + yB(tx, ty)) dt.

Alors — voir un cours d’intégration — f est de classe 4> sur U et on obtient
df/0x et 0f/dy en dérivant sous le signe somme. On obtient :

0 ! oA B
—f(x,y) = J A(tx, ty) + tx— (tx, ty) + ty— (tx, ty) | dt.
0x 0 0x ox

Comme dw = 0, %—5‘ = %‘ si bien que

of & oA B
—(x,9) = Altx, t tx—(tx,t ty—(tx,t ds.
o (52 Y) UO((X y)+xay(x y) +tyo—(tx y))
ﬂl d

= <A(tx, ty) + t— (A(tx, ty))) dt.

Jo dt

rl d )

= | Al D)) = [tA(tx, 1y)]o

JO

:A(X’y)'

De méme, on démontre que %(x,y) = B(x,y) si bien que df = w.
THEOREME 10.4.8. — Soit A un anneau et soit 0 — M IR N £ P — 0 une suite exacte
de modules différentiels. Cela signifie que cette suite est une suite exacte de A-modules ainsi
que les deux égalites

dno f=fody e dpog=godn.

11 existe alors un homomorphisme 0: H(P) — H(M) tel que l'on ait un « triangle exact » :

H(P)
d H(g)
H / H(f) \
(M) H(N)

Ceci signifie les trois égalité :
Kerd =ImH(g), KerH(g) =ImH(f), KerH(f)=Imoa.

Démonstration. — a) Montrons que Ker H(g) = ImH(f). Comme go f =0, on a
H(g) oH(f) = H(go f) = 0 et InH(f) C KerH(g). Réciproquement, soit ¢ €
Ker H(g). On peut écrire ¢ = cl(x) avec x € Kerdy. Alors, H(g) (¢) = cl(g(x)), si
bien qu’il existe y € P tel que g(x) = dp(y). Puisque ’homomorphisme g: N — P
est surjectif, il existe z € N tel que y = g(z). Alors, g(x) = dp(y) = dp(g(z)) =
g(dn(z)) si bien que x — dn(z) appartient a Kerg = Im f. Soit t € M tel que
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x—dn(z) = [(1). Onaalors £ = cl(x) = cl(dn(z) + /(1)) = cl(f()) = H(f) (cl(1)).
Par suite, Ker H(g) € ImH(f), d’ou I’égalité.

b) Consruisons ensuite ’homomorphisme d. Soit ¢ € H(P). Ecrivons ¢ = cl(x)
avec x € Kerdp. Comme g est surjectif, il existe y € M tel que x = g(y). Alors,
0 =dp(x) =dp(g(y)) = g(dn(y)) sibien qu’il existe z € M tel que dn(y) = f(z).
On a f(duz) = dn(f(z)) = dndn(y) = 0 puisque d{z\l. Comme f est injectif,
dvz = 0. Posons ainsi d(¢) = cl(z) € HM).

Il faut vérifier que cette application est bien définie. Or, z € M a été choisi de
sorte que soient vérifiées les relations f(z) = dn(y), x = g(y) et ¢ = cl(x). Sion a
fait d’autres choix : ¢ = cl(x), ¥’ = g(y') et f(Z') = dn(y), alors :

— il existe x” € P tel que x = &’ + dpx”. Choisissons aussi y" € N tel que
¥ =g0");

-2y —=y) =x"'—x=dp(x") = dp(g(y")) = g(dn(y")), si bien qu’il existe 2" € M
tel que y' —y =dn(y") + f(z");

—alors, f(z' —2) = dn() —dn() = dx(@x() + /(") = dn(f(Z") =
f(dm(2")). Comme [ estinjectif, 2/ — z = dy(2") et cl(z') = cl(z) dans H(M).

Enfin, ¢ est un homomorphisme : si on a fait les choix (x1,y1,21) pour £ et
(x9,y2,29) pour &, on peut faire les choix (ajx1 + agxg, a1y + a9y, a1z1 + asze)
pour aié] + agée, si bien que d(a1é) + agée) = a10(&1) + a20(&).

c) Montrons que KerH(f) = Imd. Si ¢ = cl(x) vérifie H(f)(¢§) = 0, on a
f(x) € Imdy. Par suite, soit y € N tel que f(x) = dn(y). Il en résulte par définition
de 'homomorphisme d que d(cl(g(y))) = cl(x) = ¢, soit Ker H(f) C Imd.

Réciproquement, si cl(z) = d(cl(x)), ona H(f)(cl(z)) = cl(f(z)) donc est égal
avec les notations du b) a cl(dn(y)) = 0.

d) Montrons que ImH(g) = Kerd. Si d(¢) = 0, soit (x,y,z) un systeme de choix
comme au b) de sorte que 9(£) = cl(z). On a donc z € Imdy. Soit 2/ € M tel
que z = dy(2'). Alors, f(z) = f(dm(?)) = dn(f(Z)) = dx(y) = 0 donc, f étant
injectif, z = 0. Par suite, dn(y) = f(z) = 0. La classe de y dans H(N) vérifie ainsi
H(g) (cl(y)) = cl(g(y)) = cl(x) = ¢, ce qui prouve que ¢ € ImH(g).

Réciproquement, soit ¢ = cl(g(y)) un élément de Im H(g) avec y € Kerdy. Par
définition, d(¢) = cl(z) ou z est 'unique €lément de M tel que f(z) = dn(y) =0,
donc z =0 et d(¢) = 0. ]
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COROLLAIRE 10.4.9. — Considérons une suite exacte de complexes, c’est-a-dive un dia-
gramme commutatif

0 0 0
M, _4 M, Myy1 —
N,_1 N, Nyy1 —
P,_1 P, Ppy1 —
0 0 0

dans lequel les colonnes sont des suites exactes. Alors, il existe pour tout n un homomorphisme
0" : H"(P) — H"TL (M) tel que Uon ait une suite exacte

. — H"(M) — H"(N) — H"(P) s H™ 1 (M) — ...

La démonstration est laissée en exercice. Il faut essentiellement juste vérifier
qu’avec les notations du théoréme, ’homomorphisme ¢ est de degré 1, c’est-a-
dire que pour tout n, ¢(H"(P)) c H"t1(M).

10.5. Exercices

Exercice 10.5.1. — a) Soit M f—0> M; f—1> ﬂ M,, un complexe. Montrer

que ce complexe est une suite exacte si et seulement si pour tout i les suites

(0) — Ker f; = M; £> Ker fi11 — (0) sont exactes.
b) On suppose que A est un corps k et que les M; sont des k-espaces vectoriels

de dimension finie. Soit 0 — M; iR Mo Ly Iy M, — 0 une suite exacte.
n .

Montrer que »](—1)"'dimM; = 0.
i=1

Exercice 10.5.2. — Soit A un anneau, soit M un A-module et soit (a,b) deux élé-

ments de A.
a) Montrer que les applications dj: M — M x M et do: M x M — M définies

par
dy(x) = (ax,bx) et do(x,y) =0y — ax

définissent un complexe M* :

0-MDMxMBZ o
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b) Montrer que H*(M®*) = {x € M;ax = by = 0} et que H*(M*) =
M/ (aM + bM).

¢) On suppose que la multiplication par a dans M est injective. Montrer alors
que la multiplication par b dans M/aM est injective si et seulement si H! (M*) = 0.

Exercice 10.5.3. — Soit A un anneau et I un idéal de A

a) On suppose que 'homomorphisme canonique cl: A — A/I n’admet un
inverse a droite f. Montrer qu’il existe a € I tel que a = a® et I = (a).

b) Si A estintegre montrer que A/I est un A-module projectif si et seulement
sil=0oul=A.

Exercice 10.5.4. — Soit A un anneau et soit 0 — M L N Sp 0 une suite exacte

scindée. Montrer que pour tout A-module X, cette suite induit des suites exactes
scindées

0 — Hom(X, M) 2% Hom(X,N) % Hom(X,P) — 0
et ‘
0 — Hom(P,X) 2% Hom (N, X) <X Hom(M, X) — 0.

Exercice 10.5.5. — Soit A un anneau local noethérien. Notons 1t son idéal maxi-
mal et k le corps résiduel A/nt. Soit P un A-module projectif de type fini.
a) Montrer que P/mP est un k-espace vectoriel de dimension finie.

Notons d cette dimension. et considérons des éléments ey, ..., ¢ € P tels que
(cl(e1),...,cl(eq)) soit une base de P/mP.
b) Montrer a I’'aide du théoréme de Nakayama que (eq,...,¢;) engendrent P

en tant que A-module. En déduire I'existence d’une suite exacte
0—-M-—-A"—-P—0.

c¢) En utilisant I’hypothese que P est projectif, montrer que A" ~ P @ M. En
déduire que dim;(M/mM) = 0.

d) En appliquant de nouveau le théoréme de Nakayama, montrer que M = 0
et donc que P est un A-module libre.

Exercice 10.5.6. — Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A.
a) Montrer que si on a un diagramme commutatif de A-modules

0 E—r—5.¢
l&A J{O[F JQG
0—E Lo

dont les lignes sont exactes, avec ar et ag des isomorphismes, alors ag est un
isomorphisme.
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b) Soient M et N des A-modules. Définir un morphisme naturel de A-modules
aymN : ST'Homp (M, N) — Homg_1, (S™'M,S7IN)

qui soit I'identité pour M = A.

c¢) Démontrer que si M est un A-module libre de type fini, ap,N est un isomor-
phisme.

d) Montrer, a 'aide des questions précédentes, que si A est noethérien et M
est un A-module de type fini, alors ay N est toujours un isomorphisme.

e) Donner un exemple pour lequel ay N n’est pas un isomorphisme.

10.6. Solutions

Solution de Uexercice 10.5.1. — a) Comme Im(f;) C Ker f;;1, on a une applica-

tion f; : M; — Ker(f;;1) bien définie, et un complexe (0) — Ker f; — M; L

Ker fi11 — (0). Dire que ces suites sont exactes revient a dire que I'image de f;
dans Ker f;,1 est égale a Ker f;;1, soit Im f; = Ker f;1. Cela équivaut a I’exacti-
tude du complexe.

b) Si A = k est un corps, et si (0) — Kerf; — M; L Ker fiz1 — (0) est
exacte, on peut trouver un supplémentaire de Ker f; dans M; qui sera isomorphe
a Ker f;11. Ainsi, pour tout i € {1,...,n}, dimM; = dim Ker f;+dim Ker f;;1. (On
anoté f,,1 = 0.) Par suite, on a
(=1)'dimM; = > (=1)"dimKer f; + > (—1)"dim Ker f; 1
1 i=1 i=1

= dimKer fy + (—=1)"dimKer f,;1 = 0.

s

1

Solution de Uexercice 10.5.2. — a) Pour tout x € M, do(di(x)) = do(ax,bx) =
bax — abx = 0 donc d9 o dy = 0.

b) On a B’M®) = Im(0 — M) = 0. On a Z°(M*) = Kerd; donc est 'en-
semble des x € M tels quye ax = bx = 0. Par suite, H'(M®*) = {x € M; ax = bx =

0}.

On a Z*>(M*) = Ker(M — 0) = M tandis que B*>(M®) = Imds. C’est I'en-
semble des ax + by avec x et y € M, donc B?(M®) = aM + 0M. Ainsi, H?(M*) =
M/ (aM + bM) .

¢) Supposons que la multiplication par b dans M/aM est injective. Soit (x,y) €
Z'(M*) = Kerdy. On a donc by = ax. Dans M/aM, bcl(y) = 0, si bien que
cl(y) = 0. Il existe ainsi y/ € M tel que y = ay’. Alors, a(x — by') = 0 et puisque la
multiplication par @ dans M est injective, x = by'. Ainsi, (x,y) = (b, a)') = d1(y).
On a donc prouvé que (x,y) € BH(M®*), d’ou H! (M*) = 0.
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Supposons maintenant que H!(M®) = 0. Soit x € M tel que bcl(x) = 0 dans
M/aM, c’est-a-dire bx € aM. 1l existe alors y € M tel que bx = ay et (x,y) € Kerds.
Comme H!'(M*) = 0, Kerdy = Z'(M*) = B (M*) = Imd, et il existe z € M tel
que (x,y) = di(z) = (az,bz). Par suite, x = az € aM et cl(x) = 0 dans M/aM.
Nous avons donc démontré que la multiplication par b dans M/aM est injective.

Solution de Uexercice 10.5.3. — a) Notons cl ’homomorphisme canonique A —
A/I. Soit f: A/T — A un homomorphisme tel que clof = Ida, 1. Notons b =
f(cl(1)). Comme f est un inverse a droite de cl, cl(b) = cl(f(cl(1))) = cl(1) et
bel+1 Notonsa=1—25 €I Alors, pour tout x € A, f(cl(x)) = f(xcl(1l)) =
x(1 —a).Sixel,onacl(x) =0 si bien que x(1 —a) = 0.

Comme a € I, a(l —a) =0 et a = a®>. On a enfin (a) C 1. Réciproquement, si
x€l,x(1 —a) =0,donc x =ax € (a). Ainsi, I = (a).

b) Si A est intégre, un élément a € A tel que a(l — a) = 0 vérifie a = 0 ou
a=1.Ainsi, I=0oul=A.

Solution de Uexercice 10.5.5. — a) Le A-module P/mP est annulé par m. Il est
donc naturellement muni d’une structure de A/nt-module. Comme 1 est un
idéal maximal, £ = A/m est un corps et P/mP est un k-espace vectoriel.

Soit (x1,...,%,) une famille génératrice finie dans P. Alors, les classes
(cl(x1),...,cl(x,)) engendrent P/mP comme A-module, donc aussi comme
k-espace vectoriel. Par suite, P/mP est un k-espace vectoriel de dimension finie.

b) Soit L le sous-module de P engendré par les ¢;. Soit p € P. Comme les
cl(¢;) forment une base de P/mP, il existe des x; € k tels que cl(p) = D x;cl(e;).
Si a; € A vérifie cl(a;) = x;, il en résulte que p — D] a;¢; appartient a mP. Ainsi,
P =L+ mP.

D’apres le théoreme de Nakayama (corollaire 7.1.8), P = L.

Les ¢; définissent un homomorphisme A% — P. On vient de voir que cet homo-
morphisme est surjectif. Si M désigne son noyau, on a une suite exacte 0 - M —
A" - P — 0.

c) Comme P est projectif, cette suite exacte est scindée et A" ~ M @ P. Alors,
dans cet isomorphisme, m”" s’identifie au sous-module MM @& mP. Ainsi, on a un
isomorphisme de A-modules

A/m)" =A"/m" = (M/mM) & (P/mP).

et comme ces A-modules sont des k-espaces vectoriels, c’est un isomorphisme de
k-espaces vectoriels.
L’égalité des dimensions implique alors

n = dimy, k" = dim (M/mM) + dimy, (P/mP) = dim; (M/mM) + n
donc dim; (M/mM) = 0.
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d) Ainsi, M/mM est I’espace vectoriel nul, donc M = mM. Comme A est noe-
thérien et M un sous-module de A", M est de type fini. Une nouvelle application
du lemme de Nakayama implique ainsi que M = 0. Par suite, ’homomorphisme
A" — P défini par les ¢; est injectif. C’est donc un isomorphisme.

Solution de Uexercice 10.5.6. — a) Si les homomorphismes g et g’ étaient surjec-
tifs, il suffirait d’appliquer le lemme du serpent établi dans le cours. On va redé-
montrer ici ce dont on a besoin.

Montrons que oy est injectif. Soit en effet x € E tel que ag(x) = 0. On a alors
ar(f(x)) = f'(ar(x)) = 0 et comme ar est un isomorphisme, f(x) = 0. Comme
J estinjectif, x = 0.

Montrons que ag, est surjectif. Soit x¥' € E'. Comme ap est un isomorphisme, il
existe y € F tel que ar(y) = f'(x") € F'. Alors, ac(g(y)) = g'(ar(y)) = &'(/'(x')) =
0. Comme ag est injectif, g(y) = 0. Donc y € Kerg = Im f et il existe x € E
tel que y = f(x). Alors, f'(x') = ar(y) = ar(f(x)) = f'(ap(x)). Comme [’ est
injectif, x' = ag(x).

b) Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules. Si I’on compose f avec
’lhomomorphisme canonique N — S~™IN, on en déduit un homomorphisme de
A-modules fi: M — S™IN tel que f;(m) = f(m)/1. Comme S!N est un S~'A-
module, la propriété universelle de la localisation fournit un unique homomor-
phisme ¢: S™!M — S~IN tel que p(m/1) = fi(m) = f(m)/1. On a ainsi construit
un homomorphisme de A-modules

Homa (M, N) — Homg-1, (S7'M,S™IN).

Comme le second membre est un S™!A-module, on peut étendre cet homomor-
phisme de maniére unique en un homomorphisme de S~!A-modules

S~ Homa (M, N) — Homg_1, (S7'M,S™IN).

En particulier, si M = A, f: A — N est de la forme a — af (1), ce qui identifie
Homa (A,N) a N. L’homomorphisme f; vérifie fj(a) = af(1)/1 et on consate
que ’homomorphisme ¢': ST!A — S7IN donné par a/s — (a/s)f(1) est un
homomorphisme tel que ¢'(m/1) = (a/1)f(1) = af(1)/1 donc ¢ s’identifie a
f(1)/1 dans Homg-1,(S7'A,S7IN) = S™IN. Le morphisme f — ¢ correspond
donc au morphisme n — n/1 etl’'unique facon d’étendre ce morphisme en un ho-
momorphisme de S~'A-modules est 'homomorphisme identique ST'N — S~IN,
donc ap N s’identifie a ’homomorphisme identique.

c¢) Supposons que M est un A-module libre de type fini. Soit n le rang de M.
Alors une base de M fournit des identifications

S~ Homy (M, N) ~ S~ Homy (A", N) ~ S™IN"
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et

Hom, (S™'M,S™'N) ~ (S7'N)"
par lesquelles ayNn correspond a l'identité sur chaque facteur, donc est un iso-
morphisme.

d) Comme M est de type fini, il existe un A-module libre de type fini M et
une surjection g: M; — M. Le noyau de g est un sous-module du module de type
fini M;. Comme A est noethérien, Ker g est de type fini et il existe un A-module
libre de type fini My ainsi qu’une surjection f: Mg — Ker g. Autrement dit, on a
une suite exacte

Mo LMy 5 M0

d’ou on déduit, le foncteur Hompy (e, N) étant exact a gauche, une suite exacte

0 — Homa (M, N) % Homa (M;,N) <% Homy (Mg, N).

Comme le foncteur de localisation en la partie multiplicative S est exact, on a
aussi une suite exacte

0 — S~ Homy (M, N) % S~ Homy (M}, N) <5 $~! Homy (Mg, N).

Partant de nouveau de la suite exacte

My LM, &M 0

et utilisant d’abord que la localisation est exacte puis ’exactitude a gauche du
foncteur Hom, on en déduit une autre suite exacte

0 — Homg 1, (S™'M,S™'N) =5 Homg 1, (S™'M;,S™IN)

), Homg 1, (S~'Ms, SIN).

En faisant intervenir les homomorphismes am,N, am;,N €t @M, N, ON s€ retrouve
dans la situation de la premiere question. Il en résulte que ay N est un isomor-
phisme.

e) Prenons A=Z, M =Q/ZetS=2Z)\{0}. Alors, S"!M = 0 puisque tout
élément de M est de torsion. Par suite, HomZ(SflM, S*IN) est nul pour tout
Z-module N et le module d’arrivée de ay N aussi.

Prenons par exemple M = N. Alors, Homz(M, M) n’est pas nul : il contient
Idy De plus, pour tout a # 0, 'endomorphisme aldy de M n’est pas nul : par
exemple a(cl(1/a)) = cl(1) # 0 Ainsi, S™! Homz(M, M) # 0 et ay v ne peut pas
étre un isomorphisme.



Produit tensoriel

Dans ce chapitre, nous introduisons le produit tensoriel de modules et nous en donnons
un certain nombre de propriétés. Malgré les apparences, il n’est pas si difficile que cela
a comprendre. C’est une construction extremement importante car elle fournit un objet
de nature linéaire (un module) qui permi de comprendre les applications bilinéaires.
Ainsi, plutot que la construction qui le définit, la propriété universelle qui le caractérise
s’avere tres pratique a manipuler.

11.1. Définition

DEFINITION 11.1.1. — Soit A un anneau et soit M, N, P trois A-modules. Une appli-
cation bilinéaire de M x N dans P est une application b: M x N — P vérifiant les
propriétés survandes :

— pour tout m € M, Uapplication b(m,): N — P telle que n — b(m,n) est un homo-
morphisme ;

— pour tout n € N, Uapplication b(-,n): M — P telle que m — b(m,n) est un homo-
morphisme.

Autrement dit, on demande que pour tous a, b € A, m, m' € M, n, n’ € N,
soient vérifiées les égalités

b(am + da'm',n) = ab(m,n) +d'b(m',n) et b(m,an+da'n') = ab(m,n) +d'b(m,n).

Exercice 11.1.2. — Soit A un anneau, soit M, M’, N, N’, P, P/ six A-modules. Soit
b: M x N — P une application bilinéaire, et f/: M — M, g: N - N, h: P — P/
trois homomorphismes de modules. Alors, I'application §': M’ x N’ — P’ définie
par V' (m',n') = h(b(f(m'),g(n"))) estune application bilinéaire.

La construction « produit tensoriel » fournit pour tout couple (M,N) de A-
modules un A-module M ®4 N et une application bilinéaire M x N — M @ N
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telle que toute application bilinéaire M x N — P provienne d’un homomorphisme
M s N — P.

11.1.3. Construction. — Considérons le A-module libre L = AM*N) de base
M x N. On note ¢y, les vecteurs de la base. Soit R le sous-A-module de L
engendré par les éléments suivants :

€ (m,n) — €(am,n)>

a€(mn) — A(m,an)>

C(m+m';n) — €(mn) — €'
el Amptn’) = E(mn) ~ E(man')>

lorsque a € A, m et m' parcourent M, n et n’ parcourent N. On définit alors le
A-module M ® N comme le quotient :

M @4 N = L/R.

On note m @ n la classe de ¢(y,,)) dans M ®4 N.

En particulier, on a les relations suivantes dans M @ N :

—a(m®n) = (am) @n=mQ (an) ;

- (m+m)y@n=me@n+mn' @n;

-m@(n+n)=mn+men.

Un élément de M ®a N est appelé tenseur Un élément de M ®4 N de la forme
m@n pour m € M et n € N est appelé tenseur décomposé.

Remarque 11.1.4. — Le produit tensoriel de deux modules est engendré par les
tenseurs décomposés.

THEOREME 11.1.5. — Soit A un anneau et soit M, N deux A-modules.

L'application M x N — M ®a N définie par (m,n) — m @ n est bilinéaire.

De plus, pour tout A-module P et toute application bilinéaire b: M x N — P, il existe
un unique homomorphisme f: M ®x N — P tel que pour tout (m,n) € M x N, on ait
f(m®@n) =b(m,n).

Démonstration. — Sia,d € A, m,mW e Metn e N, on a
(am+dm') @n = (am) @n+ (dm') @n=a(men) +d(m @n)
et
m@ (an+dn')=me (an) +m' @ (a'n') =a(m@n) +d (men).
Cela signifie bien que I’application (m,n) — m ® n est bilinéaire.
Soit maintenant b: M x N — P une application bilinéaire. S’il existe un homo-

morphisme f: M ®a N — P tel que f(m ®@n) = b(m,n), f est déterminé sur les
tenseurs décomposés. Comme ceux-ci engendrent M ®4 N, un tel f est unique.
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Pour construire f, nous allons revenir a la définition du produit tensoriel comme
quotient /R, L. étant le A-module libre de base M x N et R le sous-module des
relations introduit plus haut. La propriété universelle des modules libres implique
qu’il existe un unique homomorphisme ¢: AM*N) _, P tel que @(e(mmn)y = b(m,n).
Il faut alors montrer que le noyau de ¢ contient R. On en déduira un unique
homomorphisme f: L/R — P tel que f(m®@n) = f(cl(emn))) = b(m,n).

Comme le noyau de ¢ est un sous-module de R, il suffit de vérifier qu’il contient
la famille donnée de générateurs de R. Or, on a

ab(m,n) — b(am,n) = 0
ab(m, )—b(man):O

b(m+m',n) —b(m,n) —b(m',n) =0
b

Qﬁ(aem n — Camn

)
p(aemn — eman)
)
)

go(em—i-m’,n — lmn — '

@ (emmin — — Cp (m,n+n") —b(m,n) —b(m,n') =0

en raison de la bilinéarité de b. Par suite, R C Kerg et il existe un homomor-

phisme f tel que f(m @ n) = b(m,n). U

PrROPOSITION 11.1.6 (Fonctorialité du produit tensoriel). — Soit f: M — Mo et
g: N1 — No deux homomorphismes de A-modules. Il existe alors un unique homomor-
phisme de A-modules

f®g: M; ® N1 — Mo ®4 Ng

tel que pour tout m € My et toutn € N1, on ait (f @ g)(m®@n) = f(m) @ g(n).
De plus, si f': Mo — Mg et g': No — Ng sont deux autres homomorphismes, alors

(o) @(gog)=(S"®g)o(f®g).

Démonstration. — D’apres la propriété universelle (théoreme 11.1.5), il suffit de
montrer que I’application

M; x Ny _’MQ ®AN2> (m7n) '_’f(m)@)g(n)

est bilinéaire. Or, si m et m' sont dans My, n et n’ dans Mo, a et b dans A, on a

flam+bm') @ g(n) = (af (m) +bf (m')) @ g(n) = a(f(m) @ g(n)) +b(f(m') @ g(n))
et
m®@ g(an+bn') =m@ (ag(n) +bg(n')) = am® g(n) +bm @ g(n')

d’ou la bilinéarité requise pour I’existence d’un unique homomorphisme f ® g
tel que (f ®g)(m@n) = [(m) ® g(n).
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Pour établir I'égalité ("o f)®(g'og) = (f'®g') o (f®g), il suffit de remarquer
que 'on a pour tout (m,n) € M1 ® Ny,

(f'of)® (g og)(men) = (fof)(m)® (g og)(n) =f(f(m)® g (gn))
=(f'@g)(fm)®gn) = (/@) ((f®g) (men))
=((f'®d)o(f@g)(memn).

Comme les tenseurs décomposés engendrent M ® N, I’égalité vaut pour tout élé-
ment de M ® N. U

11.2. Quelques propriétés

On démontre dans ce paragraphe quelques propriétés utiles du produit tenso-
riel. Leurs démonstrations sont un peu fastidieuses mais néanmoins faciles et les
comprendre en détail permet de se familiariser avec cette notion.

PROPOSITION 11.2.1. — Soit A un anneau et soit M, N deux A-modules. 1l existe un
unique homomorphisme de A-modules i: M @A N — N ®a M tel quei(m @ n) =n Q@ m.
C’est un isomorphisme.

Démonstration. — L’application de M x N dans N ® M qui a (m,n) associe n @ m
est bilinéaire. Il existe par suite un unique homomorphisme i: M@A N — N®@a M
tel que pour tout (m,n) € M x N, i(m®n) =nQ m.

De méme, il existe un unique homomorphisme j: N®s M — M ®a N tel que
j(n®m) =m®n pour tout (m,n) € M x N.

Alors, si (m,n) e M x N, joi(m®n) = j(n®m) =m @ n. Comme les tenseurs
décomposés dans M@N engendrent M®N, joi = Idmgn. De méme, ioj = IdNgm.-
Par suite, i et j sont des isomorphismes. [

PROPOSITION 11.2.2. — Soit A un anneau et soit M, N, P trois A-modules. 1l existe un
unique homomorphisme de A-modules : M @A (N®@aP) — (M ®@a N) ®a P tel que pour
tout (m,m,p) EM X NxP,omaita(m®@ (n@p)) =(mMen) p.

De plus, c’est un isomorphisme.

On pourra donc sans dommage oublier les parentheéses et écrire M ®a N ®a P.

Démonstration. — Si m € M est fixé, 'application qui associe au couple (n,p) €
NxP le tenseur (m®n)®p est bilinéaire. Il existe ainsi un unique homomorphisme
¢m de N®a P dans (M ®a N) ®a P par lequel » ® p a pour image (m ® n) ® p. De
plus, 'application m — ¢, est linéaire : il faut vérifier que pour tous m, m’ € M et
tous a, d € A, Qunyam = APy + d @, ¢ estd-dire que pour tout v € N ®4 P,

§0am+a’m’(v) = agm (v) + dl?’m’ ('U)
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Pour démontrer que deux homomorphismes de N ®4 P dans un module sont
égaux, il est suffisant de vérifier qu’ils coincident sur une partie génératrice de
N ®a P, en 'occurrence sur les tenseurs décomposés n @ p. Or, on a

Pantam (0@ p) = ((am+d'm') @n) @ p
=(am@n+adm @n) @ p
=am@n)@p+d(men) @p
= apn(n® p) +d'pw (n @ p).

Ainsi, I'application de M x (N ®a P) dans (M ® N) ®a P) qui a (m,v) asso-
cie @, (v) est bilinéaire, d’ou un unique homomorphisme «¢: M ®x (N ®4 P) —
(M ®a N) ® P) tel que a(m ® v) = ¢, (v) etdonc a(m®@ (n®p)) = (Mn) p
pour tout (m,n,p) € M x N x P.

On construit de méme un homomorphisme f: (MRAN)@AP) — M®a (N®@aP)
tel que f(mM®n) @p) =m® (n@p). Comme aof((MRn)®p) =a(m@ (n®pP)) =
(m®n) ®p, et comme ces tenseurs décomposés engendrent (M @ N) @A P, o f
est I'identité de (M ®a N) ®a P. De méme, f o« est'identité de M ®x (N Q4 P).
Ce sont donc des isomorphismes. O

PROPOSITION 11.2.9. — Soit A un anneau, 1 un idéal de A et M un A-module. Alors, il
existe un unique homomorphisme de A-modules M@a (A/1) — M/IM tel que m®cl(1) —
cl(m). C’est un isomorphisme.

En particulie, M @A A ~ M.

Démonstration. — Un tel homomorphisme doit associer a m ® cl(a) = am @ cl(1)
I’élément a cl(m) = cl(am). Or, I'application de M x (A/I) dans M/IM qui associe
a (m,cl(a)) la classe de am est bien définie (si cl(a) = cl(b),a—b el etam—bm e
IM) et est bilinéaire. Il existe ainsi un unique homomorphisme ¢: M ®4 (A/I) —
M/IM tel que ¢(m @ cl(1)) = cl(m) pour tout m € M.

Considérons I’homomorphisme 19p de M dans M ®a (A/I) tel que
m—m®cl(l).SiacletmeM,ona

Yo(am) = (am) @ cl(l) =a(m®@cl(l)) =m® (acl(l)) =mRcl(a) =m®0=0

donc tout élément de la forme am avec a € I et m € M est dans le noyau de . Ces
éléments engendrant IM, IM C Ker, d’oti par passage au quotient un unique
homomorphisme de A-modules ¢: M/IM — M ®a (A/I) tel que ¢ (cl(m)) =
mQ cl(1).
SimeM,ona
P (c(m))) = p(m @ cl(1)) = cl(m)
tandis que sim € M et a € A,

Y(p(m@cl(a))) = (cl(am)) = (am) @ cl(l) = am @ cl(1) =m & cl(a)
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si bien que p oy = Idvm /v et ¢ o = Idmg(a/1)- Ce sont donc des isomorphismes.
O

Remarque 11.2.4. — Soit un homomorphisme f: M ®s N — P

dont on veut prouver que c’est un isomorphisme. Il est en général assez facile
de montrer qu’il est surjectif : souvent, on peut en effet construire les inverses
d’assez d’éléments de P pour engendrer P. En revanche, il est plus difficile de
montrer directement I'injectivité car il faudrait prouver que pour toute combinai-
son linéaire ) m; ® n; dont I'image est nulle, la combinaison linéaire »m; @ n; est
nulle, c’est-a-dire exprimer le vecteur ey, ) de AMN) comme combinaison
lin€aire des relations €lémentaires.

I1 est utile de remarquer le fait suivant : si f est un isomorphisme, tout élément
de P a une unique image réciproque. Ainsi, dans la démonstration de la surjecti-
vité, on a quasiment trouvé une formule pour 'inverse g de f. Il faut alors juste
vérifier que cette formule est bien vérifiée (typiquement, on connait I'image par g
de générateurs de P mais il faut s’assurer que les relations entre générateurs vont
bien vers 0), puis que f et g sont inverses I’'un de ’autre.

THEOREME 11.2.5. — Soit A un anneau. Soit (My)cs une famille de A-modules et soit
P un A-module. Pour s € S, notons iy et j; les homomorphismes canoniques My — @ M;

N
e M;@P - PM;®P).
Alors, l'unique homomorphisme

w: @( s QA P) — @M ®P

sES seS

tel que pour tout s € S, w o j; = i; ® Idp est un isomorphisme.

Démonstration. — L’existence et I'unicité d’un tel homomorphisme « provient de
la propriété universelle des sommes directes. Nous allons construire I'inverse de
«. Or, considérons I'application

(M) xP— (M, @aP)

qui associe au couple (Y] my, p) le tenseur Y] (ms @ p). Elle est bilinéaire (exercice)
seS seS
si bien qu’il existe un unique homomorphisme

p: | EPM; | @ PEP (M, @4 P)

seS seS

tel que F((Xms) @ p) = D (ms ® p). De plus, foa et @o f sont I'identité. ]

s
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COROLLAIRE 11.2.6. — Soit A un anneau, S et T deux ensembles. Alors,
AG) @x AD ~ AGXT)
Le produit tensoriel de deux modules libres est libre.

Deémonstration. — On a en effet
AV AT = (@A) era™ - @ (1era")
seS seS
— @A(T) - @A = AGXD),

seS sES

teT
O]
Exercice 11.2.7. — Si M est un A-module libre de base (ej,...,e,) etsi N estun A-

module libre de base (f1,..., fu), montrer que la famille (¢; ® fj) pour 1 <i<m
et 1 <j < n estune base de M ®a N.

THEOREME 11.2.8 (Exactitude a droite du produit tensoriel)

Soit A un anneau et soit M un A-module. Alors, pour toute suite exacte Py L Py LN

Ps — 0, la suite

Idy ® Idy ®
M @a P19 Mgy Py -2, M @ Py — 0
est encore exacte.
Le foncteur « produit tensoriel par M », P — M ® P, est exact a droite.

Démonstration. — Exactitude en M ® P3. — On doit prouver que I’homomorphisme
Idvy ®g est surjectif. Or, si m € M et z € P3, soit y € Py tel que g(y) = z, ce
qui est possible car g est surjectif. Ainsi, I'image de Idy ®g contient les tenseurs
décomposés de M ® Ps. Comme ceux-ci engendrent M®x Ps, Idy ®g est surjectif.

Exactitude en M ® Po. — L'inclusion Im Idy ® f C KerIdy ®g résulte du fait que
(Idm ®g) o (Idm ® f) = Idm ®(go f) = 0. Dans ’autre sens, il est illusoire d’espérer
démontrer directement que si v € M®a P9 est tel que (Idy ®¢) (v) = 0, alors v est
dans I'image de Idy ® f. (Relire la remarque 11.2.4. Mais que le lecteur incrédule
ne se prive pas d’essayer!)

En raison de la surjectivité de Idy ®g, le résultat a démontrer est équivalent au
fait que Idy ®g¢ induit un isomorphisme go: (M ® P2)/Im(Idy ® f) ~ M ® P3 et
nous allons de fait construire une application réciproque. Définissons une appli-
cation h: M x P3 - (M ® P9)/Im(Idy ® f) comme suit : si (m,z) € M x Pg, soit
y € Py tel que g(y) = z. L’élément m®y de M ® Py n’est bien défini mais si y' € Py
vérifie g(y') =z, onay —y € Kerg = Im f. Soit x € P; tel que f(x) =y —y, alors

mey -—my=m®(y —y) =ne f(x) = (ldu®/) (m @ x),
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si bien que la classe cl(m ® y) dans (M ® P9)/Im(Idy ® f) est, elle, bien définie.

On définit h(m, z) comme cette classe.

L’application h est bilinéaire : si z et 2’ sont dans Ps, si g(y) = z et g(y') = 72/,

on a g(ay + by') = az + b2’ si bien que
h(m,az +bz') = cl(m® (ay+ b)) =aclim®y) +bcl(mQy)
= ah(m,z) + bh(m,7")

et

h(am +bm',z) = cl((am +bm') @ y) =acl(m®y) +bcl(m' Qy)
= ah(m,z) + bh(m',z).

Il existe ainsi un unique homomorphisme %y: M @ P3 — (M ® P9)/Im(Idy ® f)
tel que ho(m ® g(y)) = cl(m ® y) pour tout m € M et tout y € Po.

Alors, pour tout m € M et tout y € P9, on a

ho o go(cl(m®y)) = ho(m® g(y)) = cl(m ®y).
Comme ces classes engendrent (M ® Po)/ Im(Idy ®f), ho o go = Id. De méme, si
m e M, z € Pg etsiy e Py vérifie g(y) =z,0ona
gooho(m®z) = go(cl(m®y)) =m®g(y) =mez

Il en résulte encore que gp o hy = Id. Ainsi, hy et gop sont des isomorphismes
réciproques I’'un de I'autre. O

DEFINITION 11.2.9. — Soit A un anneau et M un A-module. On dit que M est plat si
et seulement si le foncteur « produit tensoriel par M » est exact.

PROPOSITION 11.2.10. — Si la suite exacte de A -modules
S g
0—P; >Ps>P3—0

est scindee, alors pour tout A-module M, on a une suite exacte scindée

0 — Max P - M gn Py - Mgy Py — 0
Démonstration. — Soit h: P9 — Py un inverse a gauche pour f et considérons
I’lhomomorphisme
Idy @h: M @4 Po — M ®4 Py.
Il vérifie
(Idm ®@h) o (Idu ®f) =ldmM®(ho f) =Idy ®Idp, =Id
donc est un inverse a gauche de Idy ® f.

Par suite, Idy ® f est injectif et 'on a bien une suite exacte scindée comme
annoncé. ]
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11.3. Changement de base

Soit A un anneau, soit M et N deux A-modules. Si ¢ est un endomorphisme
de N, Idy ®¢ est un endomorphisme de M ® N. Un cas particulier important
est celui ou N est une A-algebre B. Dans ce cas, pour tout b € B, on dispose
d’un endomorphisme A-linéaire u;, de multiplication par b dans B. Alors, Idy ®@uy
est un endomorphisme de M ®a B, d’ou une application B — Ends (M ®a B).
Mais rappelons une remarque qu’on avait faite au chapitre 6 (remarque 6.1.4) :
une structure de B-module sur un groupe abélien P est équivalente a la donnée
d’un homomorphisme d’anneaux (non commutatifs) B — End(M). Par cette
remarque, M ®4 B est donc muni d’une structure canonique de B-module.

THEOREME 11.8.1. — Soit A un anneau, B une A-algebre. Pour tout A-module M, il
existe une unique structure de B-module sur M®a B tel que pour tout b € B et tout m € M,
bim®1)=m®b.

De plus, si f: M — N est un homomorphisme de A-modules, ’homomorphisme canonique
f ® Idp est B-linéaire.

En d’autres termes, la construction « produit tensoriel par B » est un foncteur
de la catégorie des A-modules dans celle des B-modules. C’est le foncteur de
changement de base de A a B.

Démonstration. — Les remarques qui précedent I’énoncé du théoréme prouvent
effectivement 1’existence d’une telle structure de B-module. Montrons 'unicité :
il suffit de remarquer que la formule donnée détermine bv pour tout tenseur
veM@aBettoutbeB.Orsiv=>m®b
bv =0 m ®b;) = D b(m; @b;) =D b(bi(m; ® 1))
= ) (i ® 1) = Symi @ (Bhy).
Enfin, si f: M — N est un homomorphisme de A-modules, ’homomorphisme
J ®Idp est additif. Il reste a prouver qu’il est B-linéaire : si v = >\ m; @ b; € M@, B
etsibeB,ona
(f®Idp) (bv) = (f @ Idg) (6(Xmi ® b;)) = (f @ Idp) (2mi ® (bbi))
= f(m) ® (bbi) = b3 f(mi) ® by)
=b(f ®Idp) (v).
O

PROPOSITION 11.8.2. — Soit A un anneau et M un A-module. Soit B une A-algebre et
N un B-module. 1l existe une unique application o: Homp (M, N) — Homp (M®g, N)
telle que pour tout p € Homp (M, N) et tout m € M, a(p)(m ® 1) = p(m). De plus,
est un isomorphisme de A-modules.
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Dans I’écriture Homa (M, N), N est considéré comme un A-module via le fonc-
teur d’oubli de la structure de B-module. On dit ainsi que le foncteur de change-
ment de base est adjoint a gauche au foncteur d’oubli et que le foncteur d’oubli est
adjoint a droite au foncteur de changement de base.

Démonstration. — Justifions tout d’abord que « est bien défini. Si a(p) est B-
linéaire et vérifie a(¢)(m ® 1) = ¢(m), on aura

a(p)(m@b) = a(p) (b(m@ 1)) = ba(p)(m & 1) = bp(m).

Remarquons alors que I'application M x B — N qui a (m,b) associe bp(m) est
bilinéaire. Il existe ainsi un unique homomorphisme M®x B — N tel que m® b —
bp(m). Notons cet homomorphisme a(¢).

Alors, si a, d' € A et ¢, ¢’ € Homp (M, N), les homomorphismes a(ap + d'¢’) et
aa(p) + d'a(¢') associent tous deux & m ® 1 I’élément ap(m) + a'¢’(m) de N. Ils
sont donc égaux et a: ¢ — a(p) est ainsi A-linéaire.

Montrons enfin que c’est un isomorphisme. Nous allons pour cela construire
I’isomorphisme réciproque. On associe tout simplement a 1y: M ®4 B — N T'ho-
momorphisme f(¢/): M — N composé de ¢ et de ’homomorphisme canonique
M — M ®a B qui a m associe m ® 1. Autrement dit, f(i) (m) =y (m® 1).

On a alors pour tout ¢ € Homp(M ®a B, N) et tout m € M I’égalité

a(f())(m@ 1) = () (m) = ¢ (m @ 1)

si bien que « o f(¢) = v, tandis que pour tout ¢ € Homp (M, N) et tout m € M,
Bla(p))(m) = a(p)(m@ 1) = p(m)

si bien que f o a(p) = ¢. Ainsi, @ et f sont des isomorphismes réciproques I’'un
de I'autre. [

PROPOSITION 11.8.9. — Soit A un anneau et soit S une partie multiplicative de A. Pour
tout A-module M, il existe un homomorphisme canonique de S~ A-modules M @ S™1A —
S—IM el quem @ 1 +— m/1. Clest un isomorphisme.

Puisque le foncteur de localisation en toute partie multiplicative est exact (pro-
position 6.5.8), on en déduit immédiatement le fait suivant :

COROLLAIRE 11.8.4. — Pour tout anneau A et toute partie multiplicative S de A, la
A-algebre STYA est un A-module plat.

Démonstration de la proposition. — Un tel homomorphisme a: M ® SIA — STIM
associe a m ® (a/s) I'élément am/s de S=IM. 11 est bien défini car I’application
M x S71A = S—IMm qui associe au couple (m,a/s) I’élément am/s est bilinéaire.
(On aurait aussi pu appliquer I'isomorphisme d’adjonction a I’homomorphisme
canonique M — S~IM.)
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Pour voir que c’est un isomorphisme, nous construisons sa réciproque. Pour
cela, on part de ’homomorphisme canonique M — M®a S~1A tel quem— me1.
Comme M ®5 S™!A est un ST!A-module, il existe d’aprés la propriété universelle
de la localisation un unique homomorphisme f: ST!M — M ®4 S7'A tel que
m/1—mx 1.

Alors, p et a sont inverses 'un de I'autre. [

11.4. Adjonction et exactitude

Dans ce paragraphe, on profite de I’exemple fourni par le produit tensoriel
pour donner un complément au chapitre d’algebre homologique.

PROPOSITION 11.4.1. — Soit A un anneau et soit
M—-N-—-P—0

un complexe de A-modules. Alors, ce complexe est exact si et seulement si pour tout A-module

L, la suite
0 - Hom(P,L) — Hom(N,L) — Hom (M, L)
est exacte.
Démonstration. — Si I'on a une suite exacte M — N — P — 0, le fait que le

foncteur Hom (e, L) soit exact a gauche implique que pour tout A-module L, la
suite 0 - Hom(P,L) — Hom(N,L) — Hom (M, L) est exacte.

Réciproquement, notons f: M — N et g: N — P les homomorphismes interve-
nant dans le complexe M - N — P — 0.

Montrons que g est surjectif. Posons L. = P/g(N) = Cokerg et soit ¢ €
Hom (P, L) la surjection canonique. Son image dans Hom (N, L) par ’homomor-
phisme Hom(P,L) — Hom(N, L) induit par g est égale a ¢ o g donc est nulle
puisque par construction Ker g = Im g. Par hypotheése, ’homomorphisme og est
injectif, d’ou ¢ = 0. Ainsi, Imp =L =0 et g(N) =P.

Montrons que Ker ¢ = Im f. Par hypothese, gof = 0 donc Im f C Ker g. Posons
L = N/Im f et soit ¢ € Hom(N, L) ’homomorphisme canonique. Par construc-
tion, ¢ o f = 0, c’est-a-dire que ¢ appartient au noyau de I’homomorphisme
Hom(N,L) — Hom (M, L) induit par f. Par suite, ¢ appartient a I'image de I’'ho-
momorphisme Hom (P,L) — Hom(N, L) induit par g et il existe ¢» € Hom(P,L)
tel que ¢ = o g. Alors, si x € Ker g, ¢(x) = 1(g(x)) =0 donc x € Im f. [

DEFINITION 11.4.2. — Soit A un anneau. Soit I et G deux foncteurs de la catégorie
de A-modules dans elle-méme, F étant contravariant et G covariant. On dit que G est un
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adjoint a gauche de I et que I est un adjoint a droite de G s7il existe pour tous A-modules
M et N un isomorphisme

apn: Homa (G(M),N) — Homy (M, F(N))

tel que pour tout couple d’homomorphismes g: M — M’ et f: N — N/, on ait un dia-
gramme commutatif

g/
Homy (G(M'), N) —= Homa (M/, F(N)) .
fonoG(g)J{ lF(f)o-og
Homa (G(M),N') ™, Homy (M, N')

PROPOSITION 11.4.3. — Soit A un anneau. Un foncteur covariant G qui est un adjoint
a gauche est exact a droite.

Démonstration. — Partons d’une suite exacte M — N — P — 0. On doit prouver
que son image G(M) — G(N) — G(P) — 0 par le foncteur G est encore exacte.
Pour cela, il suffit d’apres la proposition 11.4.1 de démontrer que pour tout A-
module L, la suite

0 — Hom(G(P),L) — Hom(G(N),L) — Hom(G(M), L)

est exacte. Or, si I est un foncteur donc G est I’adjoint a gauche, cette suite
s’identifie a la suite

0 — Hom(P, F(L)) - Hom(N, F(L)) — Hom(M, F(L)).

Comme on était parti d'une suite exacte M — N — P — 0, la proposition 11.4.1
montre que cette suite est exacte, ce qu’on voulait démontrer. O

L’'intérét de ces généralités vient qu’on peut les appliquer au produit tensoriel
pour démontrer son exactitude a droite de maniéere plus conceptuelle (mais plus
abstraite aussi).

THEOREME 11.4.4. — Soit A un anneau et soit P un A-module. Le foncteur « produit
tensoriel par M », M — P @A M est un adjoint a gauche du foncteur Homp (P, e) .

Démonstration. — Pour tout couple (M, N) de A-modules, il nous faut construire
un isomorphisme ay,N: Homp (P ®4 M,N) — Homp (M, Hom (P, N)). Avant de
donner une formule, interprétons les deux membres avec des mots. D’apres la
propriété universelle vérifiée par le produit tensoriel, Homa (P @4 M, N) est I’en-
semble des applications bilinéaires de P x M dans N. Or, une telle application bili-
néaire b est une application linéaire en chacune des variables. En particulier, pour
tout m, elle induit une application linéaire b(-,m) de P dans N. Réciproquement,
une famille d’applications linéaires (by,)necm de P dans N telle que 'application
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m +— by, soit linéaire correspond exactement a une application bilinéaire de P x M
dans M.

Si’on veut, voici une formule. Si b € Hom(M®a P, N), am N (0) estapplication
linéaire qui associe a m € M I'application linéaire p — b(m ® p).

Enfin, si g est un homomorphisme M — M’ et f un homomorphisme N — N/,
on doit comparer les deux homomorphismes

Homa (M’ @ P,N) -, Hom, (M, Homa (P, N)) 2°%, Homa (M, Hom (P, N'))

et

foeo(g®Idp)
R RGASY

Homu (M’ ® P,N) Homp (M ® P,N') SN Homyu (M, Homy (P, N')).

Soit b € Hom (M’ ®P, N) et calculons ses images ¢; (b) et po(b) par les deux lignes.

Tout d’abord, ayy N(b) est application linéaire M’ — Homy (P, N) définie par
m — (p — b(m' ®p)). Par suite, ¢1(b) est’application linéaire M — Homy (P, N)
définie par m — (p — g(b(f(m) @ p))).

Ensuite, I'image de b par 'homomorphisme foeo (g®Idp) est’application de
M ® P dans N’ telle que m ® p +— g(b(f(m) ® p)). Par suite, po(b) associe d m € M
I’applicatin linéaire p — g(b(f(m) @ p)).

Les deux expressions ¢1(b) et p9(b) coincident, ce qui achéve la démonstration
du fait que le foncteur produit tensoriel par P est ’adjoint a gauche du foncteur

Hom(P, e). [
COROLLAIRE 11.4.5. — Le foncteur produit tensoriel est exact a droite.
Exercice 11.4.6. — Ecrire les énoncés analogues a ceux de ce paragraphe en échan-

geant droite et gauche :

a) Donner un critére pour I'exactitude d’une suite 0 — M — N — P en termes
de suites de la forme 0 — Hom(L,M) — Hom(L,N) — Hom(L,P) lorsque L est
un A-module quelconque.

b) Montrer qu’un foncteur qui est adjoint a droite est exact a gauche.

11.5. Exercices

Exercice 11.5.1. — Soient m et n deux entiers > 1 premiers entre eux. Montrer
que

(Z/mZ) ®z (Z/nZ) = 0.
Exercice 11.5.2. — Soit X un espace topologique. Montrer

Z (X,R) ®r C ~ & (X, C).
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Exercice 11.5.3. — Soit M un A-module ; notons MV = Hom (M, A).
a) Soit N un A-module. Montrer qu’il existe un unique homomorphisme de
A-modules
®: MY ®4 N — Homy (M, N)

qui associe 2 9 ® n (pour ¢ € MY et n € N) ’homomorphisme m s ¢(m)n.

b) Montrer que ® est un isomorphisme si M est libre de type fini. Est-ce que
® est un isomorphisme en général ?

c¢) Montrer qu’il existe un unique homomorphisme de A-modules

t:MV®AM—>A

tel que t(p ® m) = p(m).
On suppose que M est libre de rang fini et que N = M. Reconnaissez-vous
I’lhomomorphisme

Lo® ! :Endy(M) — A ?

Exercice 11.5.4. — Soit M un Z-module.

a) Montrer que M ®z Q est sans torsion.

b) Soit S =Z\ {0}. Montrer que M ®z Q est isomorphe a S™IM.

c¢) Montrer que My, est égal au noyau de ’homomorphisme naturel M —
M ®z Q

Exercice 11.5.5. — Soit A un anneau local noethérien, notons 1 son idéal maxi-
mal et k = A/m le corps résiduel.

Soient M et N deux A-modules de type fini, N étant en outre supposé libre sur
A. Soit f: M — N un homomorphisme de A-modules tel que '’homomorphisme

f:M@rsk—NQpk

soit un isomorphisme.
Montrer que f est un isomorphisme.

Exercice 11.5.6. — Soit p un nombre premier et A 'anneau Z/p?Z. Soit M un A-
module de type fini. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) M est un A-module libre;
(2) M estun A-module plat;
(3) si m € M vérifie pm = 0, il existe m’ € M tel que m = pm’.

Exercice 11.5.7. — Soient k un anneau, A et B deux k-algebres. Montrer que I’ap-
plication
((a®b), (d @) — (ad') ® (bb')

munit A ®; B d’une structure de k-algebre.
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Exercice 11.5.8. — Soient I et | deux idéaux de A. Montrer qu’il existe un isomor-
phisme de A-modules

(A/T) ®a (A/]) = A/(T+]).

Expliciter un tel isomorphisme qui est en outre un isomorphisme d’anneaux.

Exercice 11.5.9. — Soient M et N deux A-modules.

a) On suppose que M et N sont de type fini. Montrer que M ®4 N est de type
fini.

b) On suppose que M est un A-module noethérien et que N est de type fini.
Montrer que M ®4 N est noethérien.

¢) On suppose que M est un A-module artinien et que N est de type fini.
Montrer que M ®a N est artinien.

d) On suppose que M et N sont de longueur finie. Montrer que M ®a N est
de longueur finie, et que

lAa(M®a N) <y (M)ls(N).

Exercice 11.5.10. — Soit A un anneau local intégre de corps des fractions K et
d’idéal maximal nt. Soit M un A-module de type fini tel que
dimA/m M/mM = dimg M ®4 K.

Montrer que M est libre.

11.6. Solutions

Solution de Uexercice 11.5.1. — Un élément de (Z/m) ® (Z/n) est somme de ten-
seurs a®b, avec a € Z/m et b € Z/n. Considérons un tel tenseur et montrons qu’il
est nul. Soient u et v € Z tels que um + vn = 1. Alors,

a®b=1(a®b)

= (um + vn) (a ® b)

=um(a® b) +vn(a® b)

= (uma) @ b+ a ® (vnb)

=0®b+a®0=0.
Par suite, tout élément de (Z/m) ® (Z/n) est nul, donc

(Z/mZ) @z (Z/nZ) = 0.

Solution de Uexercice 11.5.2. — L’application

Z (X,R) x C — Z(X,C)
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définie par (f,z) — zf est bilinéaire, d’ot un homomorphisme
Z (X,R)®r C — & (X,C).
D’autre part, I’application
Z(X,C) - &(X,R)®rC
définie par
[feR()1+3I()) @i

est linéaire, et est I'inverse de I'application précédente. On a donc un isomor-
phisme.

Solution de Uexercice 11.5.3. — a) L’application
MY x N — Homy (M, N)

qui envoie (@, n) sur 'homomorphisme m — @ (m)n est A-bilinéaire. Il existe ainsi
un unique homomorphisme ® comme demandé.

b) Supposons que M est libre de rang n. Soit (eq,...,e,) une base de M. On
dispose alors de la base duale de MY, (¢1,...,9,), définie par p;(¢j) = 1sii=
et p;(ej) = 0 sinon.

Montrons que @ est un isomorphisme. Alors, I'application

V¥ : Homa (M,N) - MY @ N

Jepefla)+:-+on® [(en)
est un homomorphisme de A-modules. Si f € Homp (M, N),

P(Y(f))(er) =P Z% ® f(¢j))(ei)
=Z¢j ei) f(¢j) = [(e),
J

dong, les ¢; engendrant M, ®(¥(f)) = f. Réciproquement, si p € M et n € N,
V(®(p@n)) =V (m— p(mn)

—2% (p(ei)n)
= Zso €)Pi) @n
:¢®n’

donc, les ¢ ® n engendrant MY ®@ N, ¥ o ® = Id. Par suite, ® et ¥ sont des
isomorphismes réciproques I’'un de I'autre.
c¢) L’application
MY x M, (p,m) — p(m)

est bilinéaire, d’ou I’existence et I'unicité de ’homomorphisme ¢.
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Supposons maintenant que M = N est libre de rang n. Soit (eq,...,¢,) une base
de M, et notons (¢1,...,9,) la base duale. Alors, les ¢; ® ¢; forment une base de
MY ®M, I’endomorphisme correspondant de M étant donné dans la base (¢;) par
la matrice E;; (des 0 partout sauf un 1 sur la j€ ligne et la i¢ colonne. L’image
de E;; par t o @1 est alors @i(ej) = 1sii = j, et 0 sinon. Par suite, I'image de la
matrice U = (a;;) par {o @1 est’élément Y a;; de A. Cest la trace de U.

1
Solution de Uexercice 11.5.4. — a) La multiplication par ¢ € Z* est un isomor-
phisme de M ®z Q. Son inverse est en effet donné par

mx—me (x/a)
qui est bien définie. Alors, si am = 0, on a nécessairement m = 0.
b) L’application M x Q — S™!M donnée par (m,a/b) — (am)/b est bilinéaire,
donc définit un homomorphisme f: M ® Q — S™IM.
D’autre part, on peut définir un homomorphisme dans I’autre sens g : S™!M —
M ® Q par g(m/b) = m ® (1/b). En effet, si m/b = m'/V, c’est qu’il existe a € Z*
tel que ab'm = abm’. Alors,

m® (1/b) = (amb') @ (1/abb’)
= (abm’) @ (1/abb’)
=m' @ (1/V).

Enfin, f(g(n/8)) = f(m ® (1/b)) = m/b et g(f(m @ (a/b))) = glam/b) =
am ® (1/b) = m ® (a/b), si bien que fog =1d, go f = 1Id et f et g sont des
isomorphismes. Par conséquent

S™IM ~ M @z Q.
c¢) L’homomorphisme naturel ¢ : M — M ® Q est le composé de
M-S'MEMeQ.

On a vu que g est un isomorphisme. Ainsi, le noyau de ¢ est le noyau de M —
S~IM. Or, si m/1 = 0, cela signifie qu’il existe a € Z* tel que am = 0, et donc que
m est de torsion. Ainsi, le noyau de ¢ est le sous-module de torsion de M.

REMARQUE. — Tout I'exercice se généralise en remplacant Z par un anneau in-
tegre A et Q par le corps des fractions K de A.

Solution de lexercice 11.5.5. — On identifie M @4 k a M/mM et N ®a &k a N/mN.
Comme [ est un isomorphisme, on a N = mN + f(M). Comme N est de type fini
sur A, le théoreme de Nakayama implique que N = f(M) : f est surjectif.
Comme N est libre sur A, f a un inverse a droite g, c’est-a-dire un homomor-
phisme g: N — M tel que fo g = Idn. (Si’on veut, on dit que tout module libre
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est projectif. Si on préfere un argument direct, on choisit une base (eq,...,ey)
de L et pour tout n un €élément m, € M tel que f(m,) = e,. Alors, on pose
g(X aiei) = 2 aim;.)

L’homomorphisme induit g: N ®x £ — M ®a k est alors un inverse a gauche
de f. Comme I'inverse a gauche d'un isomorphisme d’espace vectoriels est égal a
I'inverse, donc est un isomorphisme, g est un isomorphisme. Il est en particulier
surjectif. Alors, M = mM+ g (N) etle théoréme de Nakayama implique M = g(N).
Donc g est surjectif.

Montrons alors que g o f = Idy. En effet, si m € M, choisissons x € N tel que

g(x) = m.On aalors g(f(m)) = g(f(g(x))) = g(x) puisque fo g = Idy, donc
g(f(m)) =m. Ainsi, f et g sont des isomorphismes réciproques I’'un de I'autre.

Solution de Uexercice 11.5.6. — (1)=>(2).— Tout module libre est plat.
(2) = (3).— Considérons la suite exacte de A-modules

0— p(Z/1°Z) 5 2/1°2) L pz/p°2) — 0,

ou la fleche i est I'injection naturelle et la fleche p la multiplication par p dans
A=7/ [)QZ. Puisque M est plat, on obtient en la tensorisant par M une suite exacte

(+) 0= (pA) @AM 5 ML (pa) @4 M — 0.

Dans cette suite exacte, ’homomorphisme i associe a > (pa;) ® m; I'élément
Y. pajm; de M. Puisqu’il est injectif, il définit donc un isomorphisme avec son
image qui est pM.

L’homomorphisme p associe a m € M I'élément p®@m de (pA) @a M. Alors, iop
est ’homomorphisme M — M de multiplication par p. En identifiant (pA) ®a M
avec pM par I'isomorphisme i, la suite exacte (*) devient ainsi

(x) 0— MM M- o0.

Alors, si pm = 0, m appartient au noyau de M 2, pM, donc a I'image de 'injec-
tion pM — M et il existe m' € M tel que m = pm’.
(3)=(1). — Un (Z/p*Z)-module de type fini est un Z-module de type fini an-

nulé par [)2. Si (dy,...,d,) sont les facteurs invariants de M, d, divise [)2, si bien
que ces facteurs sont p ou pg.

Si M n’est pas libre, dy = p. L’élément m = (cl(1),0,...,0) est an-
nulé par p mais il n’appartient pas a pM. (Si m' = (cl(a1),...,cl(a)),

' = (pcl(ar),...,pcl(a;)), on doit avoir pcl(a;) = cl(1) ce qui est impos-
sible.) C’est une contradiction et M est un A-module libre.

Solution de Uexercice 11.5.7. — Une k-algebre est d’abord un k-module. C’est bien
le cas pour A ®; B.
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Elle est ensuite munie d’un produit. Il faut donc vérifier qu’il existe une appli-
cation

(A®;B)* - (A B)
bilinéaire telle que (a®b,d @) — (ad’) ® (bV'). Pour cela, il suffit de vérifier que
I’application
AxBxAxB—-A®,B

telle que (a,b,d’,0') — (ad') @ (bV') est quadri-linéaire. Les bilinéarités par rapport
aux deux premiéeres variables d'une part et aux deux dernieres variables d’autre
part nous permettront d’en déduire une application bilinéaire. Or, c’est évident.
Enfin, il faut vérifier que cette application bilinéaire définit une structure d’an-
neau. La commutativité est claire sur les tenseurs décomposés, donc par linéa-
rité, ce produit est commutatif. L’élément 0 est 0, I'unité est 1 ® 1. (On a bien
(1®1)(a®b) = a®b pour tout a € A et tout b € B, donc par linéarité, (1®1)v =v
pour tout v € A®B.) Enfin, on vérifie I’associativité sur les tenseurs décomposés :

((a ®b) - (d® b')) (d" @) = (ad @bV - (" @)
= (ad'd") @ (b0'b")

a®b) - (dd @)
a®b)-big((d @) - (d"®1")).

o~ o~ o~ o~

Solution de Uexercice 11.5.5. — D’apres la proposition 11.2.3, on a
(A/T) @ (A/]) = (A/D/J(A/T) = A/(1+]).
On laisse vérifier que
cl(a) ® cl(b) — cl(abd)
et
cl(a) — cl(a) ® 1
définissent deux homomorphismes entre (A/I) ® (A/]) et A/(I + ]) réco-
proques I'un de I'autre. Ce sont en outre des homomorphismes d’anneaux car
cl(a) - cl(b) = cl(ab) a pour image
cl(ab) ® 1 = (cl(a) - cl(b)) @ (1-1)
= (cl(a) @ 1) - (cl(b) ® 1)
qui est le produit dans (A/I) ® (A/]) des images de cl(a) et cl(0).

Solution de Uexercice 11.5.9. — a) Soient (my,...,m,) et (ny,...,ns) des généra-
teurs de M et N. On va prouver que les m; ® n; engendrent M ®5 N. Comme
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M ® N est engendré par les tenseurs décomposés, il suffit de prouver qu’un tel
m @ n est engendré par les m; ® n;. En effet, si m = Y aym; et n = > bjnj, on a

meEn = (2 aimi) (024 (Z b]'n]') = Zdibjmi X n;.
b) Comme N est de type fini, il existe n > 1 et un homomorphisme surjectif
A" — N. Alors, ’'homomorphisme

Idy@p  MA"=M"—-M®N

est surjectif. Comme M est noethérien, M" est noethérien, et M®N est noethérien
comme quotient d’un module noethérien.

¢) On change juste le mot « noethérien » par le mot « artinien » dans la ques-
tion précédente.

d) Supposons M simple. Alors, M = A/m, pour un idéal maximal m de A.
Cela implique que M ® N ~ N/mN est un quotient de N, donc est de longueur
finie < lA(N).

Raisonnons alors par récurrence sur la longueur de M. On vient de traiter le
cas de longueur 1. Soit M; C M un sous-module de M tel que M/M; soit simple.
Apres tensorisation par M, la suite exacte

0—-M; —-M—-> M/M;) -0
fournit une suite exacte
Mi®N—->M®N — (M/M;) @ N — 0.

Il en résulte que la longueur de M ® N est inférieure ou égale a la somme des
longueurs des extrémit’es. D’apres le cas simple, la longueur de (M/M;) ® N est
inférieure a ¢(N), tandis que par récurrence, celle de M; ® N est inférieure a
¢(M7)¢(N). On a ainsi

AM@N) < e(M)¢(N) +¢(N) =¢(M)¢(N)
puisque {(M) = ¢(My) + 1.

Solution de Uexercice 11.5.10. — Soit n = dimp,/,y M/MM et choisissons e, ..., ¢,
une base de cet espace vectoriel. Soit m; € M dont ¢; est la classe et ¢ : A" — M
I’homomorphisme défini par (ay,...,a,) — aymy + - - - + aymy,.

Par construction, on a Im(¢) + mM = M. Comme M est de type fini, le lemme
de Nakayama implique que Im(¢) = M. Donc ¢ est surjective.

D’autre part, px : K* — M ®a K est une application K-linéaire surjective de
K-espaces vectoriels de méme dimension. Elle est donc injective. Comme Ker ¢ C
Ker g, ¢ est injective.

Par suite, ¢ est un isomorphisme et M ~ A",
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12.1. Longueur

DEFINITION 12.1.1. — Soit A un anneau. On dit qu’un A-module non nul est simple si
ses seuls sous-modules sont O et lui-méme.

Exemples 12.1.2. — a) Le module nul n’est pas simple.

b) Si A est un corps et M un A-espace vectoriel simple non nul. toute droite de
M est égale a M, donc M est de dimension 1.

c) Soit A un anneau et I un idéal de A. Dans I'identification entre A-modules
annulés par I et (A/I)-modules, sous-A-modules et sous-(A/I)-modules se corres-
pondent. Par suite, un A-module annulé par I est simple si et seulement si il est
simple en tant que (A/I)-module.

d) Si m est un idéal maximal de A, A/m est un (A/m)-espace vectoriel de di-
mension 1, donc est simple comme (A/11)-module, donc aussi comme A-module.

PROPOSITION 12.1.3. — Soit A est un anneaw et M un A-module simple. Alors, U'annu-
lateur de M est un idéal maximal de A et M ~ A/ Ann(M).

Démonstration. — Soit m un élément non nul de M et soit f ’homomorphisme
A — M défini par f(a) = am. Comme m # 0, Im f est un sous-module non nul
de M. Puisque M est simple, Im f = M et f est surjectif. Ainsi, M ~ A/ Ann(m).

Montrons maintenant que Ann(m) est un idéal maximal de A. Tout idéal I de
A contenant Ann(m) définit un sous-module I/ Ann(m) de A/ Ann(m), donc un
sous-module de M (en I'occurrence le sous-module IM). Comme M est simple, ou
bien I = Ann(m) ou bien I = A, ce qui signifie que Ann(m) est un idéal maximal
de A.

Enfin, tout élément de M étant multiple de m, Ann(m) C Ann(M), d’ou I'éga-
lité et le fait que Ann(M) est un idéal maximal de A. ]



220 CHAPITRE 12. MODULES, II

DEFINITION 12.1.4. — Soit A un anneau. La longueur d’un A-module M est la borne
supérieure de Uensemble des entiers n tels qu’il existe une suite Mg C My --- & M, stricte-
ment croissante de sous-A-modules de M. On la note {x (M) ou ((M) .

Exemple 12.1.5. — a) Si M est un A-module simple, sa longueur est 1 puisque la
seule suite strictement croissante de sous-modules de M est 0 C M.

b) Réciproquement, un A-module de longueur 1 est simple. Tout sous-module
de N de M qui est distinct de 0 et de M fournit en effet une suite 0 C N C M de
longueur 2.

c) Si A est un corps, suite strictement croissante de sous-modules se traduit en
suite de sous-espaces vectoriels emboités. A chaque fois, la dimension augmente
au moins de 1. Par suite, la longueur d’un module sur un corps est sa dimension
en tant qu’espace vectoriel.

d) L’anneau Z n’est pas un Z-module de longueur finie puisque ’on a de suites
strictement croissantes arbitrairement longues d’idéaux de Z :

M7 Z ... CZ

e) Si I est un idéal de A, un A-module M annulé par I a méme longueur
(éventuellement infinie) en tant que A-module qu’en tant que A/I-module.

PROPOSITION 12.1.6. — Soit A un anneau. Soit M un A-module et N un sous-module
de N. Si deux des modules M, N et M/N sont de longueur finie, le troisieme l'est aussi et
on a légalité

lA(M) = oA (N) + A (M/N).

Démonstration. — Si Ng C N7 € --- C N, et Mo/N C --- C M;/N sont des chaines
de sous-modules de N et M/N respectivement,

NoGNI G- CN,CM S-S M,

est une chaine de sous-modules de M de longueur a + b, d’ot, avec la convention
habituelle co + n = +00, I'inégalité ¢((M) > ¢(N) + ¢(M/N).

En particulier, si M est de longueur finie, N et M/N aussi. Réciproquement, on
suppose que N et M/N sont de longueur finie et on veut prouver que M est de
longueur finie égale a ¢(N) +¢(M/N). Soit donc My € M; C --- C M, une chaine
de sous-A-modules de M. On rappelle (ce fait est établi dans la démonstration de
la proposition 7.2.5) que si M’ ¢ M” sont deux sous-A-modules de M tels que
M NN=M'NNetM +N=M"+N, alors M = M”. Par suite, pour tout 7, au
moins une des deux inclusions

M,N"NcCM;;1NN et M;+NCM1+N
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est stricte, ce qui implique que ¢(N) + ¢(M/N) > a. Autrement dit, prenant la
borne supérieure sur a, ¢(N) + ¢(M/N) > ¢(M) et la proposition est démontrée.
O

PROPOSITION 12.1.7. — Soit A un anneau, S une partie multiplicative de A et soit
M un A-module de longueur finie. Alors, S™'M est un S™'A-module de longueur finie
inférieure ou égale a lx (M) .

Démonstration. — En effet, soit N = S™IM et soit Ng € N; € --- € N, une
suite strictement croissante de sous-modules de N. Posons M; = N; " M (image
réciproque de N; dans M par I’homomorphisme canonique M — S~IM). On a
My C --- C M, et comme S™!M; = N; pour tout i (voir la proposition 6.5.10), les
inclusions sont strictes. Ainsi, {5 (M) > n. En passant a la borne supérieure, on a

donc lx (M) > -1, (S™IM). O
THEOREME 12.1.8 (Jordan-Holder). — Soit A un anneau et soit M un A-module de
longueur finie.

Alors si Mg C M1 C --- C M, est une suite strictement croissante de sous-A-modules de

M qui est maximale'"), alors n = (5 (M) .

De plus, les A-modules M;/M;_1 (pour 1 < i < n) sont des A-modules simples.

A Lordre pres, la famille (Ann(M;/M;_1)) de leurs annulateurs (pour 1 < i < n) ne
dépend pas de la suite strictement croissante maximale choisie.

Démonstration. — Dire que la suite est maximale signifie exactement trois choses :

(1) My = 0, sinon on peut rajouter le module 0 a gauche;

(2) M, =M, sinon on peut rajouter le module M a droite;

(3) pour tout i € {1;...;n}, le soussmodule M;/M;_; est simple. Il aurait sinon
un sous-module de la forme N/M;_; avec N # M; et N # M;_1, ce qui permettrait
de rajouter le sous-module N entre M;_1 et M;.

Alors, ¢(Mg) = 0, (M) = 1 car M est simple et par récurrence, si {((M;) = i,
(M;1) = (M1 /M) +€(M;) = 1+ puisque M;;1/M; est simple. Ainsi, (M) =
(M) = n.

Pour la derniére partie, il nous faut démontrer auparavant un lemme.

LEMME 12.1.9. — Soit A un anneau, N C M wune inclusion de A-modules telle que
M/N soit simple, isomorphe a A/M pour un idéal maximal m de A.

Soit P un idéal maximal de A .

Alors, My /Ny est simple si p = m, et est nul sinon.

(Dau sens otl on ne peut pas I'allonger en rajoutant un module au milieu de la chaine
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Démonstration du lemme. — D’apres I’exactitude de la localisation, My /Ny est iso-
morphe a (M/N)y, = (A/m)y, donc a Ay/mAy.

Si m n’est pas contenu dans p, mAy = Ay donc le quotient est nul. Dans I'autre
cas, si 1T est contenu dans P, comme 11 est maximal, 11 = p et MAy, est 'idéal
maximal de Ay,. Par suite, le quotient est simple. O

Reprenons maintenant la preuve du théoréeme 12.1.8.

Fin de la démonstration. — Pour 1 < ¢ < n = ¢(M), notons 1; = Ann(M,;/M,_1).
Soit alors 1 un idéal maximal de A et localisons par rapport a la partie multipli-
cative A \ 1. On obtient une suite de sous-modules

Mom CMimm C--- C My

Appliquons maintenant le lemme : dans cette suite, toutes les inclusions de-
viennent des égalités sauf les inclusions M;_j y C M,y si 1 = 1n1;. Par suite, on a
une formule

eAm(Mm) = card {Z € {1, . ;n}; m= ml}

Cela prouve que les idéaux maximaux 111; qui interviennent ne dépendent que de
M, de méme que le nombre de fois qu’ils interviennent. ]

12.2. Modules et anneaux artiniens

DEFINITION 12.2.1. — Soit A un anneau et soit M un module. On dit que M est artinien
si toute suite décroissante de sous-A-modules de M est stationnaire.
On dit que A est artinien si c’est un A-module artinien.

C’est en quelque sorte la définition « duale » de celle d’un module noethérien.

Remarque 12.2.2. — Un A-module M est artinien si et seulement si toute famille
non vide de sous-modules de M admet un élément minimal.

Les modules artiniens jouissent d’un certain nombre de propriétés analogues a
celles des modules noethériens.

PROPOSITION 12.2.9. — Soit A un anneau.

a) Soit M un A-module et N un sous-module de M. Alors, M est un A-module artinien
st et seulement N et M/N sont des A-modules artiniens.

b) Produits, puissances (finies) de modules artiniens sont artiniens.

¢) Si S est une partie multiplicative de A et si M est un A-module artinien, S™'M est
un S™YA-module artinien.



12.2. MODULES ET ANNEAUX ARTINIENS 223

Démonstration. — a) Notons cl: M — M/N I'homomorphisme canonique. Sup-
posons d’abord que N et M/N sont artiniens. Soit (M,,) une suite décroissante
de sous-modules de M. Les suites (M, N N) et (cl(M,)) de sous-modules de N
et M/N respectivement sont décroissantes, donc stationnaires. Par suite, pour n
assez grand, M,, "N = M,,.1 NN et cI(M,,) = cl(M,,41). Puisque M, .1 C M,, le
méme argument qu’a la proposition 7.2.5 montre que M, = M,,,1. La suite (M,)
est ainsi stationnaire.

Réciproquement, supposons M artinien. Une suite décroissante de sous-
modules de N est aussi une suite décroissante de sous-modules de M, donc
est stationnaire. Ainsi, N est noethérien. Si maintenant (P,) est une suite
décroissante de sous-modules de M/N, on en déduit une suite décroissante
c=1(P,) de sous-modules de M. Cette derniére est donc stationnaire et puisque
P, = cl(cI"}(P,)), la suite (P,) est elle-méme stationnaire.

b) Si M et N sont deux A-modules artiniens, la suite exacte 0 = M — M x N —
N — 0 montre que M x N est artinien.

Il en résulte par récurrence que si M est un A-module artinien, M" est, pour
tout entier » > 1, un A-module artinien.

c) Supposons que M est un A-module artinien et notons i: M — S™'M I’'homo-
morphisme canonique de A-modules. Si (P,) est une suite décroissante de sous-
modules de S™'M, la suite i~!(P,,) est une suite décroissante de sous-modules de
M. Elle est donc stationnaire. Comme P, = S~!1(i=1(P,)), la suite (P,) est aussi
stationnaire. ]

THEOREME 12.2.4. — Soit A un anneau. Un A-module M est de longueur finie si et
seulement si il est artinien et noethérien.

Démonstration. — Supposons M de longueur finie et considérons une suite mo-
notone (M,) de sous-modules de M. La suite des longueurs ¢(M,) est donc mo-
notone, minorée par 0 et majorée par ¢(M). Elle est donc stationnaire. La suite
(M,) est donc stationnaire. (Se rappeler que si P C Q sont deux modules de
méme longueur finie, £(Q/P) = £(Q) —¢((P) = 0 donc Q/P =0 et Q = P.) Ainsi,
M est a la fois artinien (en considérant des suites décroissantes) et noethérien (en
considérant des suites croissantes).

Supposons maintenant que M est artinien et noethérien et montrons que M est
de longueur finie.

Si M # 0, I’ensemble des sous-modules non nuls de M n’est pas vide. Comme M
est artinien, il admet un élément minimal M; : c’est un sous-module de M dont le
seul sous-module strict est nul. Autrement dit, M; est simple. Si M # M, on peut
recommencer avec M/M; et obtenir ainsi un sous-module Mo de M contenant
M; tel que Mo/M; est simple. On continue ainsi par récurrence en construisant
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une suite strictement croissante (éventuellement finie) 0 € M; C Mo C ... de
sous-modules de M tels que M, /M,,_; est simple pour tout entier n.

C’est une suite croissante de sous-modules de M et M est noethérien. Ainsi,
cette suite est stationnaire, donc est finie. Cela signifie qu’il existe n tel que M,, =
M. Alors, ¢(M) = ¢(M,,) = n et M est de longueur finie. [l

Passons maintenant a I’étude des anneaux artiniens.

LEMME 12.2.5. — Soit A un anneaw artinien.
a) Si A est integre, A est un corps.
b) A n’a qu'un nombre fini d’idéaux premiers, tous maximaux.

Démonstration. — a) Supposons A integre. Si x € A\ {0}, la suite d’idéaux (x) D
(x%) D ... est stationnaire. Il existe ainsi n tel que (x") = (x"*!), d’ott un élément
a € A tel que ax"t! = x". Puisque A est intégre et x # 0, on peut simplifier par x"
et ax = 1 ; x est donc inversible.

b) Supposons par I'absurde que A possede une infinité d’idéaux maximaux
distincts 11y, Mo,... La suite décroissante d’idéaux

ny DO mMynite D NfitelNg O ...

est alors stationnaire, d’ou une égalité my...m,_; = nmy...N, qui implique
évidemment l'inclusion ny...m,_; C 1n,. D’apres le lemme d’évitement (exer-
cice 4.3.3), I'un des n1; pour ¢ < n est contenu dans 11,, ce qui contredit le fait
que 11; est maximal. Ainsi, A n’a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux.

Enfin, si p est un idéal premier de A, A/p est un anneau artinien integre, donc

un corps d’apres le a). Ainsi, P est maximal. [
THEOREME 12.2.6 (Akizuki). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) A est noethérien et tous ses idéaux premiers sont maximaux ;
(2) A est un A-module de longueur finie;
(3) A est artinien.

Démonstration. — D’apres le théoreme 12.2.4, la condition (2) implique que A est
a la fois artinien et noethérien, d’ou I'assertion (3) et la premiere partie de (1).

D’autre part, supposant (3), le lemme précédent affirme que tout idéal premier
de A est maximal. En particulier, (2)=(3) et (2)=(1).

Supposons (1) et montrons (2), c’est-a-dire que A est de longueur finie. Raison-
nons par I’absurde en supposant que A n’est pas de longueur finie et définissons
<7 comme I’ensemble des idéaux I de A tels que A/I n’est pas de longueur finie.
Comme I = (0) appartienta ., . # @&. Comme A est noethérien, .# possede
un élément maximal, notons le I. Montrons que I est un idéal premier de A. En
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effet, soit a et b deux éléments de A tels que ab € I mais a ¢ 1. Introduisons la
suite exacte

0= a(A/I) - A/I = A/(L+ (a)) — 0.

Comme a € 1,1 C I+ (a) etl’idéal I+ (a) n’appartient pas a .# . Ainsi, A/ (I+ (a))
est de longueur finie. Comme A/I n’est pas de longueur finie, a(A/I) non plus.
Or, a(A/I) est 'image de 'homomorphisme ¢: A — A/I défini par x — cl(ax).
On a donc A/ Ker¢p ~ a(A/I) si bien que A/ Ker¢ n’est pas de longueur finie,
soit Kerp € 7. Or, le noyau de ¢ est I'idéal (I : a) des x € A tels que ax € 1.
En particulier, il contient I. Ainsi, nécessairement, I = (I : a). Comme ab € 1,
be (I:a), etdonc b € 1. Finalement, I est un idéal premier de A.

Par hypothese, I est donc maximal. Alors, A/I est un A-module simple, donc de
longueur finie, ce qui est une contradiction. Il en résulte que A est de longueur
finie.

Il reste 2 montrer qu'un anneau artinien est de longueur finie comme A-
module. Soit my,...,m, les idéaux maximaux de A, en nombre fini d’apres le
lemme précédent. Introduisons I’idéal

I=my...00,=0yN--- N0,

(C’est le radical de Jacobson de A.) La suite I D I? O ... étant stationnaire, il
existe un entier s tel que I' = I**1. On va montrer que I° = 0.

Soit donc J = (0 : I') I’ensemble des a € A tels que aI®* = 0. Si J # A, comme
A est artinien, il existe un plus petit idéal ] C A contenant strictement J. Soit
a € J un élémént non nul. On a al + ] # aA + J. Sinon, posant M = (A/])a,
on aurait IM = M et, M étant de type fini, il existerait d’apres le théoréeme de
Nakayama un élément x € 1 + I tel que xM = 0. Un tel x est inversible, d’ou
M = 0, contrairement au fait que a # 0. L’inclusion J C al +] C J' montre alors
que J = al+], soital C J. Pour tout b € I, on a ab € J, c’est-a-dire abl’ = 0 et donc
al't! = 0. Comme I’ = I**!, aI* = 0 et a € J. Ainsi, ]’ = ], ce qui est absurde;
nous avons donc prouvé que J = A, c’est-a-dire I’ = 0.

Dans la suite décroissante d’idéaux

A>myD---Domy...u, =I>Iny DInynme O ...

SEoPmyo---OF=0
chaque quotient successif est un A-module artinien de la forme M/mM. C’est
ainsi un espace vectoriel sur le corps A/m, nécessairement de dimension finie.
Par suite, la longueur de chaque quotient successif est finie et A est de longueur
finie comme A-module. [
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Remarque 12.2.7. — Voici une autre démonstration de I'implication (1)=-(2). On
étblira au paragraphe suivant (théoréme 12.3.11) que si A est un anneau noethé-
rien, il existe une suite d’idéaux

Ocl,cl,jc---cLicly=A

ou pour tout k, I;/Iy1 ~ A/pP, pour un certain idéal premier p;. Si la condi-
tion (1) du théoréme est vérifiée, p; est un idéal maximal. Par suite, les quotients
I/I;41 sont simples et A est de longueur finie (égale a n) comme A-module.

12.3. Support et idéaux associés

DEFINITION 12.3.1. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Le support de M est
Uensemble des idéaux premiers p de A tels que My # 0. On le note supp (M) .

THEOREME 12.9.2. — Soit A un anneau et soit M un A-module.

a) Si M # 0, alors supp(M) # @.

b) Si p € supp(M), alors p contient Ann(M).

¢) Réciproquement, si M est de type fini, supp(M) est Uensemble des idéaux premiers de
A qui contiennent Ann(M) .

Démonstration. — a) Supposons que supp(M) = @. Ainsi, pour tout m € M et tout
idéal premier p C A, I'image m/1 de m dans My est nulle. Cela signifie qu’il existe
a € A\ p tel que am = 0. Autrement dit, I'idéal Ann(m) annulateur de m n’est pas
contenu dans p. Il n’est a fortiori contenu dans aucun maximal de A donc est égal
AaA.Onadoncm=1m=0. Ainsi, M = 0.

b) On raisonne par contraposition. Soit p un idéal premier de A ne contenant
pas Ann(M) et soit a € A\ p tel que aM = 0. On a donc My = 0, si bien que p
n’appartient pas au support de M.

c) Soit (my;...;m,) une famille fini d’élément de M qui engendre M. Remar-
quons que 'on a

Ann(M) = Ann(m1) N --- N Ann(my).

L’inclusion C est évidente et réciproquement, si ¢ € Ann(m;) pour tout ¢, ¢ an-
nule toute combinaison linéaire des m;, donc tout M. Soit p un idéal premier de
A tel que My = 0. Par exactitude de la localisation (proposition 6.5.8), My, est en-
gendré par les images m;/1 des m; dans My. Ainsi, pour tout ¢, on a m;/1 = 0 dans
My . Cela signifie qu’il existe pour tout ¢ un élément a; € A\ p tel que a;m; = 0.
Alors, posons a = [Ja;. On a am; = 0 pour tout ¢ donc a € Ann(M) et comme p
est premier, a ¢ p. Ainsi, Ann(M) n’est pas contenu dans p. [

Exercice 12.3.3. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Montrer que M = 0
si et seulement si pour tout idéal maximal m de A, on a My; = 0.
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PROPOSITION 12.9.4. — Soit A un anneau et considérons une suite exacte de A-modules
0-M->M->M —0.
Alors, on a supp(M) = supp(M’) Usup(M").

Démonstration. — Par exactitude de la localisation, on a pour tout idéal premier p
de A une suite exacte
O—>M;J—>Mp—>Mg—>O.

Ainsi, My = 0 si et seulement si M}, = M{ = 0, autrement dit

pésuppM) & b ¢supp(M) Usupp(M"),
c’est-a-dire supp(M) = supp(M’) U sup(M”). O

DEFINITION 12.3.5. — Soit A un anneau et M un A-module. On dit qu’un idéal premier
P de A est associé a M s7il existe un élément m € M tel que p = Ann(m).
L'ensemble des idéaux associés a M est noté Assy (M) .

Remarque 12.3.6. — Dire que p = Ann(m) signifie aussi que ’homomorphisme
A — M tel que a — am induit une injection A/p — M, autrement dit que A/p
est (isomorphe a) un sous-module de M.

Exemple 12.3.7. — Si A est un anneau et P un idéal premier de A, Assa (A/D) =
{v}.

En effet, notons cl: A — A/p la surjection canonique. Si x € A, calculons I’an-
nulateur de cl(x) dans A. Si x € p, cl(x) = 0 donc Ann(cl(x)) = A. Supposons
maintenant que cl(x) # 0, c’est-a-dire x € p. Si acl(x) = 0, cela signifie cl(ax) =0
donc ax € p. Comme x € P, a € p et Ann(cl(x)) = p. Ainsi, le seul idéal premier
de A qui est 'annulateur d’'un élément non nul de A/p est justement p.

PROPOSITION 12.8.8. — Soit A un anneau et M un A-module non nul. Alors, tout
élément maximal parmi les idéaux de la forme Ann(x), avec x € M\ {0} est premier et est
donc un idéal associé a M.

Démonstration. — Soit 1 un idéal maximal parmi les idéaux de la forme Ann(x)
avec x € M, x # 0. Soit x € M tel que I = Ann(x). Soit a € I, de sorte que ax # 0.
L’annulateur de ax est un idéal de A qui contient I. Puisque I est supposé maxi-
mal parmi les idéaux qui sont les annulateurs d’un élément non nul, Ann(ax) = I.
Ainsi, si ab € 1, c’est-a-dire abx = 0 ou encore b € Ann(ax), on a b € I, ce qui
montre bien que I est premier. O

COROLLAIRE 12.8.9. — Soit A un anneau noethérien et M un A-module non nul. Un
élément a € A est diviseur de zéro dans M si et seulement s’il appartient a un des idéaux
associés a M.

En particulier, Assp (M) # @ : M posséde au moins un idéal premier associé.
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Démonstration. — Si a € A annule un élément non nul x de M. Considérons I’en-
semble . des idéaux de A de la forme Ann(y) pour y € M\ {0} et soit ., C .-/
ceux qui contiennent a. Comme toute famille (non vide) d’idéaux d’un anneau
noethérien admet un élément maximal, ., admet un élément maximal I, lequel
est aussi un élément maximal de ..

D’apres la proposition précédente, I est un idéal premier associé a M; il
contient a.

Réciproquement, si p est un idéal premier associé a M, soit x € M tel que
b = Ann(x). En particulier, x # 0. Si @ € P, on a ax = 0, ce qui prouve que a est
diviseur de zéro dans M. ]

PROPOSITION 12.3.10. — Soit A un anneau noethérien et M un A-module de type fini.
St S est une partie multiplicative de A (ne contenant pas 0) et p un idéal premier de A ne
rencontrant pas S, alors

D € Assa (M) si et seulement si p(ST'A) € Asssf1A(S_1M).

Démonstration. — Supposons que P est associé a M. Il existe donc un homomor-
phisme injectif ¢: A/p — M. Localisons cet homomorphisme par rapport a la
partie multiplicative S. D’apres ’exactitude de la localisation, on en déduit un
homomorphisme injectif S~! (A/p) — S™IM. Comme S~ (A/p) est isomorphe a
S~'A/S~'p, S~!p est un idéal premier de S~1A associé a S~IM.

Réciproquement, supposons que S™!'p est associé a S™!M. Soit m € M et
s € S tel que Ann(m/s) = S~!p. Comme s est inversible dans S, on a en fait
Ann(m/1) = S™'p et méme, pour tout ¢ € S, Ann(tm/1) = S~ !p.

Soit I = Ann(m) 'annulateur de m dans A. Si @ € 1, (a/1)(m/1) = 0 donc
a/1 € S~1p si bien qu’il existe s € S tel que sa € p. Comme s €S, s€ P eta € p.
Ainsi, I C p. De méme, pour tout s € S, Ann(sm) C p.

Si maintenant @ € p, (a/1)(m/1) = 0, donc il existe s € S tel que sam = 0.
Comme A est noethérien, p est de type fini; soit ay, ..., a, des éléments de p tels
que p = (a1,...,ar). Soit pour i € {1;...;r}, s; € S tel que s;am = 0. Alors,
posons s = s1...S5,. On a donc sa;m = 0, si bien que a; € Ann(sm) pour tout i,
d’ou I'inclusion p C Ann(sm).

En définitive, p = Ann(sm) et est associé a M. [

THEOREME 12.3.11. — Soit A un anneau noethérien et soit M un A-module de type fini.
1l existe alors une suite finie

0=MocM;C---CcM, =M

de sous-modules de M et pour tout i € {1;...;n} un idéal premier p; C A tel que
M;/M;_1 ~ A/p;.
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Démonstration. — Si M # 0, il possede un idéal premier associé p;. C’est I’annula-
teur d’un élément x € M, x # 0 et le sous-module M; = Ax C M est isomorphe
a A/py. On continue avec M/M; qui contient un sous-module de la forme A/po,
d’ou un sous-module Mo de M qui contient M; et tel que Mo/M; ~ A/po. Par
récurrence, on construit ainsi une suite croissante de sous-module de M, stricte-
ment croissante tant qu’elle n’atteint pas M. Comme A est noethérien et M de
type fini, cette suite est stationnaire et il existe n tel que M,, = M. [

PROPOSITION 12.8.12. — Soit A un anneau et soit 0 — M — M — M" — 0 une
suite exacte de A-modules. Alors, on a les inclusions

Ass(M') € Ass(M) C Ass(M') U Ass(M").

Démonstration. — L'inclusion Ass(M') C  Ass(M) est évidente : un idéal
p € Ass(M') est de la forme Ann(x) avec x € M'. L’annulateur de x vu
comme ¢élément de M est encore égal a p, d’ou p € Ass(M).

Soit maintenant p = Ann(x) € Ass(M). Supposons pour commencer que
Ax N M’ = (0). Alors, 'annulateur de I'image y de x dans M” est égal & p : si
ay =0, ax € M d’ot ax = 0 et x € p. Cela prouve que p € Ass(M”). Dans I'autre
cas, si a € A est tel que ax € M’ \ {0}, donc en particulier a ¢ p, I'annulateur de
ax est formé des b tels que abx = 0, soit ab € p, d’ou b € p puisque P est premier.
Ainsi, p € Ass(M'). O

THEOREME 12.3.18. — Soit A un anneau noethérien et soit M un A-module de type fini.
a) Assp (M) est un ensemble fini.
b) Tout idéal premier p € Assp (M) contient Ann(M) .
¢) Réciproquement, si p est un idéal premier minimal parmi ceux contenant Ann(M),
alors p € Assp (M) .

Remarquons que sous les hypothéses du théoréme, I’ensemble des idéaux pre-
miers qui contiennent Ann(M) est égal au support de M. On peut ainsi reformu-
ler les points b) et ¢) du théoréme comme suit : Assp (M) est contenu dans supp (M)
et ces deux ensembles ont mémes éléments minimaux.

Démonstration. — a) Considérons une suite de composition
0=MocM;C---CcM, =M

comme en fournit le théoréme 12.3.11. Notons aussi p; = M;/M;_1 si 1 <i < n.

D’apres la proposition 12.3.12, Ass(M) C Ass(M,_1) U Ass(A/DP,). Nous avons
démontré dans 'exemple 12.3.7 que Ass(A/p,)) = {b,}. Ainsi, on a Ass(M) C
Ass(M,_1) U{b,} et par récurrence sur n,

Assp (M) C {b1;...;bn}.

C’est en particulier un ensemble fini.
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b) Un idéal premier associé¢ est I’'annulateur d’'un élément x # 0. Il contient
donc I'annulateur de M.

c) Supposons que P est un idéal premier minimal parmi ceux qui contiennent
Ann(M). On considére le module localisé My sur I'anneau noethérien Ay. Re-
marquons que My # 0. Supposons par I’absurde que My = 0 et considérons une
famille (m1,...,m,) de générateurs de M. Pour tout i € {1;...;7}, m;/1 = 0 dans
My, donc il existe s; € A\ p tel que s;m; = 0. Posons s = s1...s,; ona sm =0
pour tout ¢, si bien que sM = 0. Par suite s € Ann(M). Mais comme p est premier,
s € P et ceci contredit I'inclusion Ann(M) C p.

Comme My # 0, il admet donc un idéal premier associé Ay, et qAp contient
I’annulateur Ann(M)A, de M. L’hypothése que p est minimal parmi ceux qui
contiennent Ann(M) implique que q = p. D’apres la proposition 12.3.10, p est
associé a M. [

COROLLAIRE 12.9.14. — Soit A un anneau noethérien et soit M un A-module de type
fini. Alors, M est de longueur finie si et seulement si tous ses idéaux premiers associés sont
MaAXIMAUX.

Démonstration. — Supposons que M est de longueur finie et considérons une suite
de composition

0=MocM;C---CcM, =M

de sorte que pour tout ¢, il existe un idéal maximal n; de A tel que M;/M;_; ~
A/m;. D’apres la démonstration du théoréme précédent, les idéaux premiers as-
sociés a M sont contenus dans I’ensemble {11y;...;n1,}. Par suite, tous les idéaux
premiers associ€s a M sont maximaux.

Réciproquement, considérons une suite de composition

0=MycM;cCc---cM, =M

telle que fournie par le théoreme 12.3.11, c’est-a-dire que pour tout i, il existe un
idéal premier p; de A tel que M;/M;_1 ~ A/p,. D’apres la proposition 12.3.4,

supp(M) = {b1;...;Pu}.

D’apres le théoreme 12.3.13, les idéaux premiers minimaux parmi supp(M) sont
associés a M, donc sont des idéaux maximaux de A. Nécessairement, tous les
idéaux de supp(M) sont maximaux. Il en résulte que pour tout i, M;/M;_; est un
A-module simple et M est de longueur finie. [
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12.4. Décomposition primaire

DEFINITION 12.4.1. — Soit A un anneau et soit 1 un idéal de A distinct de A. On dit
que 1 est un idéal primaire s’il vérifie la condition suivante : soit a et b dans A tels que
abeletad]l, alors il existen > 1 tel que " € 1.

Une autre formulation de cette condition est parfois pratique : un idéal I # A
est primaire si et seulement si pour tous a et b dans A tels que ab € T et b ¢ V1,
alors a € 1.

Exercice 12.4.2. — Un idéal I # A d’un anneau A est primaire si et seulement si
tout élément non nilpotent de A/I est simplifiable.

PROPOSITION 12.4.9. — Le radical d’un idéal primaire est un idéal premier.
Si I est un idéal primaire de radical p, on dira aussi que I est p-primaire.

Démonstration. — Soit A un anneau, I un idéal primaire de A et V1 son radical.
Comme I # A, VI # A. Soit a et b deux éléments de A tels que ab € V1 mais
a ¢ V1. Soit n > 1 tel que (ab)" = a"" € I. Comme a & VI, a" & 1 et il existe
p>1 tel que (b")! € 1. Ainsi, "? e T et b e V1. O

12.4.4. Exemples. — a) Un idéal premier est primaire. En effet, si I C A est premier,
on a I = V1. Par suite, si ab € T avec b ¢ VI, le fait que I soit premier implique
acl

b) Si A est un anneau principal, les idéaux primaires de A sont les puissances des idéaux
premiers. Si I est un idéal primaire et si p € A est un générateur de I'idéal premier
V1, alors il existe n > 1 tel que I = (p"). Il suffit donc de montrer que I'idéal (p")
est primaire si n > 1. Or, si ab est multiple de p" mais b n’est pas multiple de p, le
lemme de Gaull implique que a est multiple de p", donc a € (p").

Exercice 12.4.5. — Si f: A — B est un homomorphisme d’anneaux et si I est un
idéal primaire de B, f~!(I) est un idéal primaire de A.

Solution. — Soit a et b deux éléments de A tels que ab € f~!(1) mais b Zv Q).
Cela signifie f(ab) € I et f(b) & VI. Comme I est primaire, f(a) € I, d’ou
ae 7). O

PROPOSITION 12.4.6. — Soit A un anneau et soit 1 un idéal de A dont le radical est
maximal. Alors, 1 est primaire.

Démonstration. — Notons m = \/I. Par hypothése, m est un idéal maximal de A.
En particulier, I # A.

Soit a et b deux éléments de A tels que ab € I mais b ¢ m. Comme M est
maximal, b est inversible dans A/mt etil existe ¢ € A et x € m tels que 1 = bc + x.
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Alors, x € V1, donc il existe n > 1 tel que x" € I. Comme x = 1 — bc, il existe
y € A tel que x" =1+ ybc. Alors, a = a(x" — ybc) = ax™ — yc(ab) € 1. U

Exercice 12.4.7. — Soit A un anneau.

a) Soit M un idéal maximal de A. Si n est un entier > 1, m" est un idéal
primaire de A.

b) Soit p un idéal premier de A et soit » un entier > 1. Soit ¢, I'image ré-
ciproque dans A de I'idéal p"Ay du localisé Ay. Montrer que q, est I’ensemble
des x € A tels qu’il existe y € P vériviant xy € p”. Montrer que ¢, est un idéal
p-primaire.

PROPOSITION 12.4.8. — Soit A un anneau et p un idéal premier de A. Soit 1 et | deux
idéaux Y -primaires de A. Alors, 1 N ] est un idéal p-primaire.

Démonstration. — Tout d’abord, on a /ITNJ = VIN \/j = p. D’autre part, soit a
et b deux éléments de A telsque ab e INJ et b ¢ p. Comme INJ C I et comme I

est p-primaire, a € I. De méme, a € J. Ainsi, a € IN]J. O
PROPOSITION 12.4.9. — Soit A un anneau noethérien et soit p un idéal premier de A.

Un idéal 1 de A est p-primaire si et seulement si Assp (A/1) = {p}.

Démonstration. — Supposons que I est p-primaire et soit q un idéal premier asso-
cié a A/I. Nécessairement, q contient Ann(A/I) = I, donc q contient \/i = p.
Soit x € A tel que g = Ann(cl(x)). Supposons par I’absurde que g # p. Il existe
alors a € 0\ p et ax € I. Puisque I est supposé p-primaire, x € I, donc cl(x) = 0,
ce qui est absurde. Par suite, Assy (A/I) = {p}.

Réciproquement, supposons que Assa (A/I) = {b}. Tout d’abord, p est d’apres
le théoreme 12.3.13 I'unique idéal premier minimal contenant Ann(A/I) =1, si
bien que p = V1. Soit a et b dans A avec ab € I mais a ¢ 1. Ainsi, b est diviseur de
0 dans A/I. D’apres le théoreme 12.3.9, b appartient a I’'un des idéaux associés a
A/I, autrement dit b € p. Cela prouve que I est p-primaire. ]

12.4.10. Décomposition primaire dans les anneaux principaux. — Soit A un anneau
principal. Soit I un idéal de A et soit n un générateur de I. On écrit la décom-
position en facteurs premiers de n en fixant des représentants des éléments irré-
ductibles de A : n = [[p* avec ay > 0 et ap = 0 pour presque tout p. Alors,
I = (n) = (p*) estintersection d’idéaux primaires de A.

THEOREME 12.4.11. — Dans un anneau noethérien, tout idéal est intersection d’une fa-
mille d’idéaux primaires.

Démonstration. — Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A. Remarquons
que le résultat a démontrer est vrai si I est primaire. Il est aussi vrai si I = A (car
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alors Assa (A/I) = & et l'intersection d’une famille vide d’idéaux de A est égale a
A).

S’il est néanmoins faux, comme A est noethérien, I’ensemble des idéaux I pour
lesquels le théoréme n’est pas vérifié admet un élément maximal I. Un tel idéal 1
ne peut pas étre primaire.

Il existe ainsia & I et b & V1 tels que ab € I. Introduisons les idéaux J,, = (I : ")
formés des x € A tels que 0"x € I. Ils forment une suite croissante d’idéaux de
A. Comme A est noethérien, cette suite est stationnaire et il existe m tel que
Jm = Jm+1. Montrons alors que I = 1+ (a) NI+ (6™). L’inclusion C est claire et
réciproquement, si x € [+ (a) NI+ (0™), alors x =y +az =y + "2 avec y, y €1
et z, 2 € A. Alors, bx = by + abz € 1. Comme bx = by + p"H12, vt e 1 et
2 e (L: 0™ = (I: ) donc b"2' € 1. Ainsi, x = y + "2/ € I. Comme a ¢ 1,
I C I+ (a) et I+ (a) estintersection d’une famille finie d’idéaux primaires de A.
De méme, 0™ ¢ 1 donc I + (0™) contient strictement I et est intersection d’une
famille finie d’idéaux primaires. Il en résulte que I est intersection d’une famille
finie d’idéaux primaires de A. O]

DEFINITION 12.4.12. — Soit A un anneau noethérien et 1 un idéal de A. Une décom-
position primaire de I est une expression I = q1 N --- N qy, ou les q; sont des idéaux
primaires de A.

Une décomposition primaire est dite minimale st elle vérifie les deux propriétés :

(1) pour tous i # j, /i # \/Tj ;
(2) pourtout j, I# () q;.

i#]
COROLLAIRE 12.4.18. — Tout idéal d’un anneau noethérien admet une décomposition
primaire minimale.
Démonstration. — Soit I un idéal d’un anneau noethérien A et partons d’une dé-

composition I = q;N---Ngq, dont’existence est affirmée par le théoreme 12.4.11.
D’apres le lemme 12.4.8, I'intersection des ; de méme radical p est encore un
idéal primaire, si bien qu’il existe une décomposition primaire ou tous les \/q;
soient distincts.

Si on peut oter un idéal primaire de la décomposition sans changer I'intersec-
tion, on le fait, et ainsi de suite, jusqu’a obtenir une décomposition primaire de
I qui vérifie la condition (2) de la définition d’'une décomposition primaire mini-
male. Il en existe donc. [

THEOREME 12.4.14. — Soit A un anneau noethérien. Soit 1 un idéal de A et soit 1 =
a1 N -+ N a, une décomposition primaire minimale de 1. Pour tout i, notons p; = \/q;.
a) Alors, Assa (A/T) = {P1;...;bn}.

b) St p; est un idéal premier associé minimal, q; = (IAp,) NA.
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Démonstration. — a) Montrons que les idéaux p; sont associés a A/I. Il suffit bien
stir de démontrer que p; est associé a A/I. Alors, il faut établir I’existence d’un
élément a € A tel que p; = (I : a). Comme la décomposition est minimale,
[#£qoN---Nq,etil existe x € go N ... tel que x & I. Alors, xq; est contenu dans
I'intersection g1 N gqo N ... donc xq; C I. Comme A est noethérien, il existe un
entier m tel que q; contienne P} et xpY est a fortiori contenu dans 1. Considérons
alors un entier m minimal tel que xp’l" C I. Comme x ¢ I, m > 1. De plus,
xp'l"_l ¢ 1 si bien qu’il existe a € xp’lﬂ_l tel que a ¢ I. Montrons que (I:a) = p;.
Site€ Py, taecxp] donctaclette (I:a). Réciproquement, si at € 1, at € q;.
Puisque a € (x), a € goN---Nq, etcomme a €1, a ¢ q;. Comme ¢ est primaire,
te\a =p;.

Nous avons ainsi démontré que p; est associé a A/I, ce qui conclut la démons-
tration de l'inclusion {p;} C Assa (A/I).

Dans I’autre sens, soit P un idéal premier associé a A/I et soit a € A tel que
b = Annp(cl(a)) = (I:a).Six € (I:a), alors ax € I =) q;, donc ax € q; pour
tout ¢. Ainsi, x € (q; : @) pour tout i. Réciproquement, si x € [(q; : @), ax € q;
pour tout ¢ donc ax € I. Par suite, on a

p=>UT:a)=(qr:a)N---N(qn:a).

Puisque p est premier, il existe ¢ tel que p = (q; : a) (voir le lemme 12.4.15
ci-dessous). Par suite, p € Assp (A/q;) = {b;} d’aprés la proposition 12.4.9.
b) On a évidemment

TAp, = (Q1Ap;) N -~ N (anAy;)-

Soit j # i. Par hypotheése, p; ne contient pas p;, si bien qu’il existe a € p; tel que
a & ;. Sim>1 esttel que " € q;, on voit donc que g;Ap, contient a"Ay, = Ay,.
Par suite, IAp, = q;Ay,.

Posons | = (g;Ap,) N A. D’apres ’exercice 12.4.5, J est un idéal p;-primaire de
A. 1l reste a montrer que I = J. Soit x € 1. Son image x/1 dans Ay, appartient
a JAy,. Il existe donc s ¢ p; tel que sx € J. Comme ] est p;-primaire, x € J. La
réciproque se démontre de méme, d’ou I = J, ce qu’il fallait démontrer. O

LEMME 12.4.15. — Soit A un anneau, soit p un idéal premier de A et soit 1, | deux
idéaux de A tels que p =1NJ. Alors, p =1 ou p =].

Démonstration. — Ona p =1INJ CIletdeméme, p CJ.Sip #Tetp # ], soit
x € Itel que x € p etsoity € ] tel que y € p. Alors, xy € INJ, donc xy € p, ce qui
contredit le fait que p est premier. [
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12.5. Exercices

Exercice 12.5.1. — Soit A I'anneau C[X{,...,X,] et M un A-module de longueur
finie. Montrer que ¢4 (M) = dim¢ M.

Exercice 12.5.2. — Soit A un anneau local noethérien d’idéal maximal m. Soit I
un idéal de A contenu dans nt. Montrer que A/I est un module de longueur finie
si et seulement si il existe n > 0 tel que m" C 1.

Exercice 12.5.3. — Soit M un A-module artinien et ¥ un endomorphisme de M Si
u est injectif, montrer qu’il est bijectif.

Exercice 12.5.4. — Soit M un A-module artinien et ¢ un endomorphisme de M.
Montrer qu’il existe un entier n > 1 tel que Ker¢" + Im ¢" = M.

En utilisant I'exercice 7.6.11 et sous I’hypothese suppleméntaire que M est de
longueur finie, montrer que la somme est directe.

Exercice 12.5.5. — Soit A un anneau.
a) Soit M un A-module de longueur finie.

Montrer que 'homomorphisme canonique M — [[My; (ou le produit est sur
m
I’ensemble des idéaux maximaux de A) est un isomorphisme de A-modules.

b) Si A estartinien, montrer que ’homomorphisme canonique A — [ Ay est
m
un isomorphisme d’anneaux : un anneaw artinien est un produit d’anneaux locaux.

Exercice 12.5.6. — On dit qu'un anneau R est gradué s’il existe une décomposi-

o
tion R = @ R, ou les R, sont des sous-groupes de (R, +) vérifiant R,-R,, C Ry4.
n=0
a) Montrer que Ry est alors un sous-anneau de R. Montrer aussi que I = @ R,
n>1
est un idéal de R.

b) On suppose que Ry est noethérien et que R est de type fini comme Ry-
algebre. Montrer que R est noethérien.

c¢) Réciproquement, on suppose que R est noethérien. Montrer que Ry est
noethérien. Montrer qu’il existe des €léments x1,...,x, € R, avec x; € Ry(;) pour
un entier n(z) > 1 tels que I = (x1,...,x,). Montrer alors par récurrence que
pour tout n, R, C Ry[x1,...,x,]. En déduire que R est une Ry-algebre de type
fini.

d) On se donne un anneau noethérien A et I un idéal de A. Soit R(I) I'en-
semble des polynomes P € A[T] tels que P = >} a, T" avec a, € I". Montrer que
R(I) est noethérien.

Exercice 12.5.7. — Soit R = @R, un anneau gradué noethérien. Soit M = §M,, un
R-module gradué (ce qui signifie R,M,, C M,4,, pour tous m et n.
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a) Justifier que pour tout n, M,, est un Ryp-module. Si M est un R-module de
type fini, montrer que M,, est un Ry-module de type fini.
b) On suppose que Ry est un anneau artinien. Soit alors

Py (1) = if:OeR()(Mm” e zZ[[1]].

On se donne des €léments x; € Ry(;) tels que R = Ry[xy,...,%,]. Montrer par
récurrence sur r qu’il existe fy € Z[t] telle que

J(t) = Pa(t) TT(1 - 1),
=1

¢) On suppose de plus que d(i) = 1 pour tout i. Etablir qu’il existe un poly-
nome gy € Q[t] tel que pour tout entier n assez grand,

Ry (Mn) = pm(n).

Exercice 12.5.8. — a) Si M C N sont deux A-modules, montrer que les idéaux
associés de M sont inclus dans ceux de N.

b) Donner des exemples montrant qu’il n’existe en général aucune inclusion
entre les idéaux associés d’'un module M et ceux d’un quotient de M.

c¢) Soit M un A-module et Mj, My deux sous-modules tels que M = M 4+ Mo.
Que peut-on dire des idéaux associés de M par rapport a ceux des M; ?

Exercice 12.5.9. — Soient A un anneau noethérien et x € A un élément qui n’est
ni inversible ni diviseur de zéro. Montrer que pour n > 1, A/xA et A/x"A ont les
meémes idéaux associés.

Exercice 12.5.10. — Soit A 'anneau des fonctions continues sur [—1;1].

a) DL’anneau A est-l inteégre ? réduit?

b) Montrer que I'idéal I des fonctions nulles en 0 n’est pas de type fini. Mon-
trer que I = I?.

c¢) Montrer que I'idéal (x) n’est pas primaire.

Exercice 12.5.11. — Soit A = k[X,Y,Z]/ (XY — Z?). On note x = cl(X), etc. Soit p
Iidéal (x,z) C A.

a) Montrer que p est premier mais que p? n’est pas primaire.

b) Montrer que (x) N (x%,y,2) est une décomposition primaire minimale de
p*.
Exercice 12.5.12. — Soit A un anneau noethérien et I un idéal de A. Soit J I'idéal
N1 I

a) En considérant une décomposition primaire de IJ, montrer que J = IJ.

b) En déduire que ] = 0 si et seulement si aucun élément de 1 + I n’est
diviseur de zéro dans A.
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c) On suppose que I # A et que A est ou bien local, ou bien intégre. Montrer
que | =0.

Exercice 12.5.13. — Soit A un anneau noethérien. Montrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

a) Le radical de A est nul.

b) Pour tout idéal premier p dans Ass(A), 'anneau local Ay est un corps.

c) Pour tout idéal premier p dans Ass(A), I'anneau local Ay est un anneau
integre.

(On pourra considérer une décomposition primaire minimale de lidéal (0).)

12.6. Solutions
Solution de Uexercice 12.5.1. — Soit
0=MyocM;C---CcM =M

une suite de Jordan-Holder, ou M;/M;_; est un A-module simple pour tout ¢. On
a donc ¢ = (5, (M). D’apres le théoréeme des zéros de Hilbert, M;/M;_; est de la
forme

A/m=A/(X] —ay,..., X, —ay)

qui est isomorphe a C comme C-espace vectoriel. Ainsi,

dimc M= é dimc (Mi/Mi—l) = /.
=1
Solution de Uexercice 12.5.2. — Supposons que A/I est de longueur finie. Comme
un sous-module de A/I de de la forme J/I ou J est un idéal de A, il existe une
suite d’idéaux
I:JO CJ] C .- CJn:A

tels que pour tout ¢, J;/J;_1 C A/m. (Comme A est local, il n’a qu’un seul idéal
maximal !)

Par suite, 1t annule J;/J;_1 et mJ; C J;_1. Par récurrence sur ¢, il en résulte que
mJ; c 1. dou m" C 1.

Réciproquement, supposons que m" C I. Considérons la suite croissante
d’idéaux

m'+I=Icm"'4+Ic...cm+IcCA

Il suffit de montrer que chacun des quotients successifs est de longueur finie. Or,
V; = (m~! 4 1)/(m + 1) est un A-module annulé par n1, donc un A/m-espace
vectoriel. Comme A est noethérien, I'idéal mi~! 4+ 1 est de type fini, si bien que V;
est un A-module de type fini, donc un A/n-espace vectoriel de dimension finie,
donc un A-module de longueur finie, ce qu’il fallait démontrer.



238 CHAPITRE 12. MODULES, II

Solution de Uexercice 12.5.3. — Les u" (M) forment une suite décroissantes de sous-
modules de M. Comme M est artinien, cette suite est stationnaire. Soit n le plus
petit entier tel que u"(M) = u"*!(M). Soit m € M. Comme " (M) = u"*1 (M), il
existe m' € M tel que u"(m) = u"+t! (m'). Alors, u(m') — m appartient au noyau de
u", donc u(m') = m et u est surjectif. Par suite, u est bijectif.

Solution de Uexercice 12.5.4. — La suite des sous-modules images Im ¢" est décrois-
sante. Il existe ainsi un entier n tel que Im¢" = Img"*! = ... Montrons que n
convient. Soit en effet m € M. Comme Im¢" = Im¢*", on peut écrire ¢"(m) =
@*"(m'), ce qui implique que m — ¢"(m') € Ker¢". Alors, m € Ker¢" 4+ Im ¢". Par
suite, Ker ¢" + Im ¢" = M.

Si de plus M est de longueur finie, I'isomorphisme M/ Ker ¢" ~ Im ¢" implique
que (M) = ¢(Kerg") 4+ ((Im ¢"). La suite exacte

0 — Kerg" NImg" — Kerg" @ Img" - M — 0

et l'additivité des longueurs dans les suites exactes implique alors que
Ker ¢" NIm ¢" est de longueur 0, donc nul. La somme est donc directe.

Solution de lexercice 12.5.5. — a) On a vu au cours de la démonstration du théo-
reme de Jordan—-Holder pour les modules de longueur finie que les deux A-
modules M et [[M;; ont méme longueur. Il suffit donc de montrer que cet ho-
momorphisme est, disons, injectif. Considérons donc m € M d’image nulle dans
tout localisé Myy,. Si m est un idéal maximal, dire que m/1 = 0 dans My, signifie
qu’il existe a ¢ m tel que am = 0. Par suite, 'idéal I annulateur de m dans A n’est
pas contenu dans 11. Il n’est ainsi contenu dans aucun idéal maximal de A, ce qui
implique I = A et m = 0.

b) Cet homomorphisme est effectivement un homomorphisme d’anneaux. En
tant qu’homomorphisme de A-modules, c’est le méme qu’a la question précé-
dente. Puisque A est artinien, A est de longueur finie et cet homomorphisme est
donc bijectif. C’est un isomorphisme.

Solution de Uexercice 12.5.6. — a) 1l est clair que Ry est stable par 1’addition, I’op-
posé et la multiplication. C’est donc un sous-anneau. De méme, I est un sous-
groupe abélien de R etsi x = X x, € Rety= >y, € I (donc yp = 0), alors

00
Xyzz Z XkYm

n=0 k+m=n

et la composante de degré 0 est nulle, donc xy € I. Autrement dit, I est un idéal
de R.

b) Toute algebre de type fini sur un anneau noethérien est un anneau noe-
thérien.
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c¢) Comme l'application R/I — Ry, [>]x,] — xo est un isomorphisme, Ry est
un quotient d’un anneau noethérien, donc noethérien.

Soient x; des générateurs (en nombre fini) de I. Si x; = > x;, avec x;,, € Ry,
n
onax;, €I etles x;, engendrent a fortiori I. Quitte a remplacer les x; par les

Xixn, ON peut donc supposer que pour tout 7, x; € Ry;).
Montrons par récurrence que R, C Ro[x1,...,x,]. C’est vrai pour n = 0. Sup-
posons ceci vrai pour n — 1 > 0 etsoit y € R,. Comme y € I, il existe des y; € R
r
tels que y = > y;x;. En comparant les composantes des deux membres dans R,,

=1
on trouve

.
Y= D Yin—n(i)¥i> Yim—n(i) € Run(i)-
i=1
Pour tout i, soit n — n(i) < 0 et yip_pn@ = 0,501t 0 < n —n(i) < n et Yy ni) €
Ro[x1,...,%,]. On voit donc que y € Ro[x1,...,%,] et R, C Ro[x1,...,%,].
Il en résulte que R = @R, C Ry[x1,...,x,]. L’autre inclusion étant évidente,
n

R est engendrée par les x; comme Ry-algebre.
d) On a R(I) = @R(I),, avec R(I), = I"T" ~ I". Si I est engendré par
n

Py,...,P,, on voit que R(I) est engendré par les P;,T comme R(I)y = k-algebre.
Par suite, R(I) est un anneau noethérien.

Solution de Uexercice 12.5.7. — a) M, est un groupe abélien, etsi x € Ry, m € M,,,
xm € Moy, =M, donc M,, est un sous-Ryg-module de M.

Si M est un R-module de type fini, on peut en trouver des générateurs my, ..., m,
tels que m; € My(;y. Soient aussi des x; avec x; € Ry(;) tels que R = Ry [xy,...,x].
Comme Ryp-module, M,, est engendré par les

x{t o xdmy, an(l) +--- +am(s) +p@i) = n.

Cela fait un nombre fini d’éléments.

b) La série formelle Py a un sens car, M,, étant un module de type fini sur un
anneau artinien, M,, est de longueur finie.

Sir =0, R= Ry, M est engendré par my,...,ms, avec m; € My(;). Autrement
dit, seuls My 1), ..., M) sont non nuls et f(¢) est un polynéme.

Si r > 1, on considére ’homomorphisme

Mn — M,H_d(y), m — Xym.

Son image est x,M,, ; notons P, son noyau et Qy4r) = Myqa(r)/ %My le conyau.
Alors, P = @ P, est un sous-R-module de M (le noyau de m — x,m), et c’est
n

un R[xi,...,x,_1]-module gradué de type fini. De méme, Q = P Q, est un
n
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R[x1,...,%,_1]-module gradué de type fini. En particulier, on a des polynomes
Jp et fo € Z[1] tels que

r—1 . r—1 .
fp=Pp _Hl<1 — "Dy et fo=Pq Hl(l — 140y,
1= 1=

Or,
E(Qurar)) = EMugqry) — €(xrMy) = €(Myy4(r)) — €(My) + €(Pr)

si bien que
ZE Ql d n+d )

= 3 OM, o) T — 1O S M) 4 110 T e(Py)

n n

=Pyu(t) — 3 M) — t"OPy (1) + "D Pp (1)
n<d(r)

et

(1= "NPy(t) =P (1) — t"OPp(t) + 3 ((M,) — £(Qu))1".

n<d(r)
Par conséquent,
Sv = H( () Py (1)
=1
=1 - 1@ — "D TTA = "DYPp(t)
<r <r
+]101 —td“’)( > (E(M) = 6(Qu))t")
<r n<d(r)
= fo (1) =" fo(t) + TT(1 = ") ( % )w(Mn) —(Q))1")
1<r n<la(r

est un €lément de Z[¢], ainsi qu’il fallait démontrer.
¢) On suppose de plus d(i) = 1 pour tout i. (Remarquer au passage que c’est
le cas pour R = R(I).) Alors,

Py () = fm(0) /(1 =10)".

Si r = 0, Py est un polyndome, on a ¢{(M,) = 0 pour n assez grand et on peut
prendre gy = 0.
Sinon, on a
1 1 a1 1 !X
= = 3"
(I-0r (r—=Dldr-11—t (r—1)!dr1 5
X (n+1)...(n+r—-1) ,

-3

n=0 (7_1)!
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etsi fm(t) = D ayt’ et n > deg fu,
(k+1)...(k+7r—1) dengM m—p+1)...(n—p+r—1)
g a .
(r—1)! = (r—1)!
Cette expression est une somme finie de polynémes en n donc il existe un poly-
nome gy € Q[?] tel que pour tout n > 0, pm(n) = lr,(My).

(M) = > @
k+p=n

Solution de lexercice 12.5.8. — a) Dire qu’un idéal premier p est associé a M si-
gnifie qu’il existe un élément m € M dont p soit 'annulateur. Comme M C N, p
est 'annulateur d’un élément de N...

b) L’idéal (0) C Z est le seul idéal associé a Z. L’idéal (2) est en revanche
associé au quotient Z/2Z. Ainsi, les idéaux associés d’un quotient ne sont pas
forcément inclus dans les idéaux associés.

Dans I'autre sens, (2) est un idéal associé de Z @ Z/2Z, mais il n’est pas associé
au quotient Z par le sous-module (0) & Z/2Z.

¢) On adéja l'inclusion

Assp (M7) U Assy (M) C Assp(M).

L’autre inclusion n’est pas toujours vraie. Soit M = Z @ Z et N le sous-module des
(2n,2n) pour n € Z. Le module M/N contient I'image M; de Z @ (0) et I'image
My de (0) @ Z. En fait, M; et My sont isomorphes a Z. De plus, M1 + My =
M/N. Les idéaux associés de M et de My sont réduits a I'idéal (0). En revanche,
M/N admet (2) comme idéal associé puisque I’'annulateur de I'image de (1,1)
est exactement I'idéal premier (2).

Solution de Uexercice 12.5.9. — Si A/xA contient un sous-module isomorphe a A/p,
soit m € A un élément dont la classe dans A/xA est d’annulateur p. Alors, A/x"A
contient le sous-module x"~'m/x"A qui est d’annulateur p puisque x n’est pas
diviseur de 0. Autrement dit, Assp (A/x"A) D Assa (A/xA).

Dans 'autre sens, la suite exacte

0 — xA/x’A — A/x*A — A/xA — 0

montre que les idéaux associés a A/x*A sont inclus dans la réunion de ceux de
A/xA et ceux de xA/x2A. Comme xA/x?A est isomorphe a A/xA comme A-
module (multiplier par x), les idéaux associés a A/x?A sont inclus dans ceux de
A/xA. Par récurrence, on prouve de méme que Ass(A/x"A) C Ass(A/xA).

Solution de Uexercice 12.5.10. — a) Il n’est pas integre : soit fj(x) = x + |x| et
fo(x) = x —|x|. On a fi(x) fo(x) = x* — |x|> = 0, et pourtant, ni f; ni fo ne sont
identiquement nulles sur [—1;1].

En revanche, il est réduit : si f(x)" = 0 pour tout x, alors f(x) = 0 pour tout x
puisque R est integre. Donc f = 0.
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b) cf.la question b) de I’exercice 7.6.8. Soit f : [—1;1] — R nulle en 0. Posons

g(x) = /|f(x)] et h(x) = signe(f(x))g(x). Les fonctions f et g sont continues,
nulles en 0 et f(x) = g(x)h(x) pour tout x. DOnc [ € I?, soit I ¢ I2. L’autre

inclusion est claire.

c) Il faut trouver deux fonctions f et g continues telles que

— f ne s’écrit pas x f1(x) pour une fonction continue fj ;

— f(x)g(x) = xh(x), ou h est continue;

— pour aucun 7, g"(x) n’est le produit de x par une fonction continue.
On pose

f(x) =xlog|x/2] et g(x)=1/logl|x/2|.

La fonction g se prolonge par continuité en 0 et est donc un élément de A. De
méme pour f.On a f(x)g(x) = x. La fonction log |x/2| ne se prolonge pas par
continuité en 0, donc f ¢ (x). De plus, g(x)"/x tend vers +o0o0 quand x — 0+,
donc g & /(). Par conséquent, I'idéal (x) n’est pas primaire.

Solution de Uexercice 12.5.11. — a) Cela revient a prouver que I'idéal (X, Z, XY—Z72)
est premier dans k[X,Y,Z]. Or, le quotient
k[X,Y,Z]/(X,Z,XY — Z%) ~ k[Y,Z]/(Z,Z%) ~ k[Y]

est integre.

Des générateurs de (X,Z, XY — Z2)? + (XY — Z?) sont X2, XZ, 7%, X?Y — X7?,
XYZ — 73, X2Y2 + 7* — 9XYZ? et XY — Z2 dont on extrait les générateurs

X2, X7, 72, XY.
Ainsi,
A/p? ~ k[X,Y,Z]/ (X%, XZ, 7% XY).

Dans cet anneau, Y est diviseur de 0 mais n’est pas nilpotent. Donc p? n’est pas
primaire.

b) Ona p? = (x%, xz,xy). Ainsi,

p? C (x) et p? C (xQ,y,z).
Soit d’autre par un élément de (x) N (x%y,2). C’est la classe d’un polynoéme
P € k[X,Y,Z] qui appartient a I'idéal (X?,Y,Z) et qui est multiple de X modulo
XY — 72, soit donc
P = XA + (XY — Z?)B = X?C + YD + ZE.

Notons D = XDj 4 Dy la division euclidienne de D par X, et de méme pour B et
E. On écrit ainsi

P= X(XC + YD, + ZE]) + YDy + ZEy
= X(A + YXB; +YBg) — Z%B,,
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d’ou il résulte que YD( + ZE( = —72By. Ainsi,
P = X2C + XYD; + XZE; — Z?B,
appartient a 'idéal (X2, XY, XZ,Z?) et donc
P(x,y,2) € (x2, Xy, X2, z2) = (xQ, Xy, X2).
On a ainsi ’autre inclusion, soit

p? = (x) N (xQ,y,z).
L’idéal (x) est primaire : A/(x) est isomorphe a k[X,Y,Z]/(X,XY — Z?) ~
k[Y,Z]/(Z?%). Les diviseurs de zéro sont les multiples de Z, et ils sont nilpotents.
De méme, A/(xQ,y, z) est isomorphe a

K[X,Y, 2]/ (XY, Z,XY — Z%) ~ k[X]/(X?)

dont les diviseurs de zéro sont les multiples de X et donc nilpotents. Ainsi, (x%,y, )
est primaire.

Enfin, cette décomposition est minimale puisque x est non nul dans A/ (x%,y, z)
et z est non nul dans A/ (x).

Solution de Uexercice 12.5.12. — a) Soit I] = (] q; une décomposition primaire de

J
IJ ; notons p; I'idéal premier radical de q;.

On va montrer que pour tout j, ] C q;.

-Si I ¢ pj,soita €1 tel que a ¢ p;. Alors, pour tout b € J, ab € 1] C qj.
Comme q; est p;-primaire et a € p;, on a b € q;. Ainsi, ] C q;.

- Si I C pj, soit n un entier assez grand pour tout p;? C qj. On a alors I C q;.
Puisque J C I, J C q;.

Par suite, ] C IJ. Comme I'autre inclusion est évidente, on a bien | = IJ.

b) Comme A est noethérien, I est de type fini et le lemme de Nakayama im-
plique qu’il existe a € I tel que (1 + a)] = 0. Si aucun élément de 1 + I n’est
diviseur de zéro dans A, 1 4 a n’est pas diviseur de 0 et J = 0.

Réciproquement, si a € I est tel que 1+a est diviseur de zéro dans A, soit b € A,
b# 0 tel que (14 a)b=0.Onaalors b= —ab = a®h = --- = (—a)"b pour tout
n > 1. Par suite, b € (a") C I" pour tout n, d’ou b € J qui est donc non nul.

c) Si A est integre, seul 0 est diviseur de zéro. Comme I # A, 0 € 1 +1 et
J=0.

Si A est local, I est contenu dans 1’'idéal maximal et les éléments de 1 + I sont
inversibles dans A. Par suite, | = 0.

Solution de lexercice 12.5.13. — Montrons a) = b). Si le radical de A est nul, la dé-
composition primaire minimale de I'idéal (0) est constituée des idéaux premiers
minimaux pi,...,p, de A qui sont donc les idéaux associés a A.
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On a (0) :npj et,si je{l,...,n}, (| Pi# (0).

J i#]
Soit j € {1,...,n}. Comme I'idéal maximal de Ap]- est p]-Apj, il faut démontrer
que pPjAp;, = 0. Soit donc x € p;. Comme [ p; # (0), choisissons un €lément

i#]
y non nul dans cette intersection. Alors y ¢ p;, sinon y serait nul. De plus, xy €
b;N Q p; = (0). Donc I'image de x dans Ap]. est nulle et ijp]. = 0.
i#]

L’implication b) = c) est triviale, un corps étant en particulier un anneau in-
tegre.

Enfin, supposons c) et montrons que le radical de A est nul. Considérons une
décomposition primaire minimale de (0),

0= () 9 pj=+1q
1<j<n

et soit x € 1/(0) = (p;. L’élément x est nilpotent. Supposons x # 0 et soit I
son annulateur. On sait qu’il existe un idéal associ€ a A, soit p; tel que I C p;.
L'image de x dans Ay, est donc nilpotente et puisque Ap; est integre, x/1 = 0. 11
existe ainsi s € p; tel que sx = 0, ce qui contredit I’hypothése que I C p;.

Cette contradiction montre que A est réduit.



Extensions de corps

Dans ce chapitre, nous poursuivons Uétude des extensions de corps, déja entamée au
chapitre 9. Apres quelques résultats concernant les corps finis, nous donnons les résul-
tats principaux de la théorie de GALOIS des extensions algébriques. Nous définissons
enfin le degré de transcendance d’une extension de corps non nécessairement alge-
brique.

13.1. Corps finis

Un corps fini est un corps dont le cardinal est fini.

Exemples 13.1.1. — a) Pour tout nombre premier p, Z/pZ est un corps fini de
caractéristique p et de cardinal p.

b) Si P € (Z/pZ)[X] est un polynome irréductible de degré d > 1, le corps de
rupture de P, défini par F = (Z/pZ)[X]/(P), est un (Z/pZ)-espace vectoriel de
dimension d. Ainsi, F est un corps fini de caractéristique p et de cardinal p.

PROPOSITION 14.1.2. — La caractéristique d’un corps fini est un nombre premier p ; son
cardinal est une puissance de p.

Démonstration. — Soit F un corps fini. Comme Z est infini, ’homomorphisme
canonique Z — F tel que 1 — 1y n’est pas injectif et son noyau est un idéal non
nul I = (n) de Z. Comme F est un corps, I est un idéal premier, soit I = (p) pour
un nombre premier p et par définition, la caractéristique de F est égale a p.

Par suite, cet homomorphisme induit un homomorphisme de corps Z/pZ — F.
Il en résulte que F est un espace vectoriel sur le corps Z/pZ, nécessairement de
dimension finie. Si d est cette dimension, le cardinal de F est égal a p°. [

THEOREME 1§.1.3. — Soit K un corps et G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif
de K. Alors, G est un groupe cyclique.
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En particulier, le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.

Démonstration. — G est un groupe abélien fini; notons n son cardinal. D’apres le
théoréme des facteurs invariants, il existe des entiers di|...|d,, avec d; > 1, tels
que G~ (Z/d1Z) x --- x (Z/d,Z) et n = dy ...d,. En particulier, tout élément de
G est annulé par d,. Autrement dit, tout élément x de G vérifie x4 =1.
Cependant, un polynome a coefficients dans un corps (commutatif) a moins de
racines que son degré (sauf s’il s’agit du polynome nul). Ainsi, d, > n = dy ...d,.
Onadoncr=1, dy =n et G~Z/nZ est cyclique d’ordre n. OJ

Si ¢ est une puissance d’'un nombre premier (¢ > 1), nous allons montrer qu’il
existe, a isomorphisme pres, un unique corps de cardinal gq.

THEOREME 18.1.4. — Soit p un nombre premier et [ un entier > 1 ; posons ¢ = p/ . Si
Q) est un corps algébriquement clos de caractéristique p, il existe alors un sous-corps ¥, de
Q et un seul qui soit de cardinal q : c’est Uensemble des racines du polynome X1 — X.

De plus, tout corps fini de cardinal q est isomorphe a ¥, .

LEMME 18.1.5. — Soit F un corps de caractéristique p. L'application o: ¥ — F telle que
g (x) = xl" pour tout x € F est un homomorphisme de corps.

Démonstration. — On a ¢(0) = 0 et 0(1) = 1. De plus, pour tous x et y dans F,
o(xy) = (x3)! = x’y* = o (x)a(y). Il reste & montrer que ¢ est additif. Or, si x et y
sont dans F,
v L (DN kpk
o(x+y) = x+9"= 2 (7 "
k=0 k

Or, (’Z) = pl/kI(p — k)! et, p étant premier, si 1 < k < p — 1, p ne divise ni k! ni
(p — k)!. Par suite, p ne divise pas k!(p — k)!. Comme il divise le numérateur p!, p
divise (}) dés que 1 <k < p— 1. Comme F est de caractéristique p,

o(x+y) =+ = 0(x) +0(y),
ainsi qu’il fallait démontrer. O

DEFINITION 18.1.6. — Si F est un corps de caractéristique p, ’homomorphisme de corps
défini par x s xP est appelé homomorphisme de Frobenius.

Démonstration du théoreme. — Notons ¢, I’endomorphisme de (2, puissance f€ de
I’endomorphisme ¢. Ainsi, si x € F, ,(x) = x?. L’ensemble des x € ) tels que
04(x) = x est alors un sous-corps de (). Notons le F,;. La dérivée du polynome
X1 —X € Q[X] est ¢XI71 —1 = —1 puisque Q est de caractéristique p et que ¢
est une puissance de p. Ainsi, le polynome X? — X n’a pas de racine double et F,
est de cardinal q.

Réciproquement, si K est un sous-corps de cardinal ¢ de (), tout élément de
x € KX vérifie 71 = 1 (c’est le théoréme de Lagrange, 'ordre d’un élément



13.2. SEPARABILITE 247

divise I’ordre du groupe), donc x? = x et x € F, si bien que K C F. Comme ces
deux corps ont méme cardinal, K = F, ce qui montre I'unicité.

Soit enfin K un corps fini de cardinal ¢. Comme () est une extension algébri-
quement close du corps Z/pZ, il existe un homomorphisme de corps i: K — €
(voir le théoreme 13.2.8). Alors, i(K) est un corps de cardinal ¢ contenu dans )
donc i(K) = F, et K~ F,. [l

COROLLAIRE 18.1.7. — Soit F un corps fini de cardinal q et d un entier > 2. Alors,
il existe un polynome irréductible unitaire P € F[X] de degré d et son corps de rupture
F[X]/(P) est un corps fini contenu F de cardinal q°.

Démonstration. — On peut supposer que F = F, C Q. Soit F' = F; et soit x € F'*
un générateur du groupe multiplicatif de F'. Le corps F[x] est alors contenu dans
F mais contient F'* si bien que F' = F[x]. Soit P le polyndme minimal de x sur
F : c’est un polynéome unitaire a coefficients dans F, noyau de I’homomorphisme
F[X] — F' tel que X ~ x. Par suite, F' est isomorphe au corps de rupture de P et
P est irréductible de degré d. [

Un défaut de la démonstration précédente est qu’elle ne fournit pas de moyen
effectif de déterminer un corps fini. D’apres le corollaire, on sait toutefois qu’il
nous faut dénicher un polynéme irréductible de degré convenable.

Exemple 13.1.8. — Construisons un corps de cardinal 8. Il nous faut pour cela
trouver un polynome irréductible de degré 3 a coefficients dans Z/2Z. Comme
un polynome sans racine de degré 3 est nécessairment irréductible, il suffit donc
de trouver un polynéme sans racine. Il ya 8 = 23 polynémes unitaires de degré 3,
donc 4 s’annulent en 0. Les 4 autres sont X 4+ aX? 4+ bX + 1 avec (a,b) € {0; 1}2
et leur valeur en 1 est @ + b. On a ainsi 2 polynomes irréductibles unitaires de
degré 3 : X3 + X +1 et X + X% 4 1. Ainsi, Fg ~ Fo[X]/(X® + X +1).

13.2. Séparabilité

DEFINITION 1§.2.1. — Une extension de corps K C L est dite monogeéne s%l existe
x € L tel que L = K[x].

PROPOSITION 18.2.2. — Soit i: K — L un homomorphisme de corps et soit K C E une
extension monogene. Soit x € E un élément tel que E = K[x] et soit P € K[X] son
polynome minimal.

L'ensemble des homomorphismes de corps j: E — L tels que jlx = i et Uensemble des
racines de P dans L. sont en bijection par Uapplication j — j(x).

Démonstration. — On peut identifier K a un sous-corps de L, ce qui permet de
sous-entendre I’homomorphisme i.
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Remarquons pour commencer que j(x) vérifie P(j(x)) = j(P(x)) = j(0) =0,
donc j(x) est effectivement une racine de P dans L.

Par hypothese, tout élément de E = KJ[x]| est de la forme f(x) pour un po-
lynome f € K[X]. Par suite, j(f(x)) = f(j(x)) si bien que la donnée de j(x)
détermine j et I'application définie dans la proposition est injective.

Réciproqument, soit @ une racine de P dans L. On définit un homomorphisme
ja: K[X] — L par X — a. Le noyau de cet homomorphisme j, est le polynome
minimal de ¢ dans L. Comme P(a) = 0 et comme P est irréductible, Ker j, = (P)
etil en résulte un homomorphisme de corps j,: K[X]/(P) — L tel que cl(X) — a.
Comme d’autre part E = K[x], on a un isomorphisme ¢: K[X]/(P) — E tel que
cl(X) — «x et I'application j, o p~! est un homomorphisme de corps E — L tel
que x — a et dont la restriction a K est I'identité. L’application définie dans la
proposition est donc surjective. [

DEFINITION 1§.2.3. — Soit K un corps. Un polynome irréductible P € K[X] est dit
séparable s%l n’a pas de racines multiples dans une cloture algébrique de K.

Soit K C L une extension algébrique. Un élément x € L est dit séparable sur K si son
polynome minimal dans K[X] est séparable.

Une extension algébrique de corps K C L est dite séparable si tout élément x € L est
séparable sur K.

PROPOSITION 18.2.4. — a) Si K est un corps de caractéristique 0, tout polynome irré-
ductible de K[X] est séparable. Par suite, toute extension algébrique de K est séparable sur
K.

b) St K est un corps de caractéristique p, un polynome irréductible de K[X] n’est pas
séparable si et seulement si c’est un polynome en XP.

¢) St K est un corps de caractéristique dont Uhomomorphisme de Frobenius 0: K — K
est surjectif, tout polynome de K[X] est séparable. Toute extension algébrique de K est alors
séparable sur K.

Démonstration. — a) Soit P un polynome irréductible de K[X]. On note P =
an X"+ - -+ag, n étant le degré de P, soit a, # 0. Par suite, P = na, X" 1 +... +q
est de degré n — 1. Si P a une racine double, P et P’ ont un facteur commun
(si a est racine double de P, (X — a)? divise P et (X — a) divise P’ si bien que
(X — a) divise pged(P,P")) et puisque P est irréductible, P’ est multiple de P, ce
qui est absurde étant donné que P’ # 0 et degP’ < degP. Il en résulte que P est
séparable.

b) Si K est de caractéristique p et si P’ # 0, le méme argument montre que P
est séparable. Si réciproquement P’ = 0, toutes les racines de P sont multiples et P
n’est pas séparable. Enfin, P’ = 0 si et seulement si ia; = 0 pour tout ¢ € {0;...;n},
c’est-a-dire @; = 0 dés que p ne divise pas i, autrement dit, P = ¥4, X" € K[X?].

3
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c) Supposons que 'homomorphisme de Frobenius de K est surjectif. Si P =
3 auXP n’est pas séparable, choisissons pour tout i un élément b; € K tel que
i
o(b) = bp = ay;. Alors, P = prXpi = Z(b X = (Zb X)? n’est pas irréductible
dans K[X]. Cette contradlctlon montre que dans ce cas, tout polynome irréduc-
tible est séparable. O

DEFINITION 14.2.5. — Un corps de caractéristique p > 0 dont Uhomomorphisme de Fro-
benius est surjectif est dit parfait.

Exemple 13.2.6. — a) Un corps fini est parfait. En effet, ’homomorphisme ¢: F —
F est injectif. Comme F est fini, ¢(F) a pour cardinal cardF, si bien que ¢ est
surjectif.

b) Soit F un corps de caractéristique p. Le corps K = F(T) n’est pas parfait.
En effet, il n’existe pas de fraction rationnelle Q telle que Q? = T. Remarquons
que le polyndome X? — T € K[X] est irréductible. En effet, il est irréductible dans
F[T,X] = F[X][T] puisque de degré 1 en T ; d’apres le théoréme de Gaul}, étant
irréductible dans F[T][X] = F[T,X], il est irréductible dans F(T)[X]. De plus,
sur I’extension F(T!/?) de F(T), le polynéme X? — T n’est plus irréductible mais
égal a (X — T!/?)? et a pour seule racine T2,

LEMME 18.2.7. — Soit K C L et L C E deux extensions algébriques de corps.
St x € E est séparable sur K, il est séparable sur L.. Par suite, si E est séparable sur K,
E est séparable sur L.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer la premicére assertion. Soit x € E un élé-
ment séparable sur K. Soit P € K[X] son polynome minimal sur K et Q € L[X]
son polynome minimal sur L. Comme x est séparable sur K, P est scindé a racines
simples dans une cloture algébrique de E. D’autre part, par définition de Q, P est
un multiple de Q. Il s’ensuit que les racines de (Q dans une cloture algébrique de
K sont simples et donc que x est séparable sur L. [

THEOREME 19.2.8. — Soit K C L une extension algébrique finie de corps et €} une
cloture algébrique de K. Le nombre d’homomorphismes de corps j: L. — ) qui coincident
avec Uinclusion sur K est a) non nul; b) inférieur ou égal au degré [L : K] ; ¢) égal a
[L : K] si et seulement si L. est engendré comme K-algebre par des éléments séparables sur
K.

Démonstration. — Soit {x1;...;x,} une famille finie d’éléments de L telle que L =
K[x1,...,%,]. On va démontrer le théoréme par récurrence sur 7.

Pour r = 0, L = K et le résultat est vrai. Supposons le vrai pour r — 1. Posons
E = K[x1]. Soit P le polynome minimal de x, sur K, de sorte que [E : K] = degP.
D’apres la proposition 13.2.2, le nombre ng d’homomorphismes j: E — ) qui
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étendent l'inclusion K — () est égal au nombre vp de racines distinctes de P
dans (). Par récurrence, pour chacun de ces homomorphismes, le nombre ng
d’homomorphismes L. — €} qui I’étendent est non nul et majoré par [L : E]. Il
en résulte que le nombre d’homomorphismes L — () qui étendent I'inclusion
K —  est d’une part non nul, et d’autre part majoré par [L:E]vp < [L:E][E:
K] = [L: K].

Si x1 n’est pas séparable sur K, vp < [E : K] et on a une inégalité stricte. Réci-
proquement, si tous les x; sont séparables sur K, on a degP = [E : K] homomor-
phismes E — ) qui étendent I'inclusion de K dans (). Ensuite, remarquons que
d’apres le lemme 13.2.7, les x; pour i > 2 sont séparables sur E. Par récurrence,
chacun des [E : K] homomorphismes E — ) admet donc [L : E] prolongements
L — Q. Finalement, il existe [L : E] [E : K] = [L : K] homomorphismes de L
dans €) qui étendent I'inclusion de K dans ). [

COROLLAIRE 14.2.9. — Soit K C L une extension algébrique finie de corps. Alors, L. est
séparable sur K si et seulement si L. est engendrée comme K -algebre par une famille d’éléments
de L séparables sur K.

Démonstration. — Si L est séparable sur K, elle est a fortiori engendrée par une
famille d’éléments séparables. Dans 1’autre sens, la démonstration du théoreme
précédent montre que des que L contient un élément non séparable sur K, le
nombre de K-homomorphismes de L. dans une cloture algébrique de K est stric-
tement inférieur a [L : K]. Par suite, L ne peut pas étre engendrée par une famille
d’éléments séparables sur K. O

COROLLAIRE 14.2.10. — Soit K C L et L. C E deux extensions algébriques finies de
corps. St E est séparable sur L. et si L. est séparable sur K, alors E est séparable sur K.

Démonstration. — Soit () une cloture algébrique de E. Comme L est séparable
sur K, il existe [L : K] K-homomorphismes L. — . Comme E est séparable sur
L, chacun de ces homomorphismes se prolonge en [E : L] K-homomorphismes
L — Q. Par suite, le nombre de K-homomorphismes E — € est égala [L: K] [E :
L] = [L: K]. D’aprés le théoreme, E est séparable sur K. [

13.3. Théorie de Galois

DEFINITION 14.9.1. — Soit K C L une extension finie de corps. On appelle groupe de
Galois de L. sur K, noté Gal(L/K) le groupe des K -automorphismes de L.

Exemple 13.3.2. — Si ¢: G — G désigne la conjugaison complexe, Gal(C/R) =
{Id, ¢} ~Z/2Z.
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Démonstration. — En effet, soit ¢: G — C tel que pour tout x € R, o(x) = «x.
Ona c(i)? = 0(i?) = ¢(—1) = —1 donc ¢(i) € {&i}. Alors, si z = x + iy € C,
0(z) =0(x)+0()o(y) =x+0()y et o =1d si 0(¢) = tandis que si 0(i) = —i,
g =c. 0

Exercice 13.3.3. — a) Soit K un corps, a € K un élément qui n’est pas un carré
et L = K(y/a) = K[X]/(X? — a). Déterminer Gal(L/K) et montrer en particulier
qu’il est d’ordre 2.

b) Plus généralement, soit » un entier > 2 et K un corps qui contient n racines
n¢ de I'unité distinctes. Soit @ un élément de K qui n’est pas la puissance n¢ d’un
élément de K. Soit L = K({/a) une extension de K, corps de rupture d’un facteur
irréductible de X" — a. Montrer que Gal(L/K) est cyclique d’ordre n.

c) Le groupe de Galois de I’extension Q(v/2) de Q est réduit a I'identité.

LEMME 14.9.4. — Soit K C L une extension finie. Alors, card Gal(L/K) < [L: K].

Démonstration. — Soit ) une cloture algébrique de L. On a démontré au théo-
reme 13.2.8 que le nombre de K-homomorphismes L. — ) est inférieur ou égal a
[L : K]. A fortiori, le nombre de K-homomorhpismes L. — L est inférieur ou égal
a [L:K]. [

DEFINITION 18.8.5. — On dit qu’une extension finie de corps K C L est galoisienne si
Gal(L/K) a pour cardinal [L : K].

Exemples 13.3.6. — a) L'extension R C C est galoisienne.

b) Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier et ¢ un entier > 2. Alors,
Gal(F,/F,;) est cyclique d’ordre ¢, engendré par I'automorphisme x — x9.
L’extension F, C F; est donc galoisienne.

Démonstration. — a) On a vu que Gal(C/R) ~ Z/2Z donc est de cardinal 2 = [C
R].

b) Notons o,: Fe — F; I'automorphisme donné par x — x7. Ses puissances
sont les automorphlsmes donnés par x — x! pour 0 <i<e¢—1 etsont distinctes
(carsi x? = x? pour i # j dans {0;.. ;e—1} ettout x € Fye, le polynome X4 — X7
a ¢’-racines et ¢ > max (¢, ¢/) = deg(X‘f — X?)). Ainsi, Gal(F ¢/ Fy) est d’ordre
au moins ¢. Comme [Fy : F,] = ¢, 'extension F, C Fy est galoisienne de groupe
Gal(F,/F;) = {Id; (Tq;()‘g; e ;0‘;_1} ~Z/eZ. O

Le lemme suivant fournit un autre exemple d’extension galoisienne.

LEMME 18.9.7. — Soit L un corps et G un groupe fini d’automorphismes de L. Soit
K = LC lensemble des x € L tels que pour tout ¢ € G, a(x) = x. Alors, K est un
sous-corps de L. et K C L est une extension finie de degré [L : K] = card G.
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Démonstration. — Le fait que K est un sous-corps de L est laissé en exercice. Comme

G c Gal(L/K), le lemme 13.3.4 affirme que card G < [L : K]. Supposons par

I’absurde que l'inégalité stricte est vérifiée et soit aq,...,a, des éléments de L

linéairement indépendants sur K, avec donc n > [L : K]. La famille d’équations
n

linéaires ] x;0(a;) = 0, ou ¢ parcourt G a plus d’inconnues que d’équations

=1
donc possede une solution non nulle (xj,...,x,) dans E". Considérons une telle

solution pour laquelle le nombre de coefficients x; nuls est maximal. Quitte a
renuméroter les indices, on peut supposer que X, ..., X, sont non nuls, mais que
Xpy1 = --- = x, = 0. Par linéarité, on peut supposer que x, = 1, d’ot les relations

m—1

>, %0 (a;) + o (an) =0, ogeG.
i=1

Soit alors 7 € G et appliquons 7 a I’égalité précédente. On obtient

m—1

Y. 7(xi) (o) (a;) + (1o0)(an) = 0.

i=1
En lui soustrayant la relation correspondant a I’élément 7 o ¢ € G, on obtient

m—1

> (7(xi) —xi)(100)(a;) =0.

i=1
Cette relation vaut pour tout ¢ € G et les 7 o ¢ parcourant G, on en déduit que
pour tout ¢ € G,

m—1
2 (7 (xi) —xi)o(ai) =0,
i=1
ce qui contredit la minimalité de I’entier m. Par suite, card G = [L : K]. [l

Donnons maintenant deux caractérisations des extensions galoisiennes. La pre-
miere contient I’essentiel des informations nécessaires a la démonstration du théo-
réeme fondamental de la théorie de Galois (théoréeme 13.3.11), la seconde est la
caractérisation usuelle (extension « normale et séparable »).

PROPOSITION 18.3.8. — Une extension finie K C L est galoisienne si et seulement si elle
vérifie les deux propriétés suivantes :

(1) elle est séparable ;
(2) st K € L C Q est une cloture algébrique de L., tout K-homomorphisme L. — €0 a
pour image L.

Démonstration. — Fixons une cloture algébrique () de L. Supposons que
K C L est une extension finie galoisienne. On a alors exactement [L : K]
K-homomorphismes L. — €} : ce sont les éléments de Gal(L/K). Par suite,
I’extension K C L est séparable et 'image de tout K-homomorphisme L — () est
égale a L.
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Réciproquement, comme I’extension K C L est séparable, il existe exactement
[L : K] K-homomorphismes L. — (), fournis par le théoreme 13.2.8. Notons les
J1s-- -5 J[LK] - Par hypothese, j;(L) = L pour tout i. Par suite, les j; définissent des
éléments de Gal(L/K) et card Gal(LL/K) > [L : K]. Comme 'autre inégalité est
toujours vraie, I’extension K C L est galoisienne. O

PROPOSITION 18.9.9. — Soit K C L une extension finie de corps. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) lextension K C L est galoisienne ;

(2) elle est séparable et tout polynome irréductible dans K[X] qui a une racine dans L
est scindé dans L ;

(3) il existe un polynome P € K[X] scindé a racines simples x1,...,xq dans L tel que
L= K(xl,...,xd).

Démonstration. — Fixons une cloture algébrique ) de L.

Supposons (1), c’est-a-dire que I’extension K C L est galoisienne. Alors, elle est
séparable. Soit P un polynéme irréductible de K[X] ayant une racine x dans L.
Soit y une autre racine de P dans (). Il existe unique K-homomorphisme de corps
¢1: K[x] — € tel que ¢1(x) = y. D’apres le théoreme 13.2.8, ¢ s’étend en un K-
homomorphisme ¢: L. — . L’extension K C L étant galoisienne, il résulte de la
proposition 13.3.8 que ¢ (L) = L. Par suite, ¢(x) € L. Nous avons donc prouvé
que P est scindé dans L.

Supposons maintenant (2) et soit xj,...,x; des €léments de L tels que L. =
K(x1,...,%7). Comme I'extension K C L est séparable, les x; sont racines d’un
polynome iréductible séparable P; € K[X]. Par hypothese, les P; sont scindés
dans L. Soit P le ppcm des P;. C’est donc un polynome séparable de K[X] et
scindé dans L. Comme les x; engendrent L, les racines de P (qui contiennent
I’ensemble {x1;...;%4}) engendrent L.

Supposons maintenant (3). Comme L est engendrée par des éléments sépa-
rables sur K, L est séparable sur K. D’apres la proposition 13.3.8, il suffit ainsi de
montrer que pour tout K-homomorphisme ¢: L — Q, (L) =L.Or,si 1 <i <d,
P(p(xi)) = ¢(P(x;)) = 0, si bien que ¢(x;) estune des racines de P. Ainsi, ¢(x;) est
I'une des racines x; et en particulier, ¢(x;) € L. Comme les x; engendrent L sur K
et comme ¢ est un K-homomorphisme, ¢ (L) C L. Comme L et ¢(L) ont méme
degré sur K (¢ définit un isomorphisme de K-espaces vectoriels L. — ¢(L)),
L=¢p(L). O

COROLLAIRE 14.8.10. — Si K C L est une extension algébrique finie séparable, il existe
une plus petite extension finie galoisienne K C L contenant L.

Démonstration. — Soit x1,...,x; des éléments de L tels que L = K[xy,...,x4].
Pour tout i € {1;...;d}, soit P; le polyn6me minimal de x; sur K et soit P le ppcm
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des P;. Soit {2 une cloture algébrique de L. Alors, si K C L8 C () est une extension
galoisienne contenant L, P; ayant une racine dans L est scindé dans L#. Par suite,
L# contient le corps engendré par les racines de P dans (). Réciproquement, ce
corps est engendré par les racines du polynome a racines simples P, donc est une
extension galoisienne de K. O

THEOREME 14.9.11 (Théoréeme fondamental de la théorie de Galois)
Soit K C L une extension finie galoisienne de groupe de Galois G = Gal(L/K).
a) Pour tout sous-groupe H C G, Uensemble

I"={xel;VoeH, o) =x}

est un sous-corps de L contenant K. En outre, [LH : K] est égal a Uindice (H : G) de H

dans G.
b) Pour toute sous-extension K C E C L, l'ensemble

Gal(L/E) = {oc € Gal(L/K); Vx € E, o(x) =«x}

est un sous-groupe de G d’indice [E : K].
¢) Les applications H — LY ot E — Gal(L/E) sont des bijections décroissantes, réci-
proques l'une de Uautre.

Démonstration. — a) D’apres le lemme 13.3.7, extension LY C L est galoisienne
de groupe Gal(L/LH) = H.

b) Les éléments de Gal(L/E) sont des E-homomorphismes L. — L. Ce sont
en particulier des K-homomorphismes, d’ou l'inclusion Gal(L/E) C Gal(L/K),
ce qui démontre la formule annoncée pour Gal(L/E). On a bien sir
card Gal(LL/E) < [L : E]. Mais il résulte de la proposition 13.3.8 que I’extension
E C L est galoisienne : elle est séparable et, si L. C () est une extension algébrique-
ment close, tout E-homomorphisme L — (), étant aussi un K-homomorphisme,
a pour image L. Ainsi, card Gal(L/E) = [L : E]. Autrement dit, Gal(L/E) est
d’indice card Gal(L/K)/ card Gal(L/E) = [L: K]/[L: E] = [E : K].

c) On a démontré dans le lemme 13.3.7 que Gal(L/L) = H. En particulier,
I'application H — LH est injective. Montrons alors que E = LS 1/E) T’inclusion
E c LGAIL/E) et évidente. Réciproquement, ces deux extensions de K ont toutes
deux pour degré [E : K], donc sont égales. [

PROPOSITION 14.3.12. — Soit K C L une extension finie galoisienne de groupe G =
Gal(L/K). Soit H un sous-groupe de G.

a) Si o € Gal(L/K), on a o(LH) = LoH ™"

Soit alors Ng(H) = {0 € Gal(L/K); ¢Ho™! = H} le normalisatewr de H dans
Gal(L/K).
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b) Gal(L™/K) s’identifie naturellement a Ng (H)/H. En particulier, Uextension K C
LY est galoisienne si et seulement si H est un sous-groupe distingué de G. On a alors
Gal(L"/K) = G/H

Démonstration. — a) Un élément x € L appartient a L si et seulement si i (x) =
x pour tout h € H. Par suite, y = ¢(x) appartient a ¢(LH) si et seulement si
ho~1(y) = o1 (y) pour tout h € H, c’est-a-dire cho ! (y) = y pour tout & € H, soit
encore y € L7H™"

b) Comme l'extension K C L est galoisienne, tout K-homomorphisme LY —
LH est la restriction 2 LH d’un K-homomorphisme L. — L, c’est-a-dire d’un élé-
ment ¢ € Gal(L/K). Un tel ¢ vérifie ¢(L) = LH si et seulement si cHo~! = H,
d’ott un homomorphisme surjectif Ng(H) — Gal(LH/K). Le noyau de cet ho-
momorphisme s’identifie aux ¢ € Ng(H) tels que o(x) = x pour tout x € LH,
c’est-a-dire 2 H. On a donc construit un isomorphisme Ng(H)/H ~ Gal(L"/K).

En particulier, ’extension K c LY est galoisienne si et seulement si [LH :
K] = (H : Ng(H)), c’esta-dire, puisque [L" : K] = (H : G) si et seulement si
G = Ng(H), c’est-a-dire H distingué dans G. ]

13.4. Compléments

THEOREME 1§.4.1 (Théoreme de I’élément primitif). — Soit E un corps et E C F
une extension algébrique finie séparable. Alors, il existe x € F tel que F = E[x].

De plus, si E est infini et si ¥ = E[x1,...,x4], on peut choisir x de la forme
X1 + €oX9 + - -+ + cqXq avec co,...,cq dans E.

Démonstration. — Si E est fini, F est un corps fini. D’apres le théoreme 13.1.3, F*
est un groupe cyclique. Si x en est un générateur, E[x] contient F* et 0, donc
E[x] =F.

On suppose maintenant que E est infini. Par récurrence, il suffit de démontrer
le résultat suivant, que nous isolons en un lemme. OJ

LEMME 18.4.2. — Soit E C ¥ = E[x,y] une extension finie algébrique de corps. On
suppose que E est infini et que y est séparable sur E. Alors, pour tout ¢ € E sauf un nombre
fini d’entre eux, F = E[x + ¢y].

Démonstration. — Soit P et Q € E[X] les polyndmes minimaux de x et y respec-
tivement. Notons p et ¢ leurs degrés. Soit aussi {2 une extension finie de E dans
laquelle P et Q sont scindés. On note alors x1,...,x, les racines de P et y1,...,y,
les racines de Q dans (), avec x = x; et y = y;. Par hypothese, les y; sont deux a
deux distincts. Ainsi, si i € {1;...;p} et j € {2;...;¢}, I'équation (d’inconnue c¢)
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X; + ¢y; = x1 4+ ¢y1 n’a qu'une solution. Ainsi, a part pour un nombre fini d’élé-
ments ¢ € E, aucune de ces relations n’est vérifiée. Puisque E est infini, il existe
en particulier un tel ¢. Posons alors z = x + ¢y et montrons que F = E[z].

Le polynome R(X) = P(z — ¢X) a ses coefficients dans E[z] et s’annule en
X =y puisque R(y) =P(z—¢y) =P(x) =0.S1 j > 2, 2—cy; = x1 +cy1 —¢yj &
{x15...5xp} donc P(z — ¢y;) # 0 et R(y;) # 0. Ainsi, y = y; est la seule racine
commune a R eta Q. Il en résulte que pgcd(R, Q) = X —y. Comme R et Q sont
deux polynomes a coefficients dans E[z], le théoréme de Bézout implique que
pgcd(R, Q) € (E[z])[X], d’ou y € E[z]. On a alors x = z — ¢y € E[z] si bien que
E[x,y] C E[z] C E[x,y], d’ou I’égalité F = E[z]. ]

DEFINITION 14.4.93. — Soit K C L wune extension algébrique finie de corps. On ap-
pelle trace (resp. norme) d’'un élément x € L la trace (vesp. le déterminant) du K-
endomorphisme de L. défini par la multiplication par x. On les note Try /g (x) et N,/ (x).

PROPOSITION 194.4.4. — Soit K C L une extension finie.

a) Six € K, Trp g (x) = [L: K]x et Ny /g (x) =«

b) pour tous x et y dans L, Tryx(x +9y) = Tr/k(x) + Trr/k(y) et Np/k(xy) =
NL/k (6)NL/K (5) -

Démonstration. — a) Si x € K, la multiplication par x dans L est représentée, dans
n’importe quelle base de L, par la matrice scalaire xIj.kj associ€ée a x. Sa trace
est [L: K]x et son déterminant x[K],

b) Si x € L, notons uy, le K-endomorphisme de multiplication par x dans L, de
sorte que pour tout z € L, uy(z) = xz. On a alors uyyy(z) = (x +y)z = xz +yz =
px(z) + py(z) et donc pyiy = py + uy. Par suite, Truyyy = Tru, + Tru,, d’ou
Tro/k(x +y) = Tro/k(x) + Tro/(y).

L’argument pour les normes est analogue : avec les mémes notations, on a fiyy =

fx © fhy, donc
Nr/k (xy) = det puyy = det iy det py = Np/g (x) N/ (9)-
O

PROPOSITION 14.4.5. — Soit K C L une extension galoisienne de groupe G. Alors, pour
tout x € L, on a

Trr(x) = D o(x) e Nyx(x) =[] ox).
oeG ceG

Démonstration. — Soit ) une cloture algébrique de L. Soit P € K[X] le polynome
minimal de x et notons x = x1, ..., X4 ses racines dans ). On a ainsi

P(X) = (X—x1)...(X—xg) =X — a1 X! .. 4 (=1)ay,



13.4. COMPLEMENTS 257

avec a1 = x1 + - -+ + x4 et ag = x1...x4. Dans la base {1;x;.. .;xd_l}, I’homomor-
phisme de multiplication par x admet pour matrice

0 (=)= 1la,
) :

0 —as

1 ai

c’est-a-dire la matrice compagnon associée au polynome P. Par suite, det u, = aq4
et Tr uy = a1. Autrement dit,

TrK[x]/K(x) et NK[x]/K(x) = H X;.

I
I\

Soit {e1;...;¢} une base de L sur K[x]. Alors, la famille
{e1;xer;. . .; xd_lel; €9;...; xd_les}

est une base de L sur K. Dans cette base, la matrice de I’endomorphisme de
multiplication par x est diagonale par blocs, formée de s blocs égaux a la matrice
compagnon précédente. On a donc

Tryx (x) = [L: K[x]] Trgpa/r(x) et Npx(x) = NK[X]/K(X)[L:K[x]].

Sii e {I;...;d}, soit 7; 'unique K-homomorphisme de corps K[x] — L tel
que 7;(x) = x;. D’apres le théoréeme 13.2.8, il existe exactement [L : K[x]]
homomorphismes L. — ) qui étendent 7,. Comme I’extension K C L est ga-
loisienne, ces homomorphismes sont a valeurs dans L. et on obtient ainsi les
[L:K] =[L:K[x]] [K[x]: K] éléments de G. Par suite,

d Kix d Kx K«
[ o) = (I 7)) = (T ) ™5 = Nigaym (0 50 = Ny o),

ceG

L’argument pour les traces est analogue :

[N

2 o(x) = [L:K[x]]

ceG i

ITZ‘(X) = [L : K[x]] TrK[x]/K(x) = TI‘L/K(X).

]

THEOREME 19.4.6. — Soit K C L une extension finie. L'application L. x L. — K définie
par (x,y) — Try/k(xy) est une forme K-bilinéaire symétrique. Elle est non dégénérée si
Uextension K C L est séparable et nulle sinon.
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Démonstration. — Posons ¢(x,y) = Trr/k(xy). Comme L est commutatif, il est
évident que ¢ est symétrique. Le fait que ¢ soit K-bilinéaire découle des formules

t(ax +d'x',y) = Try k ((ax + d'x")y) = Try x (axy 4+ d'x'y)
= aTry/x (xy) + d Tryx(x'y) = at(x,y) +d't(x,y).

Supposons que I'extension K C L est séparable et montrons que ¢ est non-
dégénérée. Soit d = [L: K] et 0y, ..., 04 les d K-homomorphismes de L. dans une
cloture algébrique () de L. Alors, pour tout x € L,

d
Tri k(%) = 2 0j(x).

j=1

Supposons que x € L appartienne au noyau de ¢. Alors, pour tout y € L,
Try/k(xy) =0, d’ou
d

ai(xy) = > 0j(x)0;(y).

j=1

0=

~.
I~

Comme les ¢; sont linéairement indépendants sur L (cf. 'exercice 13.6.3), on a
0j(x) = 0 pour tout j, d’ou x = 0.

Réciproquement, supposons que K C L n’est pas séparable et montrons que
pour tout x € L, Try /g (x) = 0. Notons p > 0 la caractéristique de K. Soit Ly C L
I’extension de K engendrée par tous les éléments de L. qui sont séparables sur K.
D’apreés le corollaire 13.2.9, I’extension K C Ly est séparable. De plus, si x € L\ L,
x n’est pas séparable sur L, sinon, d’apres le corollaire 13.2.10, x serait séparable
sur K et on aurait x € L. En particulier, le polynéome minimal de x a pour degré
un multiple de p, si bien que p divise [L : L;].

Soit x € L. On a vu que

TI‘L/K(X) = [L . K[X]] TI‘K[X]/K(X).
Comme p divise [L : Lj] et comme K[x] C L, p divise [L : K[x]], si bien que
TI‘L/K(X) = 0.
Soit maintenant x € L\ L. Puisque x n’est pas séparable sur K, son polynome

minimal sur K est de la forme X" +4,X""V? ... 1 4, etle coefficient de X"~!
est donc nul. Par suite, Trg[,/x (x) = 0 et

Trp k (x) = [L: K[x]] Trgpy/k(x) = 0.
[
Remarque 13.4.7. — Soit K C L une extension finie de corps de caractéris-
tique p > 0. Soit Ly C L I'extension de K engendrée par les éléments de L qui

sont séparables sur K. Alors, le degré de I’extension L; C L est une puissance
de p.
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Démonstration. — Prouvons tout d’abord que le degré du polynome minimal sur
L, de tout élément de L \ Ly est une puissance de p. Soit en effet x € L\ L; et
soit P = X" + ... +ap son polynome minimal sur L;. Comme x n’est pas séparable
sur Lg, P est un polyndme en X?. Soit r un entier > 1 maximal tel qu’il existe
Q e L[X] tel que P = Q(X") Alors, Q est le polynome minimal de x . Comme
Q n’est pas un polynéme en X’ (sinon, si Q = Q;(X’), P = Q (XI’HI)), xt’
est séparable sur L;, d’ou x e Liet Q(X) = X — ', dot P = X! — »” . En
particulier, le degré de 'extension L C L;[x] est une puissance de p.

Soit maintenant x1,...,x, des éléments de L \ L; tels que L = L[x1,...,x,] et
raisonnons par récurrence sur n. Si n < 1, cela résulte du paragraphe précédent.
Soit E = L[x1,...,%x,_1], de sorte que par récurrence, [E : L] est une puissance
de p. Pour alléger les notations, notons x = x, et r = r,, si bien que L = E[x], le
polynéme minimal de x sur Ly étant P = X! — x”". Soit Q € E[X] le polynéme
minimal de x sur E. Il divise donc P = X* —x”", mais, considéré comme polynéme
de L[X], puisque P = (X—x)?, il existe un entier m tel que Q = (X—x)". Notons
m = pu ol p ne divise pas u, de sorte que Q = (X — x)P'* = (X' — x")*, Puisque
Q e E[X] et

Q = XPU _ ' XP W=D Ly ()b
onaux’ € E. Comme p ne divise pas u, ¥’ € E. Cela implique que X" —x?" divise
Q,dou Q=X —x" (etu=1).Ainsi, [L:E] =p' et [L:L,] = [L:E][E: L]
est une puissance de p. O]

13.5. Degré de transcendance

Pour simplifier, on n’expose la théorie que dans le cas de degré de transcen-
dance fini. On a les mémes énoncés dans le cas général. Il faut cependant utiliser
le lemme de Zorn pour établir certains énoncés.

PROPOSITION 18.5.1. — Soit K C L une extension de corps et soit (xi,...,%x,) une
Sfamille d’éléments de K. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout polynome non nul P € K[X1,...,X,], P(x1,...,x,) #£0;

(2) Uhomomorphisme canonique de K-algebres, K[X1,...,X,] — L tel que X; — x;
est injectif;

(8) il existe un K-homomorphisme de corps K(X1,...,X,) — L tel que X; — x;.

DEFINITION 14.5.2. — Si ces conditions sont vérifiées, on dit que la famille (x1, ..., xy)
est algébriquement indépendante sur K.

Preuve de la proposition. — Notons ¢: K[Xy,...,X,] — L l'unique homomor-
phisme de K-algebres tel que ¢(X;) = «;. La condition (1) signifie que si P # 0,
@(P) # 0. Elle équivaut donc a I’égalité Kerp = (0), si bien que (1) et (2) sont
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équivalents. Supposons (2). Comme K[Xj,...,X,]| est un anneau integre de
corps des fractions K(Xj,...,X,), et puisque L est un corps, ’homomorphisme
injectif ¢ s’étend en un homomorphisme de K(Xjy,...,X,;) — L, d’ou (3).
Supposons maintenant (3) et soit ¢: K(Xi,...,X;) — L un K-homomorphisme
de corps tel que X; — x; pour tout i. Nécéssairement, la restriction de ¢ a
K[Xj,...,X,] est égale a 9. Comme tout homomorphisme de corps, ¢ est injectif
et par suite, Kerp = Kerp N K[Xy,...,X,] = (0), d’ou (2). ]

DEFINITION 18.5.3. — Soit K C L wune extension de corps. On dit qu’une partie
(X1,...,%y) est une base de transcendance de L sur K si elle est algébriquement
indépendante sur K et si L est algébrique sur le sous-corps K(x1,...,%x,) engendré par les
x; dans L.

THEOREME 19.5.4 (Théoreme de la base incomplete). — Soit K C L une extension
de corps et soit A C C deux parties finies de L telles que A soit algébriqguement indépendante
sur K et telle que L. soit algébrique sur la sous-extension de L. engendré par les éléments de
C. Alors, il existe une base de transcendance B de L. sur K telle que A C B C C.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le cardinal de C\ A. Si C = A,
il n’y a rien a démontrer. Supposons le résultat vrai si card(C\ A) = n et montrons
le pour n+1. Soit # un élément de C\ A et examinons les deux seules possibilités :

— Supposons que 6 est algébrique sur 'extension K(A) engendrée par A dans
L. Posons alors A’ = A et C' = C\ {6}. Par hypotheése, tout x € L est algébrique
sur K(C')[6]. Puisque 6 est algébrique sur K(A) c K(C'), tout élément de L est
donc algébrique sur K(C'). On peut alors appliquer I’hypothése de récurrence a
A c €, d’ou I'existence d’une base de transcendance B avec A ¢ B ¢ C'; en
particulier, B C C.

— Supposons que 6 n’est pas algébrique sur K(A). Alors, la partie A" = AU {6}
est algébriquement indépendante sur K. Notons en effet A = {x1,...,x,} et soit
P € K[Xy,...,X,,T] un polynéme tel que P(xy,...,x,,8) = 0. Si P ne fait pas in-
tervenir T, c’est-a-dire sir P € K[Xj,...,X,], on a une relation de dépendance al-
gébrique entre x1,...,x,,d’ou P = 0. Sinon, P faitintervenir T et ¢ est algébrique
sur K[x1,...,x,], c’est-a-dire sur K(A), ce qui est une contradiction. L’extension
L est algébrique sur K(C) et A’ C C est une partie algébriquement indépendante
sur K. Par récurrence, il existe une base de transcendance B avec A’ ¢ B ¢ C; en
particulier, A C B.

Ceci acheve la démonstration par récurrence du théoreme. [

COROLLAIRE 138.5.5. — Soit K C L une extension de corps de type fini. Alors, il existe
une base de transcendance de L. sur K.
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Démonstration. — Soit C une partie de L telle que L. = K(C), de sorte que L est
algébrique sur K(C) ! Posons A = & ; c’est une partie algébriquement indépen-

dante. D’apres le théoréme, il existe une base de transcendance B C C. OJ
Exercice 13.5.6. — Soit K C L une extension de corps et soit (xy,...,x,) une partie
de L.

Etablir I’équivalence des conditions suivantes :

(1) la partie (x1,...,x,) est algébriquement indépendante et est maximale
pour cette propriété ;

(2) L est algébrique sur K(xy,...,x,) et (x1,...,X,) est minimale pour cette
Propriété ;

(3) (x1,...,x,) est une base de transcendance de L sur K.
LEMME 14.5.7 (Lemme d’échange). — Soit K C L wune extension de corps. Soit
(X1,...,%,) € (Y1,...,9n) deux bases de transcendance de L. sur K. Alors, pour tout
i € {1;...5n}, il existe j € {1;...;m} tel que (x1,...,%_1,Yj,Xi41,.-.,%Xyn) SOit une

base de transcendance de L. sur K.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, on suppose que i = 1.

Par définition, tout élément de L est algébrique sur le corps K(x,...,x,) en-
gendré par les x; dans L. Pour tout j € {1;...;m}, soitdonc P; € K(x1,...,x,)[Y]
un polynome irréductible tel que P;(y;) = 0. Quitte a multiplier P; par un « deé-
nominateur commun », on peut supposer que pour tout j, P; € K[xq,...,x,][Y].

Supposons qu’aucun des P; ne fait intervenir x;. Alors, pour tout j, y; est al-
gébrique sur K(xo,...,x,). Comme L est algébrique sur K(yy,...,y,), L est algé-
brique sur K(xo,...,x,). En particulier, x; est algébrique sur K(xo,...,x,) mais
ceci contredit I’hypothése que (x1,...,x,) estalgébriquement libre. Il existe donc
Jj € {1;...;m} tel que P; fait intervenir x;. Montrons qu’un tel j convient, c’est-a-
dire que (yj,x9,...,x,) est une base de transcendance de L sur K.

En effet, puisque P; fait intervenir xj, la relation P;(y;) = 0 montre que x;
est algébrique sur K[yj, xg,...,x,]. Comme tout €lément de L est algébrique sur
K[x1,...,x,], L est ainsi algébrique sur K[y;, x9,...,x,]. De plus, (y;,x2,...,%y)
est algébriquement indépendante : soit par ’absurde P € K[Y,Xo,...,X,] un
polynome non nul vérifiant P(y;, x9,...,x,) = 0. Comme la famille (xg,...,x,)
est algébriquement indépendante, P fait intervenir Y. et y; est algébrique sur
K[x9,...,x,]. Par suite, L. est algébrique sur K[xo,...,x,] et en particulier, x;
est algébrique sur K[xo,...,x,] ce qui contredit 'hypothése que (xj,...,x,) est
algébriquement indépendante. [

THEOREME 19.5.8. — Soit K C L une extension de corps (de type fini). Alors, toutes les
bases de transcendance de L. sur K ont méme cardinal.



262 CHAPITRE 13. EXTENSIONS DE CORPS

DEFINITION 18.5.9. — Le cardinal d’une base de transcendance quelconque est appelé
degré de transcendance de L sur K et est noté deg try (L).

Démonstration du théoréeme. — Soit (y1,...,Y,) une base de transcendance de L sur
K de cardinal minimal. Soit (x1,...,x,) une autre base de transcendance. On va
montrer que m = n par récurrence descendante sur le cardinal r de I'intersection

{x15.. 50O {53 m )

Sir = m, la famille (y;;...;yn) est contenue dans (xj,...,x,). Comme ce sont
toutes deux des bases, ces deux familles sont égales et m = n.

Supposons maintenant r < m et modifions les notations de sorte que x1 = y,
..., X, =Yy, sl bien que

{x1;.. 50Oy smt = {x15. .50}

Soiti = r+1 etsoit j € {1;...;m} un entier fourni par le lemme d’échange 13.5.7,
si bien que (xi,...,%y,Yj,%r492,...,X;) e€st une base de transcendance de
L sur K. Comme (x1,...,x,) est une base de transcendance de L sur K,
(X1,..., %, Xr49,...,%,) N'en est pas une et j > r. L'intersection de cette base et
de la base (y1,...,y,) vérifie

{1, % Y X s e X OV {0t = 152590y}
et est donc de cardinal r 4+ 1. Par récurrence, ces deux bases ont méme cardinal

etm = n. ]

Exemple 13.5.10. — Si K est un corps, K(Xj,...,X,) est de degré de transcen-
dance n.

En effet, la famille (Xy,...,X,) est algébriquement indépendante sur K et
K(Xjy,...,X,) est algébrique sur ’extension de K engendrée par les X; (puisque
égale!).

Exemple 13.5.11. — Soit P € K[X,Y] un polynome irréductible et soit L le corps
des fractions de I'anneau integre K[X,Y]/(P). Alors, degtry L = 1.

Démonstration. — Notons x et y les classes de X et Y dans L. Comme K(x,y) =L,
L est de degré de transcendance < 2. De plus, puisque P(x,y) = 0 et P #£ 0,
(x,y) n’est pas algébriquement indépendante et degtry L < 1. Comme P est
irréductible, il n’est pas constant et fait intervenir I’'une des variables X ou Y.
Supposons, pour fixer les idées que ce soit Y. Alors, ’homomorphisme ¢: K[X] —
L tel que X — x est injectif : si Q € Kerg, on a Q(x) = 0. Par suite, Q(X) est
multiple de P(X,Y). Considérons les degrés par rapport a Y ; on trouve si Q # 0
que

0 = degy Q(X) > degy P > 0,
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ce qui est absurde. Donc Q = 0 et ¢ est injectif. Par suite, (x) est une partie
algébriquement libre sur K et degtrpy L > 1. O]

13.6. Exercices

Exercice 13.6.1. — Soit K un corps et soit n un entier tel que n > 2. Soit E = K[{]
une extension de K engendrée par une racine primitive n¢ de I'unité.

a) Montrer que '’ensemble des racines n¢ de I'unité dans E est un groupe
cyclique d’ordre n, engendré par (.

b) Soit ¢ un élément de Gal(E/K). Montrer qu’il existe un entier d premier
an tel que o({) = {2

c¢) Construire un homomorphisme de groupes injectif ¢: Gal(E/K) —
(Z/nZ)*. En déduire que Gal(E/K) est un groupe abélien.

Exercice 13.6.2. — Soit K un corps et soit E = K(X) le corps des fractions ration-
nelles a coefficients dans K.

a) Montrer qu’il existe deux K-automorphismes de E, uniques, a et £ tels
que a(X) = 1/X et ¢(X) = 1 — X. Montrer que le sous-groupe G de Gal(E/K)
engendré par « et f est fini, isomorphe au groupe symétrique &s.

b) Soit F le corps EC formé des fractions rationnelles P € K(X) telles que
a(P) = f(P) = P. Montrer que F contient la fraction
(X2 -X+1)°
%) = o1

c¢) Montrer que I'extension K(f) C E est finie de degré 6. En déduire que
F = K(f).

Exercice 13.6.3. — a) Soit G un groupe et F un corps. Soit ¢1,...,0, n homo-

morphismes distincts de G dans le groupe multiplicatif F*. Montrer que oy, ...,
oy sont linéairement indépendants : si ay, ..., a, sont des éléments de F tels que
a1+ -+ +ayo, =0,alorsa; =---=a, =0.

b) Soit E et F deux corps et g1, ..., 0, » homomorphismes de corps distincts
E — F. Montrer qu’ils sont linéairement indépendants sur F.

Exercice 13.6.4. — Soit K un corps infini et K C L une extension finie galoisienne
de degré d. On note o1,...,04 les éléments de Gal(L/K).

a) Soit (eq,...,¢q) une famille d’éléments de L. Montrer que le déterminant
de la matrice (0;(¢;))1<i,j<qa €St non nul si et seulementsi (ey,...,¢;) est une base
de L. comme K-espace vectoriel.

Dans la suite, on fixe une telle base (e,...,¢q). Soit P € L[Xy,...,Xy] tel que
pour tout x € K,

P(o1(x),...,04(x)) = 0.
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b) Soit Q € L[Xj,...,X,] le polynome
d

d
Q= P(._Z1 o1(e)Xi, ..., X 04(6)).

=1

Montrer que pour tous (x1,...,x%;) € K% Q(xi,...,x;) = 0. En déduire que
Q=0.

c¢) Montrer que P = 0 (indépendance algébrique des ;).

d) Montrer qu’il existe 6 € L tel que (o1(0),...,04(0)) soit une K-base de L.
(Une telle base est appelée base normale de L sur K.)

Exercice 13.6.5. — Soit F C E une extension galoisienne de corps, de groupe de
Galois G = Gal(E/F).

a) Soit @ € EX et ¢: G — E* l'application telle que ¢(¢) = a/c(a) pour tout
o € G. Montrer que pour tous ¢ et 7 dans G, on a

c(or) = c(a)o(c(1)).

b) Réciproquement, soit ¢: G — E* une application vérifiant cette relation.

En utilisant I’exercice 13.6.3, montrer qu’il existe x € E tel que
a= Y c(o)o(x) #0.
ceG

En déduire que pour tout ¢ € G, ¢(0) = a/0 ().

¢) Soity: G — F* un homomorphisme de groupes. Montrer qu’il existe « € E
tel que y (o) = a/o(a) pour tout ¢ € G.

d) On suppose que G est cyclique. Soit ¢ un générateur de G. Soit x € F.
Montrer que Np x (x) = 1 si et seulement s’il existe « € F tel que x = o/ ().

Exercice 13.6.6. — Sin > 1, soit @, € CG[X] I'unique polyndme unitaire dont les
racines sont simples, égales aux racines primitives n¢ de 'unité dans C.
a) Montrer que [[®; = X" — 1. En déduire par récurrence que pour tout n,
djn
®, € Z[X]. |

b) Si p est un nombre premier, calculer @, (X). Montrer qu’il existe des entiers
at,..., ap_1 tels que @, (14+X) = X[’*1+pa1Xp*2+- <pay_1,avec ay_y = 1.ATlaide
du critére d’Eisenstein de 'exercice 5.6.5, en déduire que @, est irréductible dans
Q[X].

c) Soit n un entier, n > 2 et soit { une racine primitive n¢ de I'unité. On va
montrer que ®, est irréductible dans Q[X]. Soit P le polynome minimal de .
Montrer que P € Z[X] et qu’il divise @, dans Z[X].

Soit p un nombre premier ne divisant pas n. Montrer qu’il existe b € Z[{] tel
que P(£) = pb.
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d) Montrer que {? est une racine primitive n¢ de I'unité. Si P({?) # 0, montrer
en dérivant le polynéme X" — 1 que nf?"~1) ¢ pZ[{]. En déduire une contradic-
tion et donc que pour tout nombre premier p premier a n, P({?) = 0.

e) Montrer que @, estirréductible dans Q[X].

Exercice 13.6.7. — Soit K un corps fini, soit p sa caractéristique et ¢ son cardinal.
a) Sim € N, calculer S,, = >} x™.
xeK
b) Si P € K[Xy,...,X,], on note S(P) = >} x™. Si degP < n(¢ — 1), montrer
xeK
que S(P) =0.

c) Soit Pq,...,P, des polynémes de K[Xj,...,X,] tels que }] degP; < n. Soit
i=1

P=(1-P")...(1-P!""). Montrer que S(P) = 0.

Si V désigne 'ensemble des x € K" tels que Pi(x) = --- = P,(x) = 0}, en
déduire que cardV est multiple de p (théoreme de Chevalley—Warning).

d) Soit P € K[Xj,...,X,] un polynome homogéeéne de degré 4 > 0. Si
d < n, montrer qu’il existe (x1,...,x,) € K" tel que (x1,...,x,) # (0,...,0) et
P(x1,...,%,) =0.

Exercice 13.6.8. — Soit K C L et L € M deux extensions de corps de type fini.
Montrer I’égalité
degtry M = deg trg L + deg tr; M.

Exercice 13.6.9. — Soit K C G(T) un sous-corps contenant C mais distinct de C.
a) Montrer que 'extension K C G(T) est algébrique, finie.
b) On note n = [C(T) : K] son degré. Montrer que le polynome minimal de
T sur K est de la forme

fX)=X"4+ X4 4k,

et qu’il existe j € {1;...;n} tel que k; ¢ C.

c) On fixe un tel entier j et on note u = k; = g/h ou g,h € C[T] sont deux
polynoémes premiers entre eux. Soit m = max(deg g,deg ). Montrer que m > n.
Montrer aussi qu’il existe ¢ € K[X] tel que g(X) — uh(X) = ¢(X) f(X).

d) Montrer qu’il existe des polynomes cy,...,c, € G[T] premiers entre eux
tels que pour tout i, ¢;/co = k;.

On pose f(X,T) = co(T)X"+--- 4 ¢,(T). Montrer que f(X,T) estirréductible
dans C[X, T].

e) Montrer qu’il existe ¢ € C[X,T] tel que

gX)(T) = g(MAX) = ¢(X, T) [(X,T).

En déduire que m = n et donc que K = C(u) (théoreme de Liiroth).
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13.7. Solutions

Solution de lexercice 13.6.1. — a) L’ensemble u, = {1;{; 2., ;(”_1} est un sous-
groupe cyclique de E*, d’ordre n, et tout élément x de u, vérifie x" = 1. D’autre
part, 'ensemble des racines du polynome X" — 1 dans E a pour cardinal au plus
n. Il en résulte que w, est ’ensemble des racines n¢ de 'unité dans E. Par suite,
c’est ensemble est un sous-groupe cyclique de E* d’ordre n, engendré par (.

b) Comme (" =1, ()" = 0({") = o(l) = 1 et ¢({) est une racine rn¢ de
I'unité. Par suite, il existe un entier d € {0;...;n — 1} tel que o({) = {d. Soit k
'ordre de o ({), c’est-a-dire le plus petit entier > 1 tel que ¢({)* = 1. On a donc
g({*) =1, d’ou {* = 1. Comme { est une racine primitive, k > n et ¢({) est une
racine primitive n¢ de I'unité. Cela implique que d est premier a n.

c) Soit ¢ l'application de Gal(E/K) dans (Z/nZ)* telle que ¢(0) = [d], si
7({) = ¢{%. Elle est bien définie d’apreés la question précédente. Montrons que c’est
un homomorphisme de groupes. Soit donc ¢ et 7 deux éléments de Gal(E/K),
avec 0({) = (% et 7({) = {*. Soit f un entier tel que ¢f = 1 (mod n). Alors,
1) = 1) = {7 = {, Cestadire T71(() = ¢ et (or) () = o)) = Y.
On a ainsi ¢(o7~ 1) = [df] = [d][f] = [d]/[e] = ¢(0)/p(7), comme il fallait
démontrer.

De plus, si ¢(0) = [1], c’est-a-dire si ¢({) = {, alors pour tout polynéome P ¢
K[X], o(P(()) = P(c({)) = P({). Puisque E = K[{], on a g(x) = x pour tout
x € E et ¢ = Idg. Ainsi, ¢ est injectif.

Cela montre que Gal(E/K) est isomorphe a un sous-groupe de (Z/nZ)*, donc
est un groupe commutatif.

Solution de Uexercice 13.6.2. — a) « et f vérifient «(P) = P(1/X) et p(P) =
P(1 — X) pour toute fraction rationnelle P e K(X). De plus, o®>(P) =
a(P(1/X)) = P donc a? =1d et f%(P) = B(P(1 — X)) = P donc ? = Id. Ce sont
donc des K-automorphismes de E.

On constate que les trois « points » 0, 1 et oo (de la droite projective sur K)
sont préservés par « et f. Ils seront donc préservés par le sous-groupe qu’ils en-
gendrent. Considérons ainsi ’ensemble X = {0;1;00}. Associons a « la transposi-
tion a = (0 00) dans ©g eta f la transposition b = (01). Les deux permutations a
et b engendrent le groupe (isomorphe a ©3) des permutations de X. De plus, ab
est la permutation circulaire (1000), d’ordre 3. Les éléments de ©g sont ainsi Id,
a, b, la troisieme transposition (1,00) = bab et les deux permutations circulaires
ab et (ab)?.

Remarquons ensuite que o = Id et 52 = Id. De plus, soit y = af, de sorte que
y(X) =a(l —X) =1/(1 —X). On aalors

1 -X 1

rO=0-—x) =% ='-x
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et
P (X) =l — ) =a(1l/X) =X,
donc y® = 1d.

Or, remarquons le groupe engendré par deux €léments x et y avec les relations
x? = y% = (xy)® = 1 est fini d’ordre 6. Un élément de ce groupe est un « mot »
en les lettres x et y (car x = x~! et y = y~!) dans lequel il n’y a ni deux x ni
deux y consécutifs. Ils sont ainsi de la forme xyx...x, xyx...y, yx...x ou yx...y.
Toutefois, comme (xy)® = 1, on peut supposer que le mot xyxyxy n’apparait pas,
et le mot yxyxyx = (xyxyxy) ! = 1 non plus. Ainsi, on ne doit considérer que des
mots de longueur inférieure ou égale a 5 parmi lesquels 1, x, y, xy, xyx, xyxy. Les
autres se réduisent a ceux-la : xyxyx = (xy)?x~! = x, puis pour ceux commencant
par y, v = (w)71 = (0)* = My, Iy = xyxy = AW, PO = XX = ¥y et
JXYXY = Xyy = X.

Les deux éléments a et b de ©g vérifient les relations a® = b* = (ab)?, si bien
que le groupe &3 est un quotient de ce groupe. On a ainsi un isomorphisme. L’ho-
momorphisme ©3 — (@, 8) qu’on en déduit est injectif : son noyau ne contient
pas a, donc ne contient aucune transposition (qui sont conjuguées a @) et ne

contient pas ab, donc ne contient aucun 3-cycle (I’autre est conjugué a ab).
b) Il faut vérifier que f(1/X) = f(1 — X) = f(X). Or,

(/X (/X)) + 1) X1 X4 X% (XX 41)7
S/ = 1/X)2(1/X-1)2 X411 -X)2 = XZ(X-1)2 = /)
et, avant de caculer f(1 — X)), remarquons que

1-X2—-(1=-X)+1=1-2X+X*+X=1-X+X?

si bien que
1— 213
10 =X) = S = %)

Enfin, I’ensemble des fractions rationnelles P telles que «(P) = f(P) = P estle

sous-corps F de E fixe par le groupe de K-automorphismes de E engendré par «
et f.

c¢) Montrons que [E : K(f)]] est égal a 6. Pour cela, il suffit de montrer que
X est annulé par un polynoéme irréductible de degré 6, en 'occurrence

XZ2-X+1)% - xEX-1)2

Le polynéme (X%2—X+1)3-YX?(X—1)? de K[X,Y] est irréductible car de degré 1
en Y et ses coefficients (en tant que polynome de K[X][Y]) sont premiers entre
eux. Par suite, il est irréductible dans K(Y) [X] ~ K(f)[X].

Comme le groupe engendré par a et B est d’ordre 6 (isomorphe a &3), [E :
F] =6.Onaalors [E:F][F:K(f)] =[E:K(f)] =6, donc F =K(f).
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Solution de lUexercice 13.6.3. — a) On démontre ce résultat par récurrence sur n.
Sin =1cetao =0,onaao(lg) = a = 0, dou l'assertion pour n = 1.
Supposons la vraie pour n—1 sous la forme : « n—1 homomorphismes distincts de
G dans F* sont linéairement indépendants » et montrons la pour n. Soit ay, ..., a,
des €léments de F tels que ajoy + - - - 4 a0, = 0.

Soit go € G. Ecrivons alors la relation de dépendance linéaire en g € G et en
ggo. Cela fournit deux relations

QOL(Q) + 4 (8) =
@101 (20)01(8) + -+ @ (80) 0 (8) =

Multiplions la premiére équation par ¢,(gp) puis soustrayons la seconde. Il vient

a1(on(go) — 01(go))01(g) + ag(0n(go) — 02(g0))02(g)
+ o+ an-1(00(g0) — 00-1(80))n-1(g) = 0.

Cette relation étant vérifiée par tout g € G, on a par récurrence, a;(0,(go)—0i(go)) =
0 pour tout : <n — 1 et tout gy € G.

S’il existe ¢ avec a; # 0, cette relation implique o; = 0, ce qui est absurde.
Donc a; = 0 pour tout : < n— 1. Il vient alors a,0, = 0, d’ou a, = 0 d’apres le cas
n=1.

b) C’est une conséquence immédiate de la premiére question : la restriction
des 0; a EX = E \ {0} définit » homomorphismes distincts du groupe E* dans
F*. Ceux-ci sont linéairement indépendants sur F d’apres la premiére question.
Par suite, aucune combinaison linéaire non triviale aj01 + - - - 4 a,0, peut n’étre
nulle.

Solution de Uexercice 13.6.4. — a) Notons A la matrice (0;(¢j))1<ij<q €t T la ma-
trice (Trp/k (ei¢j))1<ij<a- On a donc

d

d
Tij = Trr/k (eiej) = D) ox(eiej) = 5 on(ei)or(ej) = D3 Apl
=1 f=1 h=1

si bien que T = AA. Par suite, det T = (detA)? et les deux matrices A et T sont
simultanément inversibles ou non inversibles.

Comme I'extension K C L est galoisienne, elle est en particulier séparable. Par
suite, la forme bilinéaire (x,y) — Try /g (xy) est non dégénérée. Sa matrice dans
la base (e1,...,¢q), qui n’est autre que T, est donc inversible.
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b) Pour tout (x1,...,x4) € K%, si I'on pose x = xje1 + --- + xqeq € L, alors
d
oi(x) = X gi(ej)xj, si bien que
j=1
d d
Q(x1,...,x0) =P( X o1(ej)xj, ..., X 0ale))x;)
j=1 j=1

P(o1(x),...,0a(x)) = 0.

Comme le corps K est infini, le polynome Q) est nécessairement nul.
¢) Onremarque que I’on passe du polynéme P au polynéme Q par un change-
ment de variables linéaires sur les inconnues. Ce changement de variables est fourni
par la matrice A = (0i(¢j)) qui est inversible. Soit B = (b;;) sa matrice inverse.
Puisque
QXy,...,Xy) = P((Xy,...,Xy) - A),

on a
P(X1,...,Xy) = Q((Xq,...,Xy) - B)
etdonc P = 0.
d) D’apres la premiére question, la famille (o (0),...,04(0)) est une K-base

de L si et seulement si le déterminant D(#) = det((o;(0;(#))) n’est pas nul. Si
i et j sont dans {1;...;d}, notons m(i,j) I'unique entier de {1;...;d} tel que
0i 0 0j = 0Op(,j)- On a donc D(F) = det(oy, ) (f)). St P désigne le polynome
det(Xyu(,j)), on a donc D() = P(01(0),...,04(0))-

Le polynome P n’est pas le polynome nul. En effet, si I’on applique la définition
du déterminant

d
P(Xy,....X0) = D} & [ Xugisti))»
se@d =1
on constate que le coefficient de X‘ll est égal a £1 : c’est la signature de I'unique
permutation s telle que pour tout i, m(i,s(¢)) = 1, autrement dit, 0; o 05y = 071,

soit encore o) = 07! o 7y. D’aprés la question précédente, il existe donc § € L

tel que D(6) # 0.
Solution de lexercice 13.6.5. — a) En effet, on a

«  a o(a)
o(r(a))  o(a)a(r(a)
— (o) (a/7(a)) = c(@)a(c()).

b) Comme les ¢(o) sont non nuls, > ¢(0)o est une combinaison linéaire non

c(or) =

triviale d’homomorphismes de corps E — E. D’apres I'exercice 13.6.3, elle est
non nulle et il existe x € E tel que a = Y ¢(0)o(x) # 0.



270 CHAPITRE 13. EXTENSIONS DE CORPS

Alors, si ¢ € G,
o(@) =a( X e(n)7(x)) = X o(e(r))o(T(x)).
7€G 7eG

Faisons le changement d’indices g = o7 dans la sommation : on a alors ¢(¢(7)) =
c(or)/c(a) = c(g)/c(o). On obtient donc
7@ =c(@)7 X c(g)g(x) =c(0) e
geG

d’ou la relation ¢(0) = a/0 (), ainsi qu’il fallait démontrer.
c¢) Siyx:G — F* est un homomorphisme de groupes, on a

x(o7) = x(o)x(7) = x(0)o(x(7))

puisque x(7) € F et que ¢ est un F-automorphisme de E. Ainsi, )y est justiciable
de la question précédente et il existe & € E tel que x(0) = a/o(a).
d) Sic estd’ordre d, on a N /g (x) = xo(x)...0% 1 (x).
Supposons que x = a/0(a) pour a € F*. Alors,
Nk = 220 @ e,
o !

(@) o2() o (a)

Réciproquement, supposons N, x(x) = 1 et définissons ¢: G — E* comme suit :

c(1)y=1, ¢(o)=x, ¢(o") = x(r(x)...(rr_l(x), c((rd_l(x) = x0 (%) ...Ud_g(x).

Comme x0(x) ...0% 1 (x) = 1, remarquons que pour tout entier n > 1,
c(o") = xo(x)...0" ().
Soit alors n et m deux entiers. On a
c(o"e™) = xo(x)...0" L (x)o" (%)™ (x)
= (xo(x) ... U”_l(x))an (xo(x) ... om_l(x))
= c(0")a"(e(0™)),
c’est-a-dire qu’on peut appliquer la premiere question a ’application ¢. Il existe

donc a € E* tel que ¢(0) = a/0(a), autrement dit, x = a/c(a), ainsi qu’il fallait
démontrer.

Solution de Uexercice 13.6.6. — 1l est question dans cet exercice d’irréductibilité de
polynomes de Z[X]. Comme Z est un anneau factoriel, rappelons qu'un tel poly-
nome est irréductible dans Z[X] si et seulement si il est irréductible dans Q[X]
et si ses coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble. En particulier,
un polynoéme unitaire de Z[X] est irréductible dans Q[X] si et seulement s’il I’est

dans Q[X].
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a) Pour toute racine n¢ de I'unité [, il existe un unique entier d divisant » tel
que { soit une racine primitive d’ordre d. Par suite, les racines de [[ P, sont —
dln
avec multiplicités 1 — les racines ¢ de I'unité. Comme ce polynéme‘ est unitaire,
il est égal a X" — 1.
Montrons par récurrence sur n que pour tout entier n > 1, ®, € Z[X]. Si
n=1,ona® =X -1 € Z[X]. Supposons ce fait vrai pour tout entier < n.

Alors, le polynome P = [] @, est unitaire et a coefficients entiers et divise X" — 1.
d|n
d#n

L’algorithme de division euclidienne fournit donc un polynome Q, unitaire a
coefficients entiers, tel que X" — 1 =PQ. On a donc ®, = Q € Z[X].
b) Sip est premier, @, = (X! —1)/(X - 1) =Xt14...4X+1.0na

Dy (1 +X) = a+rxr-1 HQP ! é (Z)Xk‘l,

(p — D)I/kI(p — k)!. (On a bien

d’ou le résultat annoncé avec a; = (pfk) /p
Ga= /=1

D’apres le critere d’Eisenstein (exercice 5.6.5), le polynome ®, (1 + X) est irré-
ductible dans Q[X]. Par suite, @) lui-méme est irréductible. (Si ®, = PQ, on a
@, (1 +X) =P(1 +X)Q(1 4+ X), ce qui impose P(1 + X) ou Q(1 4 X) constant,
d’ou P ou QQ constant.)

c¢) Comme { est entier sur Z, son polynome minimal P est a coefficients
entiers et est unitaire. Comme ®,({) = 0, P divise ®,. Notons donc P(X) =
ag+ a1 X + - -+ agX?%, avec a; € Z pour tout i et a; = 1. L’application x — x! dans
I'anneau Z[{]/(p) est additive. Par suite, il existe b1 € Z[{] tel que

d
P! = pby + X dbit.
k=0
De plus, pour tout entier j, j” = j (mod p), si bien qu’il existe by € Z[{] tel que
d
P(O)F = pby + pba + 5 ard? = p(by + b2) +P(().

k=0

Puisque P({) = 0, il en résulte que P({?) = —p(b1 + be) € pZ[{].

d) Comme p ne divise pas n, { est encore une racine primitive n¢ de 'unité.
Supposons P({?) # 0. Alors, ®, admet un autre facteur irréductible Q tel que
Q(¢?) = 0. On écrit alors

X'—1=0, [[ ®;=PX)QX)R(X)
d|n,d#n

avec R € Z[X]. Dérivons : on obtient

nX"! = Q'(X) (P(X)R(X)) + Q(X) (PR)".
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Evaluons cette égalité en X = {?. On obtient alors, puisque Q(¢?) = 0,
ngl = QIEY PR,

d’ot n?*=1) ¢ pZ[{], et en multipliant par {#, n € pZ[{]. Or, ceci est absurde :
Z[{] est un Z-module libre de rang d, de base (1,¢,... ,(d_l). Dans cette base,
n=n-140-{+... et p ne divise pas n. Ainsi, P({) = 0.

e) Si P estle polynome minimal de {, nous avons donc prouvé que pour tout
nombre premier p ne divisant pas n, P({?) = 0. Par récurrence sur le nombre
de facteurs dans une décomposition en facteurs premiers, pour tout entier d qui
est premier a n, P({?) = 0. Comme toute racine primitive n¢ de 1'unité est de la
forme {? pour un entier d premier a n, P s’annule en toutes les racines primitives
n¢ de I'unité, donc par définition, P est multiple de ®,. Comme P divise @, et
que ces deux polynomes sont unitaires, P = @,,.

Nous avons donc prouvé que @, est irréductible.

Solution de Uexercice 13.6.7. — a) Sin =0, x™ =1 pour tout x (pour x = 0, c’est
une convention). Par suite, Sy = ¢ = 0.

Supposons maintenant m > 0. Alors, S,, = >} x™. Soit r = pged(m,q — 1) et
xeK*
d= (¢ —1)/r, de sorte que lorsque x parcourt K*, c’est-a-dire les racines (¢ — 1)°

de I'unité, x™ parcourt les racines d¢ de I'unité, chacune r fois. Par suite,

Sw=r > L
(=1
Sid=1, c’est-a-dire r = ¢ — 1, ou encore m multiplede ¢—1,S, =¢—1=—1.5i

d > 1, les racines d° de I'unité sont les racines du polynéme X% _ 1. Leur somme
est’opposé du terme de degré d—1, donc nulle puisque d > 2. On a alors S,, = 0.
En conclusion :

0 sim=0;
Sw=1<0  simn’est pas multiple de ¢ — 1;
—1 sim > 1 est multiple de ¢ — 1.

b) On écrit
P= cqu”...X;"L”.
meN”
Par définition, on a
SP)= > tm X X'.x"= 3 mSu---Su

meN” (%7 500052 ) €K meN"

n

Soit m € N" avec ¢y # 0. Puisque degP < n(qg—1), X, m; <n(qg— 1) et par suite,
=1

I'un au moins des m; est < ¢ — 1. D’apres la premiére question, S,, = 0. Il en

résulte bien que S(P) = 0.
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c¢) Le degré de P estégala (¢ —1) > degP;. On a donc degP < n(g—1) et
=1

d’apres la question précédente, S(P) =0

D’autre part, si (x1,...,x,) € V, on a P;j(xy1,...,x,) = 0 pour tout ¢, d’ou
P(x1,...,x,) = 1. Dans l'autre cas, si (x1,...,%,) € V,soiti tel que P;(x1,...,x,) #
0. Comme P;(x1,...,x,) € K* et comme cardK = ¢, P,-(xl,...,xn)’f_1 =1, dou

P(x1,...,%,) =0.On adonc
S(P) = Y 1=cardV (mod p).
xeV
Puisque S(P) = 0, on a donc cardV =0 (mod p).
d) Puisque P est homogéne de degré d > 0, P(0,...,0) = 0 et V # &. On
a donc cardV > 1. Si d < n, la question précédente implique que cardV est

multiple de p, d’ou cardV > p > 2. En particulier, il existe (x1,...,x,) € V, avec
(X1,...,%,) # (0,...,0), ce qu’il fallait démontrer.
Solution de Uexercice 13.6.5. — Soit (x1, ..., x,) une base de transcendance de L sur
K et (y1,...,yn) une base de transcendance de M sur L. Montrons que la famille
(X155 %Y1, --,Ym) €stune base de transcendance de M sur K.

a) Elle est algébriquement indépendante. Soit P € K[Xy,...,X,,Y1,...,Y,]
non nul tel que P(xy,...,%,,91,...,9s). On écrit P comme un polynéome de

K[X1,.. ., Xu][Y1.... Y] :

P= 3 Pr(X1,...,X)Y] ... Yen,
keN”
Les polynomes Py appartiennent a K[Xj,...,X,] et puisque P # 0, I'un des Py
n’est pas nul. Comme la famille (xp,...,x,) est algébriquement indépendante,
pour un tel multi-indice k, Px(x1,...,x,) # 0. Par suite, le polynéme

P(xl,. . .,xn,Yl,...,Ym) € K(xl,...,xn) [Y],...,Ym] C L[Yl,.. . ,Ym]

n’est pas nul. La relation P(xj,...,x,,y1,...,9) = 0 contredit cependant le fait
que la famille (y,...,y,) soit algébriquement indépendante sur L.

b) Tout élément de M est algébrique sur K[xi,...,xp,91,...,9]. En effet,
L est algébrique sur K[xj,...,x,], donc L[yi,...,y,] est algébrique sur
K[x1,...,%,91,...,9m]. Comme M est algébrique sur L[yi,...,y,], elle est
algébrique sur K[x1,...,%,,91,...,n].

Solution de Uexercice 13.6.9. — a) L’extension C C C(T) estde degré de transcen-
dance égal a 1. Par suite, C(T) est algébrique sur toute extension de C dont le
degré de transcendance est (nécessairement) égal a 1. Comme K # C, il existe
u € K et u est transcendant sur C. Par suite, degtr(K/C) > degtrG(u)/C =1 et
C(T) est algébrique sur K.

Comme c’est une extension de type fini, elle est nécessairement de degré fini.
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b) Soit d le degré du polynéme minimal de T sur K. L’extension K C K[T]
est donc algébrique de degré d. Mais K[T] est un corps qui contient C et T, donc
K[T] contient G(T) et 'on a CG(T) = K[T], d’ou d = n. Il en résulte que le
polynome minimal de T sur K est de degré n.

Comme T est transcendant sur C, f ¢ C[X]. Il existe donc j tel que k; ¢ C.

¢) On alesinclusions CG(u) C K C G(T). Par suite,

[C(T) : C(u)] = [C(T) : K] [K: C(u)] > [C(T) : K] = n.

Il suffit donc de prouver que [C(T) : C(u)] = m. Or, T est racine du polynome
g2(X) —uh(X) € Clu,X]. Comme ce polynome est de degré 1 en u, il est irréduc-
tible en tant que polynome de G(X)[u], et comme ses coefficients g(X) et ~(X)
sont premiers entre eux deux a deux, il est, d’apres le lemme de GauB, irréductible
en tant que polynome de C[u,X], voire en tant que polynome de C(u)|[X]. Par
suite, le degré de T sur C(u) est égal au degré en X de g(X) — uh(X), c’est-a-dire
m. On a ainsi [G(T) : G(u)] =m > n.

Puisque g(X) — uh(X) est a coefficients dans C(u) C K et s’annule en X =T,
il est multiple du polyné6me minimal de T sur K. Il existe donc ¢(X) € K[X] tel
que

g(X) — uh(X) = ¢(X) (X).

d) Mettons les k; € C(T) sous forme de fraction irréductible k; = g;/h;, avec
gj et hj € C[T]. Soit ¢y le ppcm des h; et, si 1 < j < n, posons ¢; = kjcp =
(kj/hj)g;j. Il en résulte que pged(co,c1,...,c,) = 1. Par suite, le polynome

FXT) = co(T)X" + - + 4(T) € C[X, T]

est irréductible en tant que polynome de CG(T)[X] et est a coefficients premiers
entre eux dans leur ensemble. D’apres le lemme de GauB, il est irréductible.
e) Ona

gX)I(T) = g(T)A(X) = W(T) (g(X) — %h(x)) = h(T) (g(X) — uh(X))
= h(T)¢(X) f(X)

— (2 e(0) /(X T).

Ainsi, f(X,T) divise le polynome g(X)A(T) — g(T)A(X) dans C(T)[X]. Etant ir-
réductible, le lemme de GauBl implique qu’il le divise aussi dans G[T,X], d’ou
I'existence de ¢(X,T) € C[X,T] tel que

gX)(T) — g(MA(X) = ¢(X, T) [(X,T).

Comparons les degrés en T des deux membres : Comme deg g < m et degh < m,
le membre de gauche est de degré < m; le degré du membre de droite est au
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moins
degr f(X,T) = max(degco(T),...,degc,(T)) > max(degco,degc;).

Comme uw = g/h = c¢j/cp et comme pgcd(g,h) = 1, il existe D =
pgcd(co,cj) tel que ¢; = Dg et ¢¢ = Dh. Par suite, max(degco,degc;) =
max (deg g,degh) + degD > m. Ces deux inégalités impliquent que le degré en T
des deux membres est €égal a m, que degy (X, T) = m et que deg;¢(X,T) = 0,
d’ou ¢(X,T) € C[X].

Considéré comme polynome de CG(X)[T], le pged des coefficients du membre
de gauche est égal au pged de g(X) et 2(X), donc 1.1l en est de méme du membre
de gauche, d’ou le fait que ¢(X,T) est constant.

Le degré en X du membre de gauche est égal a m. Celui du membre de droite
aussi par conséquent, d’ou m = degy ¢(X,T) + degy f(X,T) = n.

Pour conclure, il suffit de remarquer que I’extension C(u) C K a pour degré
m/n=1,dou K=C(u).

Remarque. — Ce résultat est vrai si G est remplacé par un corps arbitraire. Si &
est un corps algébriquement clos, il reste vrai (et bien plus difficile a démontrer)
que tout corps K C k(X,Y) de degré de transcendance égal a 2 est de la forme
K(f,g) pour deux fractions rationnelles f et g, mais ce n’est pas vrai si k est
algébriquement clos. Avec plus de 3 variables, le résultat analogue est faux.






14Algébres de type fini sur un

corps

On étudie dans ce chapitre quelques propriétés fondamentales des algebres de type fini
sur un corps. Ces propriétés ont des traductions géométriques pour les ensembles alge-
briques que, malheureusement, nous ne pouvons exposer ict.

14.1. Le théoreme de normalisation de Noether

Ce théoreéme, joint aux propriétés des extensions entieres, est un outil extréme-
ment puissant dans I’étude des algebres de type fini sur un corps. Tout ce chapitre
en est plus ou moins l'illustration.

THEOREME 14.1.1 (Théoréeme de normalisation). — Soit k un corps et soit A une
k-algebre de type fini, integre. 1l existe alors des éléments x1,...,x, € A algébriquement
indépendantents sur k tels que A soit entier sur k[x1,...,%,].

Démonstration. — Soit yy,...,y, des éléments de A qui engendrent A comme k-
algebre. Nous allons raisonner par récurrence sur m, le résultat étant trivial si
m = 0.

Si y1,...,yn sont algébriquement indépendants sur k, le lemme de normalisa-
tion est démontré.

Supposons donc qu’ils sont algébriquement dépendants et soit P € k[Yy,...,Y,]
un polynome non nul tels que P(y1,...,y,) = 0. On va montrer que ’on peut
choisir des entiers r; > 1 pour ¢ > 2 de sorte que A est entiére sur la sous-k-
algébre de A engendrée par les z; = y; — ). En effet, si P = > an[[Y)", on

n=(n;) i
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m
0=P(1,....9m) =P,z + 37 s zn +90") = 2any;" [T (2 +y7)"
n 1=2

< <& " i i—Ji
=3 Y w]] (.?)y’fﬁz]l 12"

n jo=0  j,=0 i>2 \Ji i>2

Soit k un entier strictement plus grand que le degré de P en chaque variable

et posons r; = k. Ainsi, les sommes n; + >’ jiri sont toutes distinctes et I’équa-
tion précédente fournit une relation de dépendance algébrique pour y; donc les
coefficients sont dans k[zo,...,z,]| et dont le coefficient de plus haut degré est
nécessairement obtenu pour j; = n;, donc est un coefficient non nul de P, donc
inversible. Cela prouve que y; est entier sur k[zg,...,2,]. Puis,sit > 2, 5, = % —|—y{i
est aussi entier sur k[zo,...,zy,|. Par conséquent, A est entiére sur k[zo,...,z,].
Par récurrence, il existe des €léments x1,...,x, € k[z9,...,2,] algébriquement
indépendants sur k et tels que k[zo,...,%y,] est entiere sur k[xy,...,x,]. Il en ré-
sulte que A est entiere sur k[x1,...,x,]. O

Comme premiere application, nous donnons une démonstration générale du
théoreme des zéros de Hilbert que nous avions établi au chapitre 4 lorsque le
corps était le corps des nombres complexes.

La forme la plus fondamentale de ce théoréme est la suivante.

THEOREME 14.1.2. — Soit k un corps et soit A une k-algebre de type fini. On suppose que
A est un corps. Alors, A est une extension algébrique de k.

Avant de la démontrer, rappelons une propriété importante des extensions en-
tieres.

PROPOSITION 14.1.3. — Soit A C B deux anneaux integres tels que B est entier sur A.
Alors, A est un corps si et seulement st B est un corps.

Démonstration. — Si A est un corps, on a vu au lemme 9.1.9 que tout x € B\ {0}
est inversible dans A. Réciproquement, supposons que B est un corps et soit x €
A\ {0}. Comme B est un corps, il existe y € B tel que xy = 1 et y est entier sur
A. Soit y" 4+ ¢1y" ' +- .- + ¢, = 0 une relation de dépendance intégrale pour y, ou

les ¢; € A. Multiplions cette relation par x"~1 on trouve

y=x""1y'= —¢; —xco — - — x" " L¢y,
d’ou y € A et x estinversible dans A. Par suite, A est un corps. O
Démonstration du théoreme. — Soit x1, ..., x, des éléments de A algébriquement in-

dépendants sur k tels que A soit entieére sur k[xq,...,x,]. Comme A est un corps
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et 'extension k[xy,...,x,] C A entiére, k[x1,...,x,]| estaussi un corps. Mais, I'ho-
momorphisme canonique k[Xy,...,X,] — k[x1,...,%,] est un isomorphisme, si
bien que k[Xy,...,X,] est un corps, ce qui est absurde si n > 1 ('anneau des
polynomes n'est pas un corps. . .). Par suite, n = 0 et A est entiere (algébrique) sur
k. Comme A est une k-algebre de type fini, A est méme finie sur k. O

Comme corollaire, on peut en déduire le cas général du théoreme 4.2.2.

COROLLAIRE 14.1.4. — Soit k un corps algébriquement clos et soit m un idéal maximal
de Uanneau de polynomes k[X1,...,X,]. Alors, il existe un unique (ai,...,a,) € k" tel
quem = (X1 —ay,..., Xy —ay).

Démonstration. — Notons K le corps résidual k[Xy,...,X,]/m et soit § I'’homo-
morphisme surjectif canonique k[Xj,...,X,] — K. Par construction, K est une
k-algebre de type fini et c’est un corps. D’apres le théoréeme précédent, c’est une
extension algébrique finie de k. Puisque k est supposé algébriquement clos, k = K
et il existe pour tout i un unique élément a; € k tel que 6(X;) = a;, c’est-a-dire
X; —a; € m. Alors, m contient I'idéal (X; —ay,...,X, — a,) et puisque cet idéal
est maximal, m = (Xy —ay,..., X, — ay). OJ

On laisse en exercice le soin de relire les définitions et théoremes du para-
graphe 4.2 concernant les ensembles algébriques. Ils s’étendent tous du cas ou le
corps est C au cas d’un corps algébriqguement clos arbitraire.

Donnons une autre application importante.

THEOREME 14.1.5. — Soit k un corps algébriquement clos et soit A, B deux k-algebres de
type fini integres. Alors, A @y B est une k-algebre (de type fini) integre.
Démonstration. — Soit [ et g deux €léments de A ®; B tels que fg = 0. On peut

écrire f = >} a; ® b; ou les b; sont linéairement indépendants sur k, et de méme
i=1

S
. / /
&= ]El “e bj .
Si m est un idéal maximal de A, A/nt est un corps qui est une k-algebre de type

fini. C’est donc une extension finie de k, d’ou A/m ~ k. Notons cljy: A — A/m
la surjection canonique et soit iy ’homomorphisme surjectif de k-algebres

0111:A®kB—) (A/m) ®kB2B

qui s’en déduit. On a

O (/) =

S

clin(a;)b; et Ow(g) = D, Clm(a;)b}'
1 =1

-

~

Puisque

Om(f)0m(g) =0m(fg) =0
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et puisque B est integre, 0 (f) = 0 ou 0in(g) = 0. Comme les b; (resp. les b})
sont linéairement indépendants, on a cly(¢;) = 0 pour tout ¢ dans le premier
cas et Clm(a}) = 0 pour tout j dans le second. Autrement dit, ou bien tous les a;
appartiennent a 11, ou bien tous les a} appartiennent a 1. Ce qu’on reformule

encore :si I = (a1,...,a,) et ] = (a’l, ... ,ag), alors, pour tout idéal maximal m
de A, ou bien I C m, ou bien J C m. Ainsi, pour tout idéal maximal m de A,
INnJcm.

Pour conclure la démonstration, nous utilisons le fait que A est un anneau
de Jacobson : I'intersection de tous les idéaux maximaux de A est réduite au
nilradical de A, c’est-a-dire, A étant integre, a (0). Onadonc INJ = (0).

Si f#0etg#0,onal# (0)et]+# (0). Choisissons x € I\ {0} ety € I\ {0}.
Alors, xy = 0, ce qui contredit le fait que A est integre. Par suite, f = 0 ou g = 0.
[

Donnons maintenant la preuve du fait admis dans la démonstration précédente.
Je renvoie aussi a 'exercice 4.3.9 page 55 concernant la définition des anneaux
de Jacobson.

PROPOSITION 14.1.6. — Soit k un corps et soit A une k-algebre de type fini. Alors, A est
un anneaw de Jacobson : pour tout idéal 1 de A, V/1 est Uintersection des idéaux maximaux
de A qui contiennent 1.

Démonstration. — Soit B la k-algebre de type fini A/I. Il faut alors montrer que
I'intersection des idéaux maximaux de B est réduite a I’ensemble des éléments
nilpotents de B. (Lorsque B est intégre, c’est d’ailleurs le résultat dont on a eu
besoin dans la démonstration du théoreme ci-dessus.)

Si x € B n’est pas nilpotent, il faut donc montrer qu’il existe un idéal maximal
de B ne contenant pas x. Or, B, = B[1/x] est encore une k-algebre de type fini.
Comme x n’est pas nilpotent, By # 0. Par suite, B, admet un idéal maximal 11,
dont 'intersection avec B est un idéal premier P, ne contenant pas x.

Montrons qu’en fait p, est maximal. On a en effet un homomorphisme injectif
de k-algebres B/p, — B,/mi,. Comme B,/n, est une k-algebre de type fini et
est un corps, c’est, d’apres le théoreme des zéros 14.1.2, une extension algébrique
finie de k. Alors, B/p, est une k-algebre intégre qui est de dimension finie comme
k-espace vectoriel (inférieure a celle de B, /mn1,). C’est donc un corps et p, est ainsi
un idéal maximal de B qui ne contient pas x, ce qui établit la proposition. [
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14.2. Finitude de la cléture intégrale

THEOREME 14.2.1. — Soit k un corps et soit A une k-algebre de type finie intégre. Soit
E le corps des fractions de A et soit E C F une extension algébrique finie. Soit enfin B la
cloture intégrale de A dans F .

Alors, B est un A-module de type fini.

La démonstration repose sur un énoncé de théorie de Galois et sur le théoréme
de normalisation.

PROPOSITION 14.2.2. — Soit A un anneaw noethérien integre, . son corps des fractions.
Soit F une extension algébrique finie séparable de E et soit B la cloture intégrale de A dans
F. On suppose que A est intégralement clos. Alors, B est un A-module de type fini.

Démonstration. — Soit () une cloture algébrique de E. Notons n = [F : E] et soit
01,...,0,: F — € les n E-homomrphismes de corps distincts de F dans 2. Si
i € {1;...;n} et x € B, g;(x) est entier sur A (annulé par le méme polynoéme

n
unitaire que x), si bien que Trp/g(x) = > 0;(x) est entier sur A. Comme c’est un
i=1

élément de E et comme A est supposé intégralement clos (dans E), Trp,g(x) € A.
Soit (eq,...,e,) une base de F sur E. Quitte a les multiplier par un élément non
nul de F, on peut supposer qu’ils appartiennent a B. Comme l’extension E C F
est séparable, la forme bilinéaire définie par la trace est non dégénérée. Il existe
donc une base (fi,..., f,) telle que pour tous i et j € {1;...;n}, Trgr(eif;) =0
sii#jetlsii=j.Soit D un élémentde A tel que Df; € B pour tout i.
Alors, soit x = zn] xj¢; un €lément de B. Pour tout ¢ € {1;...;n}, x(Df;) € B,
i=1

n

donc Trp g (Dxf;) € A, d’ou Dx; € A. Il en résulte que B C D! > Ae;. Autrement
i=1

dit, B est un sous-A-module d’un A-module libre de rang n sur A. Comme A est

noethérien, B est un A-module de type fini. [

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme. Pour simplifier la démons-
tration, nous supposons que k est de caractéristique zéro. Le cas général se démontre de
la méme facon mais nécessite une étude particuliere des extensions inséparables
dans le style de la remarque 13.4.7

Démonstration. — Appliquons a A le lemme de normalisation de Noether 14.1.1.
Soit x1,...,x, des élements de A algébriquement indépendants sur k tels que A
est entiere sur Ag = k[x1,...,%,].

Remarquons qu'un élément de F est entier sur A si et seulement s’il est entier
sur Ag. Par suite, B est la cloture intégrale de Ap dans F. Comme I’extension
Eo = k(x1,...,x,) C E estalgébrique finie, 'extension Ey C F est finie.
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Remarquons aussi que Ay est un anneau factoriel (théoréeme 7.4.4) donc inté-
gralement clos (théoreme 9.2.10). Comme £k est supposé de caractéristique zéro,
I'extension Eg C F est séparable. D’apres la proposition 14.2.2, B est un Ag-
module de type fini. C’est donc a fortiori un A-module de type fini. O

14.3. Dimension et degré de transcendance

DEFINITION 14.9.1. — Soit A un anneau. On appelle dimension de A la borne supé-
rieure des longueurs des chaines strictement croissantes

PoCh1 S Chy

d’idéaux premiers de A.

Exemple 14.3.2. — a) La dimension d’un corps, plus généralement d’'un anneau
artinien, est 0.

b) Dans Z, les chaines d’idéaux premiers sont (0) C (p) pour p un nombre
premier. Par suite, dimZ = 1. Plus généralement, un anneau principal qui n’est
pas un corps est de dimension 1. En particulier, si k est un corps, dim k[X] = 1.

c) L'un des buts du paragraphe est de montrer que dim k[Xj,...,X,] = n.

Remarque 14.3.3 (Interprétation géométrique). — Soit k un corps algébrique-
ment clos, soit I C k[Xj,...,X,] et A = k[Xj,...,X,;]/I. Un idéal premier
de A définit un ensemble algébrique irréductible contenu dans 7 (I). Ainsi,
la dimension de A est la borne supérieure des longueurs de suites strictement
croissantes de fermés irréductibles contenus dans 7 (I).

Exemple 14.3.4. — Si k est un corps, on a dim k[Xy,...,X,] > n. En effet, on ala
suite d’idéaux premiers

(0) C (X1) C (X1,Xg) C - C (Xq,...,Xp).

Le théoreme principal de ce paragraphe est le suivant. Il est le fondement de la
théorie de la dimension en géométrie algébrique.

THEOREME 14.8.5. — Soit k un corps, A une k-algebre de type fini integre et soit K son
corps des fractions. Alors, dim A = deg tr, K.

Avant de le démontrer, il nous faut étudier le comportement de la dimension
dans une extension entiére.

THEOREME 14.3.6 (Premier théoréeme de Cohen-Seidenberg)

Soit A C B une extension entiere d’anneaux.

a) Soit 0 un idéal premier de B et soit p = q NA. Alors, D est maximal si et seulement
st O est maximal.

b) Soit @ C q deux idéaux premiers de B tels que 0 N A = q' NA. Alors, 0 = q'.
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¢) Pour tout idéal premier p de A, il existe un idéal premier q de B tel que g NA = p.

Démonstration. — a) Par construction, on a une extension entiére d’anneaux in-
tegres A/b C B/q. Par suite, A/p est un corps si et seulement si B/q est un corps
(proposition 14.1.3), c’est-a-dire : p est un idéal maximal de A si et seulement si
q est un idéal maximal de B.

b) Considérons I’extension entiére Ay C By obtenue par localisation par la par-
tie multiplicative A \ p. Alors, qBp C q'By sont deux idéaux premiers de By dont
I'intersection avec Ay est I'unique idéal maximal pAy de Ayp. En effet, I'inclusion
PAp C qBy est évidente. D’autre part, 0'By ne contient pas 1, donc q'By # Ay et
par suite est contenu dans pAy.

Puisque PAp est maximal, gBy et q’By sont tous deux maximaux. Comme ils
sont inclus I'un dans I'autre, ils sont égaux. Puisque la localisation q — By est
une bijection de I’ensemble des idéaux premiers de B disjoints de A \ p sur 'en-
semble des idéaux premiers de By, q = q'.

c) Soit m un idéal maximal de I'anneau Byp. On a vu au a) que M N Ay est un
idéal maximal de Ay, d’ou m N Ap = PAy. D’autre part, il existe un idéal premier
q de B tel que m = gBy. Alors, si b €, athfrakgN A, b/1 € aBp N Ay ; il existe donc
a €A\ tel que ab € p, d’ou, p étant premier, b € p. Réciproquement, si a € p,
a/1 € pAp C ¢By. Par suite, il existe ' € A\ p tel que ad’ € q. Puisque ' ¢ D,
d ¢ q (sinon, d € gNA =) et, q étant premier, a € q. Ainsi, g NA = p. N

COROLLAIRE 14.8.7. — Soit A C B une extension entiere d’anneaux. Alors, dimA =
dimB.

Démonstration. — Soit q9p € --- C @, une suite strictement croissante d’idéaux
premiers de B. Prenons les intersections avec A. On obtient une suite croissante
d’idéaux premiers de A, (qo NA) C --- C (G, NA). D’apres le théoreme 14.3.6,
b), cette suite est strictement croissante. Par suite, dim A > dim B.
Réciproquement, soit pp C --- C P, une suite strictement croissante d’idéaux
premiers de A. D’apres le théoréeme 14.3.6, ¢), il existe un idéal premier qo de B
tel que goNA = qo. Supposant avoir construit par récurrence des idéaux premiers
00, ---,0r tels que q; N A = p; pour 0 < j < r, considérons I'extension entiere
A/p, C B/q, d’anneaux integres. Il existe alors un idéal premier q de B/q, dont
I'intersection avec A/p, estl’idéal premier p,,1/p,. Or, q est de la forme q,,1/4,,
(r4+1 €tant un idéal premier de B qui vérifie donc q,41 NA = P,1. Ainsi, dim B >
dimA. [

Démonstration du théoreme 14.3.5. — Nous démontrons ce théoréeme par récur-
rence sur le degré de transcendance de K. Si n = degtr, K, rappelons qu’ existe,
d’apres le lemme de normalisation de Noether, des éléments xj,...,x, € A,
algébriquement indépendants sur k, tels que A soit entiere sur k[xy,...,%,].



284 CHAPITRE 14. ALGEBRES DE TYPE FINI SUR UN CORPS

Si n =0, A est entier sur k, donc est un corps. On a donc dimA = 0.
Supposons le théoréeme démontré en dimension < n. Alors, A étant entiere sur
klx1,...,%],
dimA = dimk[xg,...,x,].

De plus, degtrk(xy,...,x,) = n si bien qu’il suffit de démontrer un corollaire du
théoréme. ]

COROLLAIRE 14.9.8. — Soit k un corps. Alors, dimk[Xy,...,X,] = n.

Preuve du corollaire. — (On suppose démontré le théoréme en dimension < n.)
On a déja vu que dim k[Xj,...,X,] > n. Récproquement, soit

0)SpP1 S Ch
une suite strictement croissante d’idéaux premiers de k[Xy,...,X,] et considé-

rons la k-algeére de type fini integre A = k[Xy,...,X,;]/P1. Ona dimA’ > r — 1.
D’autre part, si P € p; est un polynéome non nul, il fournit une relation de
dépendance algébrique non triviale entre les classes x; des X; dans A’. Si P
fait intervenir X,,, x, est alors algébrique sur le corps des fractions de la sous-
algebre k[xy,...,x,-1] C A’ qui est de degré de transcendance < n — 1. Par suite,
degtrA’ < mn — 1. Par récurrence, degtr A’ = dimA’, d’ou 'inégalité

r—1 SdimA':degtrA’ <n-1

etr <mn. ]

14.4. Exercices

Exercice 14.4.1. — Soit K C L une extension algébrique finie et ) un corps algé-
briquement clos contenant K.
Montrer que Lk () est réduitsi et seulementsiI’extension K C L est séparable.

Exercice 14.4.2. — Soit k un corps algébriquement clos et soit A, B deux
k-algebres de type fini réduites. Montrer que A ®; B est réduite.

Exercice 14.4.3. — Soit k un corps et soit f: A — B un morphisme de k-algebres
de type fini. Si m est un idéal maximal de B, montrer que f~!(m) est un idéal
maximal de A.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal de B et notons K = B/nt le corps rési-
duel. Alors, K est une k-algebre de type fini et un corps, donc d’apres le théoreme
des zéros de Hilbert (sous la forme du théoreme 14.1.2) implique que K est une
extension algébrique finie de k : K est un k-espace vectoriel de dimension finie.
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L’homomorphisme f induit un homomorphisme injectif de k-algebres de type
fini :
A/fH(m) - B/m =K.

Par suite, A/ f~1(m) est une k-algébre de type fini intégre et est de dimension
finie comme k-espace vectoriel.

Il en résulte que A/ f~!(m) est un corps. (Remarquer par exemple le fait que K
étant finie sur k est a fortiori finie sur A/ f~!(m) et utiliser la proposition 14.1.3.)
Ainsi, f~1(m) est un idéal maximal de A. O

14.5. Solutions

Solution de lexercice 14.4.1. — Supposons que ’extension n’est pas séparable. No-
tons p la caractéristique de K et soit x € L. dont le polyndme minimal P € K[X]
appartient a2 K[X?]. On écrit P(X) = Q(X’). Soit d le degré de Q et notons Q =
ap+a X+ - +ag_ 1 X1 +X4. Comme Q est algébriquement clos, il existe pour tout
¢ un €élément b; € () tel que bf = a;. Posons R(X) = by + 01X+ - by XA X4
si bien que

R(X)! = (bo+01X+- - 4bg A XX = th 10X 4 b XPPLXP = P(X).
Alors, I’élément R(x ® 1) de L ®k €2,
Rx®1)=1®b+x®@b +- +x"" @by +2'®1,
vérifie
Rx@ 1) =P(x®1)=P(x)®1

puisque P € K[X]. Par suite, R(x ® 1)? = 0. Or, comme d < dp — 1, les éléments
1,...,x% de L sont linéairement indépendants sur K. Par suite, les éléments 1®1,
x®1,..., x®1 de L ®x Q sont encore linéairement indépendants sur ) et
R(x ® 1) # 0. Il en résulte que L ®x €2 n’est pas un anneau réduit.

Réciproquement, supposons que I'extension K C L est séparable. Notons d =
[L : K] soit 01,...,04 les d K-homomorphismes de L dans 2. On en déduit une
application K-linéaire

s: L — Qf x+— (01(x),...,04(x)),
d’ou par changement de base un homomorphisme )-linéaire
7: Lok Q — QF XQt— (top(x),...,toq(x)).

Comme o estinjectif, 7 I’est encore. Comme les deux membres sont des {)-espaces
vectoriels de méme dimension d, 7 est un isomorphisme.
Comme I'anneau Q¢ est réduit, Lok est réduit.



286 CHAPITRE 14. ALGEBRES DE TYPE FINI SUR UN CORPS

Solution de Uexercice 14.4.2. — On reprend les arguments de la démonstration du
théoréme 14.1.5. Soit f un élément de A ®; B et d un entier tel que f¢ = 0. On
r
écrit f = Y a; ® b; ou les b; sont linéairement indépendants sur k.
i=1
Si m est un idéal maximal de A, on a vu dans la démonstration du théoréme
que A/m est isomorphe a k et que ’on a un homomorphisme canonique

Om: A®yB—B, a®b— cly(a)bd.

Puisque ¢ = 0, 6, (f)? = 0 dans B. Comme B est réduite, fy,,(f) = 0. Comme
les b; sont supposés linéairement indépendants sur k, cly(a;) = 0 pour tout ¢, si
bien que les a; appartiennent a 11.

Ainsi, les a; appartiennent a tout idéal maximal de A, donc au radical de Jacob-
son de A. Comme A est une k-algebre de type fini, son radical de Jacobson est
égal a son nilradical, donc a (0) puisque A est réduite. Il en résulte que tous les
a; sont nuls, d’ou f = 0.

Démonstration. — Soit m un idéal maximal de B et notons K = B/nt le corps rési-
duel. Alors, K est une k-algebre de type fini et un corps, donc d’apres le théoreme
des zéros de Hilbert (sous la forme du théoreme 14.1.2) implique que K est une
extension algébrique finie de % : K est un k-espace vectoriel de dimension finie.

L’homomorphisme f induit un homomorphisme injectif de k-algebres de type
fini :

A/f~H(m) - B/m =K.

Par suite, A/ f~1(m) est une k-algébre de type fini intégre et est de dimension
finie comme k-espace vectoriel.

Il en résulte que A/ f~!(m) est un corps. (Remarquer par exemple le fait que K
étant finie sur k est a fortiori finie sur A/ f~! (i) et utiliser la proposition 14.1.3.)
Ainsi, f~!(m) est un idéal maximal de A. ]
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