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Théme 1: Calcul pour les fonctions a plusieurs variables

@ Dérivées partielles d’ordre 1

@ Dérivées partielles d'ordre 2

© Différentielle totale

© Propriétés de courbure (concavité et convexité)

© D'autres propriétés des fonctions et applications économiques
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivée pour les fonctions & une variable (rappel)

@ La notion de dérivée pour les fonctions a une variable s'étend assez

facilement aux fonctions & plusieurs variables.
o La dérivée d'une fonction a une variable, y = f (x) définie pour
x € R, est le taux avec lequel y change quand x change (i.e. %), en

supposant que la variation de x est petite (i.e. Ax — 0). Elle s'écrit

of (x) oy , ) ,
F L f'(x), ou simplement f
avec
of (x) . f(x+Ax)—f(x)
= lim
ox Ax—0 Ax
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables

o Si y dépend de deux variables, avec y = f (x1, x2) définie pour
x € R?, on peut calculer le taux avec lequel y change quand une
seule des deux variables change, en considérant I'autre variable
comme une constante.

e Par exemple, on peut calculer le ratio A lorsque Ax; — 0 et Axo = 0.
o Le résultat de ce calcul est la dérivée partlelle de la fonction f (x1, x2)
par rapport a xj.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables

o Formellement, la dérivée partielle de la fonction y = f (x1, x2) par
rapport a la variable x; s'écrit

of (xa, J i

M, ou 7)’, ou fi(xi,x2), ousimplement f
0xq oxi

avec

of (o) _ o FlatBxi,e) —f(x,x)
aXl Ax1—0 AXl
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables

o Formellement, la dérivée partielle de la fonction y = f (x1, x2) par
rapport a la variable x, s'écrit

of (x1,x2) ou ady

— ou f(xg,x ou simplement £
9%, 9% 2( 1 2) p 2

avec
of (X1,X2) — im f(Xl,XQ +AX2) - f(Xl,XQ)

aXQ - Axy—0 AXQ
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables

@ On parle de dérivée partielle avec la notation "9" dans la mesure ol
I'on ne fait varier qu'une seule des deux variables x; ou x» a la fois.

. . . A £ -y
° IIlest important de souligner que le ratio A—i’l dépend généralement du
niveau de xp.

@ De méme, le ratio 1> depend généralement du niveau de xj.

o Les notations f (X]_,XQ) et f (x1, xp) nous rappellent que le taux de
variation de y par rapport & x; ou x» dépend a la fois de x; et de xp.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables

o L’'idée que la dérivée représente la pente de la tangente d'une
fonction a une variable en un point est conservée pour les fonctions a
deux variables.

o |l faut toutefois pendre des précautions concernant la représentation
graphique et son interprétation. Voir les Figures 1a et 1b.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Figure 1a (Dérivées partielles pour les fonctions & deux variables)

-9
slope = o,

atx = (a;, ap)

X1

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco

March 27, 2023



Dérivées partielles d'ordre 1

Figure 1b (Dérivées partielles pour les fonctions a deux variables)

)
4 slope = o,

atx = (a;, ay)

::::
B
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Dérivées partielles d'ordre 1

Definition (1)
La dérivée partielle d’ordre 1 d'une fonction y = f (x1, x2, ..., X5) par
rapport a la variable x; est

of (x1,X2, .., Xn)
ox;
. P X2, X BX, o Xn) — £ (X1, X2, et Xy ey Xn)
= |im
Ax;—0 AX,'

@ Les notations suivantes sont interchangeables: %, fi (x) avec
1
x = (x1,%2, ..., Xn ), ou simplement f;.
@ Lorsque I'on calcul f;, toutes les variables autres que x; restent
constantes, d'ou le nom de dérivée partielle.

@ De plus, f; dépend généralement de toutes les variables de x.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (1)

Soit une firme vendant deux biens, le bien 1 et le bien 2, sur des marchés
concurrentiels. Sa fonction de recette totale est

R (x1,x2) = pix1 + p2x2

ol x; représente la quantité de bien i vendue, et p; représente le prix de
marché du bien i (avec i = 1, 2).

o L’hypothése concurrentielle implique que le niveau de production
de la firme n'affecte pas les prix de marché p; et py (considérés
constants). On dit que la firme concurrentielle est preneuse de prix.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 1

o D’aprés la Définition 1, la dérivée partielle de la fonction de
recette totale par rapport a xy est calculée par

aR(Xl,Xg) _ lim R(Xl—I—AXl,Xg)—R(Xl,XQ)
axl Ax1—0 AXl

_ g Pt Axa] 4 pexo] — [prxa 4 pax]
Ax;—0 AXl

_ im Px + p1AXy + paxa — p1X1 — Pax2

= lim
Ax;—0 AXl

_ jim P&
Ax;—0 AXl

= P
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 1

@ Si I'entreprise vend une unité de bien 1 supplémentaire, ceteris
paribus, sa recette totale augmente d’'un montant égal au prix unitaire
du bien 1, i.e. p;.

@ R; est donc une constante qui ne dépend pas des variables x; et xo
controlées par la firme.

o Mathématiquement, I'indépendance de Ry par rapport aux variables x;
et x» résulte du fait que la fonction R est linéaire par rapport aux
variables x7 et xo.

o Cette propriété d'indépendance ne s'applique généralement pas aux
fonctions non-linéaires, comme l'illustre |'exemple suivant.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Soit une fonction non-linéaire a deux variables:

f(x1,x)= xlzxz
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 2

o D’apres la Définition 1, la dérivée partielle de 7 par rapport a x
est calculée par

Jf (Xl,XQ) _ lim f(X1+AX1,X2)_f(X1,X2)
axl Ax1—0 AXl
—  Iim [x1 + AX1]2 Xy — x12x2
Ax;—0 AXl
[[xl + Ax1]2 — Xlz] Xo
— i
[Xf + [Ax]® + 2xAxg — xlz} X
—
Axlln;O AX]_

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 16 / 336



Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 2

[xlz + [Ax1]2 + 2x1Ax) — X121| Xo

af (X1,X2) _ lim
oxy Ax;—0 Axy

|:[AX1]2 + 2X1AX1} X
= lim

Ax;—0 AXl

= lim [AXl —|—2X1]X2
Axlﬂo

= 2x1x

o La dérivée partielle de f par rapport & x; dépend ici de x; et de xp
(contrairement a la fonction linéaire de I'Exemple 1).
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Dérivées partielles d'ordre 1

Calcul direct de la dérivée partielle

@ Plutot que d'appliquer la Définition 1, on peut calculer les dérivées
partielles de la méme maniére que pour une fonction a une variable.

@ Comme on maintient constantes toutes les variables de la fonction f,
autres que x;, lorsque I'on calcule f;, on peut traiter toutes ces autres
variables comme des constantes et considérer la fonction f comme
une fonction a une variable x;.

March 27, 2023 18 /
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Dérivées partielles d'ordre 1

Calcul direct de la dérivée partielle (Exemple 1)

e Dans I'Exemple 1, la fonction de recette totale est
R (x1,x2) = pix1 + p2x2. Pour calculer Ry, on peut considérer R
comme une fonction & une variable avec x» fixée:

R (x1,x2) = pix1 +¢, ol ¢ = paxo
o La dérivée partielle par rapport a x; est alors simplement

OR (x1,x2) _ 9 [p1x1 + ]
aX1 aX1

= p1
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Dérivées partielles d'ordre 1

Calcul direct de la dérivée partielle (Exemple 2)

e Dans I'Exemple 2, la fonction est f (x1,x;) = x2xy. Pour calculer f,
on peut considérer f comme une fonction a une variable avec x, fixée:

f(x1,x)= cx12, oll ¢ = X
@ La dérivée partielle par rapport a x; est alors simplement

I (xi,x) _ dfof]
aX1 - aX1 - 2CX1

e En substituant ¢ = xp, on obtient (évidemment) le méme résultat
qu'en utilisant la Définition 1:

af (Xl, X2)

= 2x0x1
oxq
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Dérivées partielles d'ordre 1

Calcul direct de la dérivée partielle

@ On peut appliquer la méme technique pour les fonctions a plus de
deux variables f (xl, xn). Soit une fonction 3 trois variables

_ £ 246
y =5x1xx3

Par exemple, pour calculer aa—y, on peut considérer y comme une
. N . X2 .-,
fonction a une variable x, avec xq et x3 fixées:

y= cx§1 ou c¢c= 5x12x36

@ La dérivée partielle par rapport 3 x» est alors simplement

dy J [fo] 3
— = ——= = 4cx;
x> dxo
@ En substituant ¢ = 5x12x§, on obtient
ay 3 2.3.6
5 =20
aX2 [ X1 X3} X2 X1 X2 X3
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Dérivées partielles d'ordre 1

Calcul direct de la dérivée partielle

@ Avec un peu de pratique, il n'est plus nécessaire d'identifier
explicitement la constante c.

@ On voit directement, en considérant x; et x3 comme des constantes,
que la dérivée partielle par rapport a x» est

dy _ 0[5xPx3x5)] 2,4-1.6 23,6
F = B e =4 X 5x{xy "x3 = 20x{X5x3
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonctions additivement séparables

e Dans I'Exemple 2, nous avons observé que la valeur de la dérivée
partielle d'une fonction a plusieurs variables dépend non seulement
de la valeur de la variable par rapport a laquelle on effectue la
dérivation, mais également des autres variables.

@ De méme, a% = 20x12x23x§5, calculée ci-dessus, dépend non seulement
de la valeur de x, mais également de la valeur de x; et de la valeur
de x3.

o |l existe cependant une classe de fonctions pour lesquelles la dérivée
partielle par rapport a une variable x; ne dépend pas des autres
variables x;, j # i.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Definition (2)

Une fonction y = f (x1, X2, ..., X») qui peut s'écrire sous la forme

f(x,x0, ... %) =& (x1) + g% (x) +...+g" (xn)

est additivement séparable.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (3)
Les fonctions suivantes sont des exemples de fonctions additivement

séparables:
f (Xl, X2) = X13 I 5X2

ot gl (x1) = ¢ et g2 (x2) = 5x.
f(x1,%,x3) = 5x12 — 6x) + ™

ol g1 (x1) =5x2, g% (x) = —6x et g% (x3) = e%.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 3

Pour f (x1,x2) = x{ + 5%, on a
1 2
f = dg” (x1) —32 et f— 9" () _ ¢
oxq 0x2

Pour f (x1, X2, x3) = 5x12 —6x0 + €3, on a

1 2 3
PR () _ 10x, f— 2% () _ g P 03) _ o
aX1 E)xz aX3

A chaque fois, la fonction étant additivement séparable, la dérivée
partielle par rapport a une variable ne dépend pas des autres
variables.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonctions de production et productivité marginale

@ En économie, on utilise notamment les dérivées partielles pour
calculer la productivité marginale des facteurs de production
d'une firme:

y =1 (x1,x2, ... Xn)

ol y représente la quantité de bien produite (extrant) par la firme, et
x; représente la quantité de facteur i utilisée (entrant) par la firme
pour produire.

/ 336
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonctions de production et productivité marginale

@ Dans ce contexte, f; reste une approximation de la productivité
marginale du facteur /. Elle calcule (approximativement) la quantité
supplémentaire de bien que la firme peut produire en utilisant une
unité supplémentaire de facteur /.

o D’aprés la Définition 1, on sait que les dérivées partielles sont

calculées pour des variations infinitésimales, i.e. Ax; — 0. Cest
pourquoi f; reste une approximation de la productivité marginale du

facteur i.
o Toutefois, |'approximation peut étre trés bonne dés lors que I'on

choisit des unités suffisamment "petites".

28 / 336
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonctions de production et productivité marginale

o Comme la dérivée partielle f; dépend généralement de toutes les
variables de la fonction de production, on peut en donner une
interprétation économique.

@ Par exemple, la production supplémentaire générée par une unité de
travail en plus peut dépendre positivement de la quantité de capital
utilisée si le travail et le capital sont complémentaires dans la
production.

@ L'exemple suivant illustre ce point.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (4)

Soit une fonction de production a deux facteurs de type Cobb-Douglas:

11
y = 10x7 x5
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 4

Les productivités marginales sont

et

M. Beaud

(UM et CEE-M)

9y
aX1

9y
8x2

11
— 2 2
=5x; °x;

1
-
= 5x{ X,

Mathéco

1
2

o
L X1 ]

X1

L X2 ]

Nl

Nl
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 4

@ On peut alors calculer le ratio des productivités marginales appelé
TMST (Taux Marginal de Substitution Technique) du facteur 2 au

facteur 1:
%
¥y 5 [&} 1 1
o X Xo |2 [ X0 |2 X:
rasmyy = 20 = Lol [2} [2] _x
% 5 [ﬁ} 2 X1 X1 X1

X2

@ Noter que pour les fonctions de production a deux facteurs, on
allege généralement la notation du TMST en supprimant |'indice 2, 1.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 4

@ Les Figures 2a, 2b,2c et 2d ci-dessous illustrent le fait que la
relation entre y et x; dépend de la valeur de x», en considérant deux
valeurs de x3 (xp =4 et xp = 9).

o La Figure 3, illustre le fait que la productivité marginale du travail

867}/1 =5 [i—ﬂ ? est d'autant plus forte que le niveau de capital x» est

élevé (elle est plus forte pour xo = 9 que pour x, = 4).

1 1
@ Pour xo =4, on ay = 20x7 et %’1 = 10x; 2.

1 _1
@ Pour x, =9, 0onay = 30x et % = 15x; °.
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Dérivées partielles d'ordre 1
Figure 2a (Exemple 4)
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Dérivées partielles d'ordre 1
Figure 2b (Exemple 4)
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Dérivées partielles d'ordre 1
Figure 2c (Exemple 4)
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Dérivées partielles d'ordre 1

Figure 2d (Exemple 4)

150

100

y =30x,"2
x,=9)
y = 20x,1?
(x,=4)
slope =2
25 X

(d)
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Dérivées partielles d'ordre 1

Figure 3 (Exemple 4)

=152
(x,=9)

25 X
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (5)

Soit une fonction de production générale a deux facteurs de type
Cobb-douglas:

y=Ff(K L)=AKP A>00<apf<1

ou A, « et B sont des parametres technologiques.

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 39 / 336



Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 5

@ Les productivités marginales sont
fx = AaK* 1P et f; = ABK*LP1
o Compte tenu des hypotheéses sur les paramétres, la loi de
productivité marginale décroissante des facteurs est vérifiée. De
plus, les facteurs de production sont complémentaires (e.g. une
hausse de K augmente f;).
@ Le TMST du travail au capital est

y fk  AaK*THP L
PR T AR T T BK
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (6)
Soit une fonction de production générale a trois facteurs de type
Cobb-Douglas:

y="Ff(x1,x,x3)= Axf‘xfxg

ot A>0et0<a,p, v <1sont des paramétres technologiques.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 6

@ Les productivités marginales sont

—1 -1 -1

fi = Aax; Xfxg, fh = Aﬁx{‘xﬁ3 Xy, f= A’)/X{‘Xfxv

@ Encore une fois, la productivité marginale du facteur i diminue
quand le facteur i augmente (loi de la productivité marginale
décroissante des facteurs), et elle augmente quand les autres
facteurs j # i augmentent (complémentarité des facteurs).
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 6

@ En présence de plus de deux facteurs, on peut calculer le TMST pour
chaque paire de facteur:

dy
- 0x;
TMST; ; = 5
Ix;
e Dans I'Exemple 6, on a:
dy a—1_B 7

& X2

TMSTy; = — = ———55—F = ——
! dy a B-1 v X
30 ABXIxy X3 Bx

dy a—1_B 7
L aa L Aax] T xox axs
B o N R
G Ayxfxy X3 T X1

9y B-1_vy
e ABXIx X5 Bxs
TMS8T32 = 5, = a B -1 4x
Ba AT X3 X

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 43 / 336



Dérivées partielles d'ordre 1

Fonction de production a n facteurs de type Cobb-Douglas

@ Les résultats se généralisent facilement a une fonction de
production 3 n facteurs de type Cobb-Douglas

y="F (X1, ... xa) = AX]1X5%..x5"

o0 A>00<a; <1(i=1,..,n) sont des paramétres
technologiques.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonction de production a n facteurs de type Cobb-Douglas

@ Pour un facteur x; (i = 1, ..., n), la productivité marginale est

dy

[ . i—1 o
i = == =Aq"%%.x [zx,-xf" ]x,-ﬁl...x,”,‘”
ox;
K o
wiAX] X X XX
1_ .
X; i

@ Encore une fois, la productivité marginale du facteur i diminue
quand le facteur i augmente (loi de la productivité marginale
décroissante des facteurs), et elle augmente quand les autres
facteurs j # i augmentent (complémentarité des facteurs).
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Dérivées partielles d'ordre 1

Fonction de production a n facteurs de type Cobb-Douglas

@ Le TMST entre deux facteurs x; et x; est

T T B e T S i
» KGAX] T Xy S X Xii1 -Xn ajx;
3 leucj Xl—zxj
Xj J J
TMST,‘ / - = =
J ) ap ay &1 &1 ap a;
a)}(’. aiAX X X X X ;X
! R Ba
i i
Wi 171)6,‘
X X X

—; aj Ly
X ’lXinJ X X;

e Remarquer I'analogie avec le cas ou n = 2 (Exemple 5) et le cas
n = 3 (Exemple 6) ci-dessus.
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Dérivées partielles d'ordre 1

Example (7)

Soit une fonction de production générale a deux facteurs de type CES
(Constant Elasticity of Substitution):

y="FfOae)=Aloq +(1-0)x"]

ot A>0,0<6<1,etr>—1sont des paramétres technologiques.

L’élasticité de substitution est o = 11?
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 7

@ Les productivités marginales de la fonction CES sont

o= -—%5[—«]xf**1A[5xf*-%[1——5]X£r}_%_1
—r—1 - -
= A T[T+ [1=6x"] T
et
1 —r—1 —r =r e
o= ——[1=d][—rlx A +[1-0]x ]

r
1+r

= [1=8JAG [ +[1-6]x"] "
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 7

@ On peut simplifier les expressions des productivités marginales en
faisant apparaitre y.

@ On multiplie f; par ﬁ—:, et on passe xf’fl au dénominateur, pour
obtenir -
£ SAYT [6x "+ [1=6]x "] 7
T A’x11+r
et 1+r
o Lo AT o T+ -0 ]

r 1+I’
Arx,

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 49 /



Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 7

e En remarquant que

1+r

1+r

= Al (1= 8)57] ]
= Ao T+ (1-6)x "]

@ On obtient finalement des expressions plus simples

; 5 [y} 1+4r w [1- 4] [y] 1+4r

A | Ar X
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Dérivées partielles d'ordre 1

Elasticité de substitution

o L’'élasticité de substitution est un concept microéconomique. Elle
reflete la facilité/difficulté avec laquelle on peut passer d'un facteur
de production & un autre dans la production d'une certaine quantité
de bien.

@ Lorsque 0 — 1 on obtient une fonction Cobb-Douglas

@ Lorsque 0 — oo on obtient une fonction linéaire (substituabilité
parfaite)

@ Lorsque o — 0 on obtient la fonction de Leontief (complémentarité
parfaite).
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Dérivées partielles d'ordre 1

Elasticité de substitution

o L'élasticité de substitution entre deux facteurs i et j est définie par

Oji = dTMST;
TMSTj ;
dy
N Ix;
ou TMST;; = zyl'
an

o Comme toutes les élasticités, c'est un rapport de taux de variation.
Une variation de A% du TMST s'accompagne d'une variation de cA%
du ratio i—’
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 7

@ Avec la fonction de production de type CES de I'Exemple 7, on a:

A AL T "
T2 = g B [{\\ﬂ[{ly}]lﬂ - [1{5]1%1}1“ - 1i(5 [Z]
X2 X2
et

X1 X1

dTMSTy 1 = % 1+r]d <X2> [XQ]
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Dérivées partielles d'ordre 1

Exemple 7

@ Ainsi, on obtient

) X x|’
drvsTyy  Tos (L Hrld (7?) [Tﬂ

_ =1
TMST 1 e [;}1+r [ + f] %
1-6 | x1
et donc finalement
@ 4
ko) o 1
JR— Xl — Xl -
021 = Grnstos d(2> L

TMST2 1 [1 + r] le
X1
o Noter que r — 0 = ¢ — 1 (Cobb-Douglas), r — —1 = ¢ — o0
(substituts parfaits) et r — 00 = ¢ — 0 (Leontief / compléments
parfaits).
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Dérivées partielles d'ordre 1

Elasticité de substitution (Cobb-Douglas a n facteurs)

Avec une fonction de production générale a n facteurs de type
Cobb-Douglas

y =F(x1, ... xn) = AX[ X% ..x0"

n
on a:
] a Qi1 W %
lJ(,‘AX11X22---X,',Il1 ’_i‘{'l___xgn aixjj A 1—
f L M BLTE
TMSTji:*: ay o I:x-lzx'+1 = I“': 1—uw T
, . 1,00 -1 9% & ;! “Hagx j Xi
fi Aol gl T gty
1—a; Y
X; J X
et
n; X
drmstTj; = —d [ 2
o Xi
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Dérivées partielles d'ordre 1

Elasticité de substitution (Cobb-Douglas a n facteurs)

o L’élasticité de substitution est unitaire pour les fonctions de
production de type Cobb-Douglas:

bGidg (X
dTMSTj,,' . Dtjd (x,-) B

TMST; &% 4
' IXJ‘ X X
et donc finalement
X; X;
i) 4F)
X X
Xj _ Xj _
Ojii dTMSTj i d(ﬁ) =1
TMST;,; i
)TJ
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivation en chaine

@ Les dérivées partielles sont également utiles pour déterminer les
dérivées en chaine.

@ Considérer la fonction suivante:

y=f(x(t),x(t))

ol les deux variables x; et x, dépendent du temps noté t. La valeur
de y est ainsi affectée par le temps, via I'impact de ce dernier sur les
variables x; et xo.

@ La variation de y par rapport a la variation de t est donnée par la
dérivée en chaine:

dy  of dx; Of dx

dt — Ox dt = Ox, dt
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivation en chaine

@ Pour illustrer, considérons la fonction suivante:
y =f(x1,x) =3x1 + 5x

ou
x1 =12 et xp; =4t

@ Par dérivation en chaine, on obtient:

dy 3d[t2] 5d[4t3] _3a[at:]dt Sa[gf]dt
dt e e e
_ o] ofar] )
= 35 5. = 3[2t] + 5 [12¢%]
= 6t+ 60t
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivation en chaine

De maniére équivalente, par substitution directe on obtient:
y =f(,4) +3[t?] +5[4}] = 31> + 208

et donc
dy
dt

On retrouve (évidemment) le méme résultat qu'avec la dérivation en
chaine.

= 6t + 60¢t°
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Dérivées partielles d'ordre 1

Dérivée totale et dérivée partielle

@ On peut ici s'interroger sur la distinction entre "d", qui représente la
dérivée totale, et "9", qui représente la dérivée partielle.

@ Si nous avions une fonction
y =g (xi(t), x2(t),x3)

ol seules les variables x; et x, dépendent de t.

@ On pourrait alors écrire que

dy _ 0g oxi (t) +8£8X2 (t)
ot  9dx; Ot dxp Ot

car ici la variable x3 est maintenue constante. C’est donc bien le calcul
d'une dérivée partielle ol seule la variable t change, ceteris paribus.

o ('est distinction est plutét subtile, et n'est parfois pas faite dans les
manuels d'économie.
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Théme 1: Calcul pour les fonctions a plusieurs variables

© Dérivées partielles d'ordre 1

@ Dérivées partielles d’ordre 2

© Différentielle totale

© Propriétés de courbure (concavité et convexité)

© D'autres propriétés des fonctions et applications économiques
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Dérivées partielles d'orde 2

Dérivée d'ordre k=1,2,3,... pour les fonctions a une variable (rappel)

@ Pour une fonction & une variable f (x), sa dérivée premiére est
elle-méme une fonction ' (x).

@ On peut alors calculer la dérivée de ' (x), appelée dérivée seconde
et notée " (x), qui est également une fonction.

@ On peut continuer ainsi jusqu'a la dérivée d’ordre k, notée £(k) (x),
ou k=1,2,3,... est I'ordre de la dérivée.

/ 336

. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 62 /



Dérivées partielles d'ordre 2

Dérivées partielles d'ordre k=1,2,3,... pour les fonctions a plusieurs variables

@ Pour les fonctions a n variables f (xi, x2, ..., x,), nous avons vu, dans
la section 1.1, comment calculer les n dérivées partielles par rapport
a chaque variable: fi, f,..., f,.

@ Chacune de ces dérivées partielles est elle-méme une fonction
f; (xl, X2, ...,x,,) pour laquelle on peut calculer les n dérivées
partielles.

e La fonction f (x1, X2, ..., X,) posséde donc n® dérivées partielles
d’ordre 2.

@ Plus généralement, la fonction f (x1, x2, ...,x,,) posséde donc n
dérivées partielles d’ordre k =1,2,3, ...

k
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Dérivées partielles

Dérivées partielles d'ordre 2 pour les fonctions a plusieurs variables

@ En économie, on se limite généralement a I'étude des dérivées
partielles d’ordre kK =1, 2.
o Les dérivées partielles d’ordre 2 de la fonction y = f (x1, x2, ..., Xp)
s'écrivent
of; (x1,X2, ., Xn) 9%y

, ou ., ou fi(x1,%,....,Xn),
aX,'an U( n)

0xj

ou simplement f;, aveci,j=1,23,..,n
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Dérivées partielles

Gradient d'une fonction

o Etant donné que les dérivées partielles deviennent nombreuses
(méme en se limitant a I'ordre 2), on les catalogue en utilisant les
notations vectorielles et matricielles.

@ Le vecteur contenant les dérivées partielles d'ordre 1 d’une fonction
est appelé le gradient (vecteur colonne ou vecteur ligne en
transposé):

VF = ou VFT =[f,f, .. f

@ Le terme de gradient vient du fait qu'il indique la pente de la
fonction par rapport a ses différentes variables.

65 /
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Dérivées partielles d'ordre 2

Example (8)

Soit la fonction a deux variables

f(Xl,XQ) = 5—2X1 +3X2
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 8

o Les dérivées partielles de la fonction de I'Exemple 8 sont:
=-2 et H=3

@ Le gradient de la fonction est donc

veli] =[]
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Dérivées partielles d'ordre 2
Figure 4 (Exemple 8)
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Dérivées partielles d'ordre 2

Example (9)

Soit une fonction 3 trois variables

f(xi,x2,x3) = X{‘Xfxg
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 9

@ Les dérivées partielles de la fonction de I'Exemple 9 sont:
_ -1 -
f=axEx) =BT = K]

@ Le gradient de la fonction est donc

f axi i x]
Vi || = |
f ’yxf‘xfxaﬁl
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Dérivées partielles d'ordre 2

Fonctions a deux variables

@ Pour une fonction a deux variables, il existe 2% dérivées partielles
d’ordre k. Pour k = 2, on a 22 = 4 dérivées partielles:

of; (x1,x2) fiy = ofi (x1,x2)

oo )
H ox1 Y dxo

_0fh (x1,x2) _ 0h (x1, %)

b = RLax) o 9h(ax)
ox1 00
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Dérivées partielles d'ordre 2

Fonctions a trois variables

@ Pour une fonction a trois variables, il existe 3% dérivées partielles
d’ordre k. Pour k = 2, on a 32 = 9 dérivées partielles d’ordre 2:

ofi (x1, %2, x3) _ 9dh (x1,x2,x3) _9f (x1, %2, x3)

= R o 0x2 fis 0x3

g, = hlues) o 0h(aexs) o 0h(a0.x)
oxi 0x dx3

g, o= dBlaxexs) o dh0aexs) o 96040 )
ox1 oxp 0x3

o Et ainsi de suite, pour une fonction a n variables, il existe n® dérivées
partielles d’ordre 2.
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Dérivées partielles d'ordre 2

Matrice Hessienne

@ On utilise alors une matrice pour cataloguer les dérivées partielles
d’ordre 2, appelée matrice Hessienne:

VoF = { i ho } pour 2 variables
b1 fo
fit 2 fi3
VoF = | h1 fho b3 pour 3 variables
1 2 f33
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Dérivées partielles d'ordre 2

Matrice Hessienne

fit A2 ... fip
V,oF = v Bo o fon pour n variables
for foo oo fan

ou plus simplement

VoF = [fj] pour n variables
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Dérivées partielles d'ordre 2

Remarque sur les notations

@ On utilise la notation V pour signifier qu'il s'agit des dérivées
partielles d’ordre k.

@ Donc la notation V5 indique qu'il s'agit des dérivées partielles
d’ordre 2.

@ On utilise la notation majuscule F pour signifier qu'il s’agit d'une
matrice (contrairement au gradient, Vf, qui est un vecteur).
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Dérivées partielles d'ordre 2

Example (10)

Soit la fonction a deux variables

f(x1,x)= xlzxz
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 10

@ Les dérivées partielles sont:

i =2x1xp et £ :X12
@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont:

i = 2x2, f2=2x
h1 = 2xi, fp =0
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 10

o Le gradient et matrice Hessienne sont
A | 2xax
=le =15

i1 h2 | | 2% 2x
b1 f2 | |2 O

et
v |
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 10

@ Sur la Figure 5a, on a représenté la fonction y = X12X2 dans I'espace
a trois dimensions.

e Sur la Figure 5b, on suppose x > 0. Dans ce cas fi; > 0. La
fonction est convexe par rapport a xj.

e Sur la Figure 5c, on suppose x, < 0. Dans ce cas fi; < 0. La fonction
est concave par rapport a xj.
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 10

e Sur la Figure 6, on a représenté a nouveau la fonction y = xZx,,
mais avec une coupe (pour faciliter la lecture).

e Comme fip > 0 pour x; > 0, la pente de la fonction par rapport a x1
(avec xp fixée) est plus forte au point v = (a, d) qu’'au point
u= (a, b), car la valeur de xy est plus forte au point v, ol xo = d,
qu’au point u, ol xp = b (avec d > b).
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Dérivées partielles d'ordre 2
Figure 5a (Exemple 10)
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Dérivées partielles d'ordre 2

Figure 5b (Exemple 10)

(b)
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Dérivées partielles d'ordre 2
Figure 5¢ (Exemple 10)
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Dérivées partielles d'ordre 2
Figure 6 (Exemple 10)
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 10

@ Finalement, on peut remarquer que fip = fh1 = 2x3.

@ L'ordre dans lequel on effectue la dérivation n'a pas d'impact sur le
résultat.

o La matrice Hessienne est donc symétrique (avec la diagonale
comme axe de symétrie).

@ Ceci n'est pas une coincidence, comme l'illustre le Théoréme 1
ci-dessous, appelé Théoréme de Young.
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Dérivées partielles d'ordre 2

Théoréme de Young

Theorem (1)

Pour une fonction y = f (xi, X2, ..., xn), avec des dérivées partielles
d’ordre 1 et 2 continues, I'ordre de dérivation est sans conséquence.
Formellement, on a

Vi=1,2,...,n
fi=fi :
Vi=12,...n
C’est le théoreme de Young.
M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco
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Dérivées partielles d'ordre 2

Soit une fonction a trois variables

3
2x5

X1

f(xi, 0, x3) = xfe>eaxs 4
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 11

@ D’aprés le Théoreme de Young, on s'attend a ce que les dérivées
partielles croisées d’ordre 2 vérifient:

fio = fh1, h3=fi, etfhy="fp

Pour illustrer, montrons que f,3 = f3p (Vvérifier les autres égalités en
exercice).

@ Les dérivées partielles par rapport aux variables x, et x3 sont

62
2 et f3 — X%e3X2+X1X3
X1

f = 3X12€3X2+X1X3 +

@ Les dérivées partielles croisées d’ordre 2 entre les variables x, et x3

sont:
of of:
f‘—23 = —= = 3X13e3x2+X1X3 et %2 — 3 — 3X13e3X2+X1X3
aX3 8x2
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Dérivées partielles d'ordre 2

Fonctions additivement séparables

@ Pour les fonctions additivement séparables de la forme

f(x. %0, ... xn) = &' (x1) + 8 (x2) + ... + 8" (xn)

les dérivées partielles croisées d’ordre 2 sont nulles (car f; ne
dépend que de x;, et donc f; = 0).

o Le gradient est

dgt(x
: agaﬂ% 1;

vf = f2 = gaX; :
fa ag;.(.xn)

Oxp
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Dérivées partielles d'ordre 2

Fonctions additivement séparables

@ La matrice Hessienne est

a2g1(x1)
i1 f2 ... fn X 0 0
h1 f; 0 g% (x2) 0
VQF = 21 22 -+ I2n _ 8x22
fn fn fnn 2 n Xn
1 2 0 0 P gaX(Q )

n
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Dérivées partielles d'ordre 2

Example (12)

Soit une fonction de production générale 3 deux facteurs de type
Cobb-douglas:

y:f(xl,xz):Axf‘xé3 A>00<ap<1

ou A, « et B sont des parametres technologiques.
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 12

Les productivités marginales sont cataloguées dans le gradient

VF = [ A } _ [ wAX g

H ,BAXf‘xl3 -1

Les restrictions sur les paramétres (A > 0 et «, f > 0) impliquent que
les productivités marginales sont positives (une plus grande
quantité de facteurs utilisée implique une hausse de la production).

Le TMST est

fi lexf‘flxzﬁ X Xo
2 BAXT X, B x1

March 27, 2023 92 / 336
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Dérivées partielles d'ordre 2

Exemple 12

@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont cataloguées dans la matrice
Hessienne:

1

V,F — [ fir fi2 ] _ [ [ — 1] aAx® 2xF  BuAxd1xP™

h1 o zx,BAXf‘flefl B —1] IBAXiXX‘B72

@ Les restrictions sur les paramétres (A > 0 et 0 < &, B < 1) impliquent
que f11 < 0 et fhp <0, i.e. les productivités marginales sont
décroissantes (une plus grande quantité de facteur i utilisée implique
une baisse de la productivité marginale du facteur /). C'est la loi
des rendements marginaux décroissants.

@ Elles impliquent également que fi = f;; > 0. La productivité
marginale de chaque facteur augmente lorsque I'on accroit I'usage de
I'autre facteur (complémentarité des facteurs).
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Théme 1: Calcul pour les fonctions a plusieurs variables

© Dérivées partielles d'ordre 1

@ Dérivées partielles d'ordre 2

© Différentielle totale

© Propriétés de courbure (concavité et convexité)

© D'autres propriétés des fonctions et applications économiques
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Différentielle totale

Fonctions a une variable

@ Pour une fonction & une variable y = f (x), la différentielle est
dy = f' (x) dx

@ Pour une valeur spécifique de x, disons x = a, on peut utiliser cette
expression pour calculer la variation de y, notée Ay, suite a une
variation de x, noté Ax, a partir de x = a.

@ La variation exacte de y est calculée par
Ay =f(a+ Ax)—f(a)
o Elle peut étre approximée par la différentielle:

dy = f'(a)dx, ot dx = Ax
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Différentielle totale

Fonctions a une variable

La Figure 7 illustre la différence entre la valeur exacte Ay et
I'approximation par la différentielle dy.

L'erreur est mesurée par

€ =Ay—dy

Grace a la Figure 7, on comprend aisément que € — 0 lorsque
Ax — 0. Ainsi, I'approximation est trés bonne deés lors que la
variation de x est "petite".
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Différentielle totale

Figure 7

S .
tangent line
(slope = f'(a))
f®
fla+ Ax) dy
@
dy > Ay
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Différentielle totale

Fonctions a deux variables

@ On peut facilement étendre ce raisonnement a des fonctions de
plusieurs variables, mais |'interprétation géométrique ne reste
(évidemment) possible que pour des fonctions a deux variables f (x),
avec x € IR?.

@ Pour une fonction a deux variables f (x1, x2), on peut calculer les
variations de la fonction en faisant varier x; (avec x; fixée), puis x2
(avec x; fixée).

@ Ce calcul rappelle celui des dérivées partielles (mais la variation ne
tend pas nécessairement vers zéro).
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Différentielle totale

Fonctions a deux variables

@ Pour une valeur spécifique de x, disons x = (a1, a2), on peut calculer
la variation de y, soit Ay, suite a une variation de x; (avec x, fixée).

o La variation exacte de y est calculée par
Ay = f (a1 + Axy,a) — f (a1, a2)
o Elle peut étre approximée par la différentielle

dy = f (al,ag) dx;, oudxy =Axietdx =0
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Différentielle totale

Fonctions a deux variables

@ Pour une valeur spécifique de x, disons x = (a1, a2), on peut calculer
la variation de y, soit Ay, suite a une variation de x, (avec x; fixée).

La variation exacte de y est calculée par

Ay = f (a1, a2+ Axx) — f (a1, a2)

Elle peut étre approximée par la différentielle

dy =6 (21,32) dxy, oudxy =Axpetdxg =0
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Différentielle totale

Definition (3)

La différentielle totale de la fonction de deux variables y = f (xi, x2) est

dy = fi (x1, x2) dx1 + 2 (x1, x2) dxo
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Différentielle totale

Figure 8

o La Figure 8 illustre I'erreur d’approximation par la différentielle
totale ¢ = Ay — dy pour la fonction

y=1-x—-x
@ Comme nous somme dans un espace a trois dimensions, |'erreur est
mesurée par la distance verticale entre la fonction et celle du plan
tangent au point (a1, ap).
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Différentielle totale

Figure 8

—Xi

—Xy

X2
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Différentielle totale

Fonctions linéaires

@ Pour les fonctions linéaires a une variable, la différentielle totale
fournit une approximation exacte de la variation de la fonction
(e = 0), quelle que soit la taille du changement de la variable. La
tangente d'une droite est la droite elle-méme.

o La différentielle totale fournit également une approximation
exacte pour les fonctions linéaires a plusieurs variables.

@ Pour une fonction a deux variables, le plan tangent d'un plan est le
plan lui-méme.
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Différentielle totale

Fonctions linéaires

Pour illustrer ce point, considérons la fonction linéaire a deux
variables

y =f(x1,x2) = 2x1 + 3x

@ Une hausse de 4 unités de x; génére une hausse de 8 unités de y, et
une hausse de 5 unités de xo génére une hausse de 15 unités de y:

Ay = f(x14+4,x+5)—f(x1,x)
2[X1 —|—4] —|—3[X2—|-5] — [2X1 —|—3X2]
= 8+4+15=23

o La différentielle totale donne la valeur exacte de la variation de y:

dy = fidx; + fhdxo =2(4) +3(5) =8+ 15 =23

. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 105 / 336



Différentielle totale

Fonctions non-linéaires

@ Pour les fonctions non-linéaires, la différentielle totale reste une
approximation de la variation exacte de la fonction.

@ La raison est que les dérivées partielles ne sont pas constantes pour
les fonctions non-linéaires.

@ Dans le calcul de la différentielle totale dy, on suppose que f; et f,

restent constantes lorsque I'on passe de (xi, xp) 2
(x1 + dx1, xo + dxp), car on utilise le plan tangent.
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Fonctions non-linéaires

Pour illustrer, considérons la fonction non-linéaire a deux variables

y = f(X1,X2) = X1X2

Entre les points (1,1) et (5,6), par exemple, on a dx; = 4 et dxp = 5.

La valeur exacte de la variation de y est

Ay = f(5,6) — f(1,1) =30 —1 =29

La différentielle totale donne une assez mauvaise approximation
(e = 20) dans ce cas:

dy = fidxq + hdxo = xodx; +x1dxo =1(4)+1(5) =9
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Fonctions non-linéaires

@ Bien entendu, pour de "petites" variations de x; et x», I'erreur
d’approximation reste raisonnable.

e Par exemple, en exercice, vous pouvez calculer I'erreur (€ = 0.06)
lorsque I'on passe du point (1,1) au point (1.2,1.3).
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Différenciation implicite

On peut rencontrer une équation dans laquelle y est implicitement
définie comme une fonction de x € R.

Par exemple,
2y +4x—-10=0

On dit que y est une fonction implicite de x.

Pour une valeur de x donnée, il existe une valeur spécifique de y qui
résout |'équation.
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Différenciation implicite

@ Un calcul algébrique élémentaire établit que
2y +4x—-10=0& y = —2x+5
@ On peut alors en déduire la différentielle totale de y:

dy = —2dx
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Différenciation implicite

Mais il n'est pas toujours évident d'exprimer y en fonction de x
comme ci-dessus.

Comment calculer la différentielle totale dans ce cas?

Par exemple, considérons

Y —5=0

On peut calculer dy par différenciation implicite.
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Différenciation implicite

@ D’abord supposons qu'il est possible d'exprimer y en fonction de x,
i.e. supposons qu'il existe une fonction f telle que y = f (x), et donc:

Y 5 =0e ) 5=

o En différenciant par rapport & x, on obtient:
d x2+f(x) _ d XP+f(x)| _
G 8] = e e =0
d 2 x2+f(x
& [dx[x —|—f(x)]}e +(x) =

PN [2X—|— f-/ (X)] ex2+f(x) =0
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Différenciation implicite

x2+f(x)

@ Comme e > 0, on obtient, de maniére équivalente,

x4+ (x) =0 f' (x) = —2x
e Par définition dy = f’ (x) dx. On obtient donc

dy _

= -2
dx x
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Différenciation implicite

@ Méme si c'est un peu plus compliqué que précédemment, on peut
toutefois exprimer explicitement y en fonction de x pour cette
fonction en utilisant le logarithme:

Y 5 = 0(:>eX2+y:5(:)|neXz+y:|n5@X2+y:|”5
& y=-x"+In5& f(x)=—x>+In5

@ Ainsi, on obtient, comme ci-dessus,

' (x) = % = —2x
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Différenciation implicite

o La premiére méthode par différenciation implicite peut sembler
fastidieuse.

@ Une méthode plus simple consiste a exprimer directement la relation
entre x et y par la fonction implicite

F(x,y) — Y _5 =90
o La différentielle totale de cette fonction donne
dF (x,y) = Fxdx+ F,dy =0

et donc ,
dy  Fc  2xetY )
&R e X
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Théoréme des fonctions implicites (deux variables)

Theorem (2)

Soit F (x,y) = 0 une fonction implicite avec des dérivées partielles
continues qui est satisfaite en un point (xo, yo) et définie aux alentours de
ce point. Si F, (xo,y0) # 0, alors il existe une fonction explicite

y = f (x), définie aux alentours de x = xy, qui correspond a la fonction
implicite F (x,y) = 0. Alors, on a:

vw="~f(x) e f(g)=-—=-—=
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Théoreme des fonctions implicites (deux variables)

@ Le Théoréme des fonctions implicites établit sous quelles
conditions il est possible de présumer que la fonction implicite
F (x,y) = 0 implique une relation explicite entre x et y, i.e.
y = f (x), et comment calculer la dérivée de la fonction explicite f.
@ Le point clé est que F, # 0.

o L'exemple suivant illustre I'application du Théoréme 2.
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Soit la fonction implicite a deux variables (équation d'un cercle de rayon
5 et de centre (0,0) dans R?)

F(x,y)=x*+y*—25=0
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Exemple 13

@ On peut réécrire cette fonction implicite comme

ou

@ En conséquence, on a
—5<x<L5 et —-5<y<Lh

(car le carré d'une variable réelle ne peut pas étre négatif).
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Exemple 13

e La fonction implicite F (x,y) = x*> + y> — 25 = 0 est notamment
vérifiée au point (xo, yo) = (3, 4).

e Comme Fy =2y, on a Fy (x0,%0) = 2yo, et donc Fy (3,4) =8 # 0.

o Le Théoreme 2 s'applique. Aux alentours du point (xo, yo) = (3, 4),
il existe une fonction explicite y = f (x), avec

f’(X)_ﬂ__Q__g__i

Codx Fy 2y y
@ Au point (xp, o) = (3,4), on a

ﬂ_ X0 3
dx o 4
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Exemple 13

@ Dans I'Exemple 13, il est encore une fois évident de trouver la
fonction explicite y = f(x).

N

Xty —25=0ay? =25 x> oy =f(x)= [25—x]

o En différenciant par rapport a x, on obtient

dy Y _1 . 2 3-1
= = f(x)—2[2x][25 x?]
1
= —x [25—x2]_j

@ Pour x = xp = 3, on retrouve

@3 _ 3 _ 3
dx V25 — 32 V16 4
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Exemple 13

o La Figure 9 illustre les résultats de I'Exemple 13.

e Noter que les points (5,0) et (—5,0) qui satisfont la fonction
implicite, ne satisfont pas les conditions du Théoréme 2.

@ Il n'est pas possible de trouver une fonction explicite y = f(x) aux
alentours de ces points.

o En effet, si f est une fonction, a chaque valeur de x doit correspondre
une unique valeur de y, ce qui n'est pas le cas aux points (5,0) et
(=5,0).

@ Par contre, c’est notamment le cas au point (3,4) que nous avons
choisi.
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Figure 9 (Exemple 13)
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Example (14)

Soit la fonction implicite a deux variables

F(x,y) =x*}+3xy> +y—22=0
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Exemple 14

e La fonction implicite F (x,y) = x?y> +3xy? +y — 22 = 0 est
notamment vérifiée au point (xg, yo) = (1,2).

o Comme Fy =3x%y? +6xy + 1, 0ona Fy (1,2) =25 # 0.

o Le Théoreme 2 s'applique. Aux alentours du point (xp, yo) = (1, 2),
il existe une fonction explicite y = f (x), avec

Fx 2xy3 + 3y?

o= _B__
dx Fy, 3x2y2 4+ 6xy + 1

e Au point (xg,)0) = (1,2), on a
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Théoréme des fonctions implicites (plusieurs variables)

Theorem (3)

Soit F (x1, X2, ..., Xn, ¥) = 0 une fonction implicite avec des dérivées

partielles continues qui est satisfaite en un point (x0,x3, ..., x3,y°) et

définie aux alentours de ce point. Si F, # 0 a ce point, alors il existe une
fonction explicite y = f (x1, %2, ..., X, ), définie aux alentours de
x0 = (x),x3,...,x0), qui correspond a la fonction implicite

F (x1,x2, ..., Xn, ¥) = 0. Alors, on a:

_y _ K

yozf(xo) et f,-(xo)—aX'— =
i y
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Soit une fonction implicite 3 trois variables

F (x1,x2,y) = 3x1x2 + x0y° +x12xzy— 10=0
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Exemple 15

@ Utilisons le Théoréme 3 pour calculer les dérivées partielles aBTyl et
9y
Ixp

@ D’abord, les dérivées partielles de
F (x1,x2,y) = 3x1x2 + xoy? + x12x2y — 10 sont

F, = 3x4+2xix0y
F, = 3x1+ y2 + x12y
F, = 2xy+ X12x2
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Exemple 15

e D'aprés le Théoréme (3), on peut expliciter la fonction implicite
via la fonction explicite y = f (x1, x2) autour de n'importe quel
point, si F, # 0 en ce point.

@ Ainsi, en tout point ot F, # 0, on a:

dy p Fo 3%+ 2xaxy

ox1 1= _?y - 2xzy+x12xz
et

al_f Ry 3ty Xy

oxy 2 F, 2x0y + xExo
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Exemple 15

Comme précédemment, on peut retrouver le résultat du Théoréme 3
grace a la différentielle totale de la fonction implicite:

dF (x1,x0,y) = Fqdxi + F,dxo + F,dy =0

@ Pour calculer a , par exemple, on pose dx, = O:
dF (x1,x,y) = Fqdxi + F,dy =0
et donc
Al 9 F
dX1 dxa=0 aX1 Fy
@ De méme pour calculer , on pose dx; = 0.
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Courbes et ensembles de niveau

@ Pour une fonction y = f (x1, x2), I'ensemble des couples (x1, x2) qui
générent une méme valeur de la fonction y est appelé ensemble de
niveau.

@ Si I'on peut résoudre cette équation en exprimant x, en fonction de
x1 et du niveau y constant, on obtient |'équation d'une courbe de
niveau y dans le repére (x1, x2) pour n'importe quel niveau y donné.

@ Le ratio Z—;‘f est la pente de la courbe de niveau dans le repére
(x1,x2).
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Courbes et ensembles de niveau

Une autre méthode consiste a utiliser la différentielle totale.

L'avantage de cette méthode est qu'il n'est pas nécessaire d'exprimer
x> en fonction de x;, ce qui peut s'avérer fastidieux pour certaines
fonctions.

Une courbe de niveau y pour la fonction f (xi, x2) s'écrit

y=Ff(x1,x) ou f(x1,x)—y=0
@ On obtient une fonction implicite 3 deux variables:

F(Xl,XQ) = f(Xl,XQ) —y=0
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Courbes et ensembles de niveau

@ On peut appliquer le Théoréme 2 :
dF (x1,x2) = df (x1,x) = fidx; + hdxx =0 avec dy =0
e Si f, # 0, la pente d’une courbe de niveau est

e
dX1

P
dxq

y=y
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Example (16)

Soit une fonction a deux variables

y =1 (x1,%) =2x +3x
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Exemple 16

@ Cherchons la pente de la courbe de niveau y en utilisant la
différentielle totale:

df (Xl,Xg) = 2dxy +3dx, =0

@ On a donc
ol _Pe_ A _ 2
dxy y:y_axl_ h 3
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Exemple 16

@ |l est ici évident de trouver la relation explicite entre x; et x, pour un
niveau y, soit I'équation de la courbe de niveau y:

1

2
)7:2x1+3xQ<:>xz:—§X1+§7

ou la pente est effectivement —%.

@ Sur la Figure 10, on a représenté trois courbes de niveau (qui sont
des droites ici) pour y = 15, 25, 35.
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Figure 10
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Soit une fonction a deux variables

y="7(x1,x)= xZxo
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Exemple 17

@ Cherchons la pente de la courbe de niveau y en utilisant le
Théoréme 2.

@ Les dérivées partielles sont :

i =2x1x% et fh= X12
et donc
dX2 ﬂ 2X1X2 2X2
_— = —-— = — 5 = —_-—-—
Xm y=y f2 Xl X1
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Exemple 17

@ |l est encore une fois évident de trouver la relation explicite entre x;
et xp pour un niveau y, soit I'équation de la courbe de niveau y:

_ ) y -2
V=X & X =5 =yXx
X1
@ La pente est
aXQ
_ A—=u-3
F —2yx;
@ En substituant y = x12x2, on retrouve
dx _ X:
d—2 = —2x12x2x1 3= 022
X1 X1

y=y
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Fonction de production: Isoquantes et Taux Marginal de Substitution Technique

@ Pour une fonction de production y = f (x1, x2), la courbe de
niveau y d'équation x = g (x1) est définie par I'ensemble de
niveau y:

{x):y=Ff(xx)}=x=g)

o Il s'agit de tous les couples de quantités de facteurs (xi, x2) qui
permettent de réaliser un méme niveau de production y.

@ Dans ce contexte, la représentation graphique des courbes de
niveau x, = g (x1) est appelée isoquantes de production.
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Fonction de production: Isoquantes et Taux Marginal de Substitution Technique

Comme dy =0 (y =), le long d'une isoquante, on a
dy = fdxy + hdxx =0
@ On obtient donc, comme précédemment,

i
dxq

y=y

Dans ce contexte, la valeur absolue de la pente d'une isoquante
est égale au TMST:

de

dxi |,y
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Example (18)

Soit une fonction de production & deux facteurs de type Cobb-Douglas

1 1
y="1f(xx)=xx3
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Exemple 18

o La différentielle totale est

2 1

1 21 11 1
dy = fidx + hde = 23 *xgda + ox0x de =0

@ La pente d'une isoquante est

dxa f Ix 3% 2 xp
— = - = — 1 = —— =
dxi |,y f Ly x, ? 3x1

@ Le TMST est égal a la valeur absolue de la pente de I'isoquante

VS dxo 2 Xo
T T = — —/— = —-—
Xm y=y 3X1
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Exemple 18

@ Sur une isoquante de niveau y, on a

X

LT
N o=

y=x

e L’'équation de cette isoquante dans le repére (x1, xp) est obtenue en
exprimant x, en fonction de xi:

M. Beaud (UM et CEE-M)

Mathéco
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Exemple 18

@ Elle est strictement décroissante

dX2 / 272 7%
_— — O
o & (x1) 3V <

(avec y? = x1 X2, on retrouve Zﬁz = —%%)

o Elle est strictement convexe (pente croissante ou TMST décroissant)

d?x 10 , _8
_ _ 2,73
x1) = x, ¥ >0
dx12 (x1) 9 e
( —2 2 d%x, 10
avec y° = x{'xp, on a =T XoX| )
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Exemple 18

@ On peut aussi calculer la différentielle d’ordre 2 comme suit:

dx12 dxy dxq 3 dxg
x1dxp —xpdxq dw _ x
_ 24 2dq " x
3 dX1 3 X1
_2x _x _5x
_ 2734 "\ __273x
3 X1 3 X1
10 x»
9 x{
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Exemple 18

o Une isoquante de niveau y quelconque ayant pour équation
2

xy = y?x; *est représentée Figure 11.
@ Noter que la convexité indique que la pente est croissante, i.e. de
moins en moins négative ici (décroissante en valeur absolue).

@ D'un point de vue économique, la décroissance des isoquantes
indique que la productivité marginale est positive, tandis que leur
convexité indique que le TMST est décroissant, reflétant la
complémentarité des facteurs dans la production.
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Figure 11 (Exemple 18)
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Fonction de production générale

@ Pour une fonction de production générale a deux facteurs

_ dxa _ h _
y = f(Xl,XQ), ona — . v =% =TMSTy 1.

@ La condition de décroissance du TMST est
_dao Alxa.x2) Alxa.g(x))
d ( dXi) _ d <f2(X1.X2)) _ d (f2(X11g(X1))>

0
dxq dxq dxq <

ou xp est une fonction de x1, i.e. xp = g (x1), avec g’ (x1) = —%.

@ Noter que, par dérivation en chaine, on a

dfi (x1, 8 (x1))

= fi fiog’
dx, 11 + fi2g’ (x1)

et
df (x1, 8 (x1))

= f frog’
dx, 21 + fog' (x1)
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Fonction de production générale

e La condition de décroissance du TMST dans le repére (x1, x2) est
équivalente au signe négatif de sa différentielle par rapport a x;

d (%) | dbastap g dhlasta)
dxq o [f2]2
_ (A1 + 28’ fo — fi [fo1 + f22g]
f‘22
_ [fnfz +fioh [—ﬂ — Fufi — Fofi [—?H
2 2

[A1fy — fiobhfi — b1 fih + foff]

(A1 —2f1fifo + Fof] <O

~~ ~~ ~
SR R SR SR =
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Fonction de production générale

@ La condition de décroissance du TMST est donc
fi1ff —261hfh + foff <0

o Cette condition est la condition de stricte quasi-concavité pour une
fonction a deux variables. Toute fonction strictement concave est
strictement quasi-concave, mais la réciproque est fausse. Nous
reviendrons sur cette notion dans les sections suivantes (Section 1.4
et Section 1.5).
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Example (19)
Soit une fonction de production générale 3 deux facteurs de type
Cobb-Douglas

y:f(xl,xz):Axf‘xé3 A>00<ap<1

ou A, « et B, sont des parametres technologiques.
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Exemple 19

o En égalisant la différentielle totale de la fonction a zéro, on a:

dy = fidxq + hdx = anf‘_ledxl + ‘BAxf‘xf_ldx2 =0

o La pente d’une isoquante est
do| _ A _aAiThg ax
dx1 | gy—o f ,[3AX1”‘X2571 B xi
@ Le TMST est égal a la valeur absolue de la pente de I'isoquante

dX2 n Xo
TMSTy 1 = — T = =-—
Xt lgy—o B X1
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Exemple 19

@ Sur une isoquante de niveau y, on a

y = Axixf

e L'équation de cette isoquante dans le repére (x1, x») est obtenue en
exprimant x, en fonction de xi:
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Exemple 19

o Les isoquantes sont strictement décroissantes

dxq ﬁ Z
(avec Ax*xP on retrouve 22 = —ax)
y 172 dX ,BXl .

o Les isoquantes sont strictement convexes (pente croissante <
TMST décroissant)

1
d?x 1" @ ay|F —5-2
— = =—|—=-1|=|= T >0
5 &= 5[]
(avec y = Axf‘xﬁ, on a % = Tﬁ%—%)

/ 336
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Exemple 19

@ On peut aussi calculer la différentielle d’ordre 2 comme suit:

o _ (5) _d(5) _ at(3)
Wf - dX1 N dX1 __BT)Q
x1dxp —xpdx1 dxy Xo
_ & X Xdx X
a ‘B Xm 'B X1
I Fit S LA
B B x
0606+,BX2
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

@ Dans la théorie du consommateur, on représente les préférences
individuelles sur les paniers de biens par une fonction d’utilité u (x)
définie sur x € R]..

@ Dans le cas de deux biens (n = 2), pour une fonction d'utilité
u(xi, x2), la courbe de niveau T, d'équation xo = g (x1), est définie
par I'ensemble de niveau ©:

{(x1, %) tu(x1, %) =0} = x =g (x)

o Il s'agit de tous les couples de quantités de biens (x1, x2) qui
permettent de réaliser un méme niveau d'utilité (entre lesquels le
consommateur est indifférent, puisqu'ils donnent tous le méme
niveau d'utilité ou de satisfaction).
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

@ Dans la théorie du consommateur, les courbes de niveau d’utilité
sont appelées courbes d’indifférence. Elles sont analogues aux
isoquantes dans la théorie du producteur.

@ Le rapport des utilités marginales est appelé TMS (Taux Marginal de
Substitution). C'est I'analogue du TMST dans la théorie du
producteur. Il est égal a la valeur absolue de la pente des courbes
d’indifférence:

dx

TMSp1 = — —
’ Xm du=0
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

o L'analogie entre une fonction d’utilité et une fonction de
production est presque totale.

@ Une différence importante est qu'un niveau de production est une
entité physique, tandis qu’un niveau d’utilité ou de satisfaction est
une entité abstraite (psychologique).

@ Dire que la production a doublé fait parfaitement sens. Mais dire que
['utilité a doublé n'a pas de sens.
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

@ On dit que I'utilité est ordinale.

o La fonction d’utilité représente les préférences du consommateur
car elle conduit au méme classement des paniers de biens (au méme
ordre) que la relation de préférence.

e Un panier de biens A = (x{', x3') est préféré a un panier de biens
B = (xf,xZ) ssi u(A) > u(B), peu importe I'écart entre u (A) et
u(B).

o Par exemple, si u(A) =2 et u(B) =1, le consommateur n'est pas
deux plus heureux avec le panier A qu'avec le panier B. Une autre
fonction d’utilité qui donnerait v (A) =200 et u (B) = —10,
représenterait exactement les mémes préférences.
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

@ Sur la Figure 12, on a représenté trois courbes d’indifférences et
quatre paniers de biens, avec u(B1) =6, u(By) =4, u(B3) =4, et
u (84) = 2.
@ Ainsi, la relation de préférences représentée par la fonction
d’utilité est
By > By~ B3y > By

U(Bl) > U(BQ) = U(B3) > (34)
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

En général, si la fonction d’utilité u (x) définie sur x € ]RL’r
représente les préférences d’un consommateur, toute
transformation monotone croissante de u représentera les mémes
préférences

v(x)=T(u(x), T >0

Par exemple, si T (u) = 202, avec T = 4u > 0.

La fonction d’utilité v donne
v(B1) =72>v(By) = 32=v(B3) =32>v (Bs) = 8.

/ 336
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Différentielle totale

Figure 12

X2
u=6w="172)
u=4(@u=32)
u=2w=2_8)
0 X
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

@ Un autre exemple, plus général, avec une fonction d’utilité de type
Cobb-Douglas:

u(xi,x) = Axfxb, Aab>0

o La fonction v = T (u), avec T (u) = uf et T' (v) = ﬁukfl >0,
représente les mémes préférences que u:

v (xi, x2) = xka2bk, ab k>0
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Différentielle totale

Fonction d'utilité: Courbes d'indifférence et Taux Marginal de Substitution

- . a . . l -
En particulier, en choisissant kK = S4p50 ON obtient

a b

v(xi,x) =x7"x", ab>0

De plus, en posant &« = ;% on obtient
v (x1,x) = Xf‘lef”‘, O<axl

On peut donc représenter ainsi, plus simplement (avec un seul
paramétre), mais sans perte de généralité, toute fonction d’utilité de
type Cobb-Douglas.
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Example (20)
Les fonctions d’utilité

1
u(xi,x) = xtx;

et
v (x1,x0) = x¥x3

représentent les mémes préférences. Ona v = T (u), avec T (u) = u® et
T' =6u® > 0.
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Différentielle totale

Exemple 20

o Comme u et v représentent les mémes préférences, leurs courbes

d’indifférence ont la méme pente:

dX2 uy
dX1 u=T u»
et
dxs Vi
Xm v=v V2

Mathéco

M. Beaud (UM et CEE-M)

1,733
3 1x
1 1
2,3,73 2x1

3X1 X2
_2X1X§_ 1 xo
2.3 7 9
4xi X3 2 xy
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Différentielle totale

Exemple 20

@ Leurs TMS sont donc identiques:

1 X2
TMSy; = TMS5{ = = —
) ) 2 X
@ Dans ce contexte, la décroissance du TMS traduit le goiit pour la
diversité du consommateur.
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Différentielle totale

Quasi-concavité

@ Nous avons vu plus haut que la condition de stricte quasi-concavité
d'une fonction de production a deux facteurs f (xi, x2), satisfaisant
f» > 0, est équivalente a la décroissance du TMST, et s'écrit

f1fs — 261 ffh + foff <0

@ Par analogie, la condition de stricte quasi-concavité d’une fonction
d'utilité a deux biens u (x1, x2), satisfaisant up > 0, est équivalente a
la décroissance du TMS, et s'écrit

ullug — 22U Uit + U22u% <0

@ Nous reviendrons sur la notion de stricte quasi-concavité dans les
sections suivantes (Section 1.4 et Section 1.5).
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Différentielle totale

Soit une fonction d’utilité a deux biens de type Cobb-Douglas

u(xy,x) = x12xQ
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Différentielle totale

Exemple 21

@ Les utilité marginales sont
_ _ 2
up =2x1xp et Uy = xj

e Le TMs (la valeur absolue de la pente des courbes d’indifférence)

est donc
dX2 up 2X1X2 2X2
- — =TMSp1 = — = =
dx1 | gu—o uy Xj X1
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ntielle totale

Soit une fonction d’utilité linéaire a deux biens (substituts parfaits)

u(xi, x) =x1+x
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Différentielle totale

Exemple 22

o Les utilité marginales sont
=1 et w=1

o Le TMs (la valeur absolue de la pente des courbes d’indifférence)
est donc constant:

dxo I
e =TMSy; = — =1

o En effet, I'équation d’'une courbe d’indifférence de niveau U est
Xo = U — X1

@ Les courbes d’indifférence sont donc des droites dans le cas de
substituts parfaits (voir Figure 13).
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Différentielle totale
Figure 13 (Exemple 22)
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Différentielle totale

Taux Marginal de Substitution et Taux Marginal de Substitution Technique pour les
fonctions a n variables

o Comme pour le TMST, les interprétations du concept de TMS, ainsi
que les calculs associés, s'étendent aux fonctions a plus de deux
variables.
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Différentielle totale

Definition

La différentielle totale d'une fonction y = f (x1, x2, ..., ) est

n
dy = hdxy + hdxo + ... + fhdx, = Z fidx;
i=1
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Différentielle totale

@ Pour une fonction d'utilité u (xi, x2, ..., xp), le T™MS du bien j au bien

I est
uj
TMS;; = —
uj

e En effet, si seules les quantités de bien i et j changent (dxx = 0 pour
tout k #iet k #j),ona

du (x1, X2, ..., Xn) = uidx; + ujdx;

@ Sur une courbe d’indifférence, oo du = 0, on a donc

dX,' uj
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Example (23)
Soit une fonction d’utilité a trois biens de type Cobb-Douglas:

u(x1,x2,x3) = Axf‘xfxg

ou A «, B,y > 0 sont des paramétres caractérisant les préférences du
consommateur.
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Différentielle totale

Exemple 23

o La différentielle totale de la fonction d’utilité est

du (x1, x2, x3) = urdxi + uadxp + uzdxs

@ Sur une courbe d’indifférence entre le bien 3 et le bien 2 (dans le
repére (x2,x3)), on a du = 0 et dx; = 0. Ainsi, on obtient:

p—1 v
% :_E—_TMS32:_MX1XX72X3:_&
X2 | g1y—0,dxy =0 us ' ’)/Axf‘xé3 Xyt X2

@ De méme on peut calculer TMSy,; et TMS3 1.
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Théme 1: Calcul pour les fonctions a plusieurs variables

© Dérivées partielles d'ordre 1

@ Dérivées partielles d'ordre 2

© Différentielle totale

O Propriétés de courbure (concavité et convexité)

© D'autres propriétés des fonctions et applications économiques
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a une variable

@ La courbure est un aspect important de la forme d'une fonction
(notamment pour la recherche des extremums, fondamentale en
économie).

@ Pour déterminer la courbure, on utilise les dérivées partielles
d’ordre 2.

@ Pour les fonctions a une variable y = f (x), le signe de la dérivée
seconde caractérise la courbure.

e Si " >0, la fonction est strictement convexe. La pente est
strictement croissante.

e Si f” < 0, la fonction est strictement concave. La pente est
strictement décroissante.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a une variable

e La Figure 14 illustre les propriétés de stricte convexité (" > 0) et
de stricte concavité (f”" < 0) pour une fonction a une variable
strictement croissante (f’ > 0) ou strictement décroissante
(f' <0).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Figure 14

X, x,

') >0,f"x)>0 X F3)<0,f"(x)>0 X
(@) (b)

x.

3 x,

2

f0>0,f"() <0 Rl f@<0,f@)<0 *
(c) (d)
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a plusieurs variables

@ Pour les fonctions a n variables, y = f (x1, x2, ..., xp), on pourrait
penser que la courbure est déterminée en étudiant le signe des n
dérivées directes d'ordre 2, i.e. les termes de la diagonale de la
matrice Hessienne (fi1, f22, ..., f,n). Mais ce n'est pas le cas.

@ Le probléme de cette approche est que cela reviendrait a étudier la
courbure de la fonction en utilisant seulement certaines directions.

e Il n’y a qu'une seule fagcon de se déplacer le long d'une courbe pour une

fonction a une variable.
e Par contre il y a une infinité de facon de se déplacer sur le graph d'une

fonction a n variables.
e On peut par exemple gravir une colline via une infinité de directions

rectilignes de son pied a son sommet.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a plusieurs variables

@ |l est donc relativement plus difficile de caractériser la courbure
(concavité et convexité) des fonctions a plus d'une variable que de
caractériser celle des fonctions a une variable.

o L'Exemple 24 illustre ce point.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Example (24)

Soit une fonction a deux variables

f(x1,x)= xf + x22 — bx1x0
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 24

@ Les dérivées partielles d’ordre 1 sont
fi=2x1 —bxp et fHh =2x —bxg
@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont
fii=2, fp=2 e fr=1f=-5

@ Bien que fi; > 0 et f» > 0, la fonction f n’est pas convexe, comme
I'illustre la Figure 15. Le signe de la dérivée partielle croisée
d’ordre 2 (fi» < 0) joue également un réle.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a une variable

o Considérons une fonction a une variable y = f (x) définie sur R.

o La différentielle totale en un point x = x? est
dy = f’ (XO) dx

o C'est une fonction de la dérivée partielle f’ (XO), ainsi que de la
variation dx, mais cette derniére est considérée comme donnée ou
constante.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a une variable

o La différentielle totale de la variation dy est
d’y =d [f' (x°) dx] = d [f' (x°)] dx
o Comme d [ (x%)] = £ (x°) dx, on a
d’y = " (x°) dx?

o C'est la différentielle totale d’ordre 2.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a une variable

o Comme le terme dx? ou [dx]2 est strictement positif pour toute
variation non nulle (dx # 0) de x, on a

signe (d?y) = signe (f" (x))
e La fonction est convexe si et seulement si "/ (x) > 0 pour tout x.

Elle est concave si seulement f” (x) < 0 pour tout x.

@ De maniére équivalente, la fonction est convexe si et seulement si
d2y > 0 pour tout x. Elle est concave si et seulement si d2y <0
pour tout x.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a deux variables

@ Pour les fonctions a plusieurs variables y = f (x1, x2, ..., x) on
détermine également la courbure en étudiant le signe de d?y.

@ Par exemple, pour une fonction a deux variables y = f (xl,x2), la
différentielle totale est

of (X1,X2)Xm . of (X]_,Xz)dxz

dy = df =
y (1. %) ox1 0x
ou, plus simplement,

dy = fidx; + fdxo
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a deux variables

o La différentielle totale d’ordre 2 est

d [dy] J [dy]
20, _
dy = dl[dy] = ™ d+aX2d2
_ B[ﬂdx1—|—f2dx2] dX1+a[ﬁdX1+f2dX2]dX2

o0xq 0x
= [A1dx1 + hidx] dxi + [fadxi + fodxa] dxo
= A1dx] + Brdxidxo + fiadxidx, + fapdxg
= firdx] + 2fadxidxy + frdxd

ou la derniére égalité découle du théoréme de Young (Théoréme
1).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a deux variables

@ Pour une fonction a deux variables y = f (x1, x2), on a donc
d?y = firdxi + 2fiadxidxo + hodxd

e On constate que d’y dépend non seulement de fi; et 5y, mais
également de fi5.

@ A partir de cette expression, on obtient deux théorémes (Théoréme 4
et Théoréme 5) donnant les conditions suffisantes pour obtenir,
respectivement, la stricte convexité (d%y > 0) et la stricte
concavité (d?y < 0) d'une fonction a deux variables.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Theorem (4)

Si la fonction & deux variables y = f (x1, x2), définie sur R?, est deux fois
contindment différentiable et vérifie

d?y = f1dx? + 2fipdxydxy + fapdx? > 0

lorsque au moins une des deux variations dx; et dx, n’est pas nulle, alors
la fonction y = f (x1, x2) est strictement convexe.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Theorem (5)

Si la fonction & deux variables y = f (x1, x2), définie sur R?, est deux fois
contindment différentiable et vérifie

d?y = f1dx? + 2fpdxydxy + fapdx? < 0

lorsque au moins une des deux variations dx; et dx, n’est pas nulle, alors
la fonction y = f (x1, x2) est strictement concave.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Soit une fonction a deux variables

y =1 (x1,x) :X12-|-x22
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 25

Les dérivées partielles d’ordre 1 sont

f=2x et Hh=2x%

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont
fit =2, fp=2 et fo=£fH1 =0

La différentielle totale d’ordre 2 est donc

d2y = flldxl2 + 2fipdxydxo + fégdxzz = 2dX12 + 2dX22
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 25

o Comme dx12 > 0sidx; #0, et dx22 > 0sidxy #0,0na
d%y = 2dx? + 2dx% > 0 (car d?y = 0 seulement si dx; = 0 et
dX2 = O)

@ D’aprés le Théoréme 4, la fonction f est strictement convexe.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a deux variables

@ Les conditions de stricte convexité et de stricte concavité
apparaissant, respectivement, dans le Théoréme 4 et le Théoréme 5
sont des conditions suffisantes, mais pas des conditions
nécessaires:

° d2y > 0 = f strictement convexe, mais f strictement convexe

% d?y > 0.
° d2y < 0 = f strictement concave, mais f strictement concave

% d’y < 0.

o L'Exemple 26 illustre ce point.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Example (26)

Soit une fonction a deux variables

y =1 (x1,x) :Xf+X§
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 26

@ Les dérivées partielles d’ordre 1 sont
fi=4x et fh=4x3
@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

fii = 12x2, fp=12x3 et fio=1f =0
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 26

o La différentielle totale d’ordre 2 est donc
d*y = firdx? + 2fiadxidxo 4 faodxs = 12x7dx} + 12x3 dx3

o La Figure 16 montre que la fonction est strictement convexe.
Pourtant d’y = 0 lorsque x; = x, = 0. La condition d?y > 0 n'est
donc pas nécessaire pour la stricte convexité (elle est seulement
suffisante).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)
Figure 16
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Fonctions a deux variables

@ Le Théoréme 6 et le Théoréeme 7 ci-dessous donnent,
respectivement, les conditions nécessaires et suffisantes pour la
convexité (non stricte) et la concavité (non stricte) d'une fonction a
deux variables.

@ Les propriétés de convexité (non stricte) et de concavité (non
stricte) sont moins restrictives, ou plus faibles, que les propriété de
stricte convexité et de stricte concavité. Elles peuvent notamment
étre vérifiées pour des fonctions avec des segments linéaires.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Theorem (6)

Si la fonction & deux variables y = f (x1, x2), définie sur R?, est deux fois
contindment différentiable, elle est convexe si et seulement si

d’y = f1dx] + 2fadxidxo + fodxs > 0
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Si la fonction & deux variables y = f (x1, x2), définie sur R?, est deux fois
contindment différentiable, elle est concave si et seulement si

d’y = frdx] + 2fadxidxo + fodxs < 0
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Soit une fonction a deux variables

y="7f(x1,%)=5—-[x +X2]2
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Exemple 27

@ Les dérivées partielles d’ordre 1 sont
i=-=2[x+x] e h=-2[x+x]
@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

fii=-2, hoy=-2 et fp="fh =2
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Exemple 27

o La différentielle totale d’ordre 2 est donc

d’y = f1dd + 2fidxidx + Hodx
= —2dx? — 4dxydxy — 2dx?
—2 [Xm + dX2]2 S 0

Le Théoréme 7 s'applique, la fonction f est concave.

Mais le Théoréme 5 ne s'applique pas (e.g.
dxy = —dxo # 0= d%y = 0).
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Exemple 27

o La Figure 17 illustre le fait que la fonction est concave, mais qu’elle
n'est pas strictement concave.

o En effet, pour des points vérifiant x, + x; = a, ol a est une constante
positive quelconque, la fonction garde une valeur constante
y=5-— [x1+x2]2 =5 [x1+a—x1]2 =5 — a2 = cst.

o Graphiquement on des segments linéaires horizontaux pour les
points (x1, x2) qui vérifient xo + x; = a.

o Noter une coquille sur la Figure 17, il faut lire y = 5 — a° plutét que

2

y = a.
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Figure 17
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Fonctions a plusieurs variables

@ L’analyse de la courbure que nous venons d'effectuer s'étend aux
fonctions a plus de deux variables.

@ Pour une fonction a n variables y = f (x1, x2, ..., X), la différentielle
totale est

dy = fidxy + hdxo + ... + frdx, = Z fidx;
i=1

ol chaque dérivée partielle f; est elle-méme une fonction a n
variables f; (x1, x2, ..., Xp).
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Fonctions a plusieurs variables

o La différentielle totale d’ordre 2 est

Py = dldy] =2 W] gy + 1M 4 A
oxq x> 0Xp
) {2 f,-dx,-] 2 {2 f,-dx,-] d {2 f,-dx,-]
o i=1 i=1 i=1
- ox1 da + 0x2 ot Xy, x

ol chaque terme représente une dérivée partielle.
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Fonctions a plusieurs variables

@ Par exemple, le premier terme est

3| ¥ fidx
|:,'Zl X] a[ﬂdX1—|—f2dX2+...—|—fnan]
aXl aX1
Cah . ah of,
== ai)qul‘}'EdXQ—}— —Jra lan
= fudxy + hidxo + ... + fhdx,
= ) fidx

i=1

o Il y a n termes de ce type dans d?y. De plus, on voit ci-dessus que
chacun de ces n termes contient également n termes. Il y a donc n
termes dans d?y.

2
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Fonctions a plusieurs variables

e Comme d?y contient n® termes additionnés, il est fastidieux de

I'écrire de maniére développée.
o Toutefois, on peut |'écrire de maniére compacte

, 0 [i fidxi]
d? =1 dx;
Y j§1 ox; %
-y 2 fi dxi dx;
i=1i=1
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Fonctions a plusieurs variables

@ On peut également utiliser I'écriture matricielle:
d’y = dx" V,Fdx

ot dx” = (dxi, dxo, ..., dxp) est le vecteur (ligne) des variations, et
oll Vo F est la matrice Hessienne

it f2 ... ha
V,F = b1 fho ... by
fii foo ... fan
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Fonctions a plusieurs variables

@ Pour illustrer le calcul matriciel (produit vecteur x matrice):

fii f2 ... ha
dx"VoF = (dxg,dx, ..., dx,) P f2 o fon
fnl fn2 fnn
= (Z findx;, Y fipdxi, ..., ), findXi>
i=1 i=1 i=1
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Fonctions a plusieurs variables

@ Finalement:

d’y = dx’ V,Fdx

dxq
- (z frdi, 1. fodsi, o 10 ,,,dx,> a2
R - iy
= il firdxidxy + Z fiodxidxo + ... + Z findx; dx,
= i i fijdx; dx;
j=1i=1
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Fonctions a plusieurs variables

o Comme précédemment, on peut établir des théorémes relatifs 3 la
courbure selon le signe de d?y = dx' V,Fdx. Pour simplifier les
écritures, on note la matrice Hessienne V,F = H.

o L'exercice reste relativement simple ici car d?y a une forme dite

quadratique, avec la matrice Hessienne H (qui est carrée de taille
n x n) et le vecteur des variations dx (de taille n).
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Fonctions a plusieurs variables

@ De plus, la matrice Hessienne H est symétrique d'apreés le
théoreme de Young (Théoréme 1).

o La forme quadratique d?y est alors strictement positive (resp.

strictement négative) si la matrice H est définie positive (resp.

définie négative) pour dx # 0.

222 / 336
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Theorem (8)

Pour toute fonction a n variables y = f (x), x € R", deux fois
continiiment différentiable dont la matrice Hessienne est H, on a:

1. f est strictement convexe sur R"” si H est définie positive pour
tout x € R” (i.e. d?y = dx” Hdx > 0).

2. f est strictement concave sur R" si H est définie négative pour
tout x € R" (i.e. d’y = dx" Hdx < 0).
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Theorem (8)

Pour toute fonction a n variables y = f (x), x € R", deux fois
continiiment différentiable dont la matrice Hessienne est H, on a:

3. f est convexe sur R" si et seulement si H est semi-définie positive
pour tout x € R" (i.e. d?y = dx” Hdx > 0).

4. f est concave sur R" si et seulement si H est semi-définie négative
pour tout x € R" (i.e. d?y = dx" Hdx < 0).

v
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Opérations sur les matrices

@ Afin de déterminer si une matrice est définie positive/négative ou
semi-définie positive/négative, nous devons introduire les concepts
de sous-matrices principales et de déterminant d'une matrice.
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Opérations sur les matrices

@ Les sous-matrices principales d'une matrice Hessienne sont
obtenues en supprimant des couples Ligne i /Colonne i de cette
matrice.

o Le déterminant d'une matrice H est noté |H|. Il joue aussi un réle
important dans la résolution des systemes d'équations linéaires en
économétrie. Son calcul peut s'avérer trés fastidieux pour une matrice
de grande taille. Nous nous limiterons donc a des matrices de taille
réduite.
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Sous-matrices principales

@ Les sous-matrices principales d'une matrice Hessienne H, de taille

n X n, sont obtenues en éliminant des couples Ligne i /Colonne i de
H.

o Sous-matrices principales d’ordre 1, notées Hj de taille 1 x 1 (on
retire n — 1 couples Li/Ci).

o Sous-matrices principales d’ordre 2, notées H; de taille 2 x 2 (on
retire n — 2 couples Li/Ci).

e Sous-matrice principale d’ordre n, notée H;; = H de taille n x n (on
ne retire rien car n — n = 0).

@ Comme H est carrée et symétrique, toutes ses sous-matrices
principales sont carrées et symétriques.
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Sous-matrices principales successives

@ Les sous matrices principales "successives" d'ordre k =1,2,...,n
sont obtenues en retirant les n — k derniéres lignes et colonnes.

@ Comme H est carrée et symétrique, toutes ses sous-matrices
principales successives sont carrées et symétriques.
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Sous-matrices principales et sous-matrices principales successives

@ Par exemple, considérons une matrice Hessienne H pour une
fonction f (x1, %2, x3) a trois variables

fii 2 fi3
H= 1| fh1 fhy 3
1 fo f33

M. Beaud (UM et CEE-M)

Mathéco
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Sous-matrices principales et sous-matrices principales successives

e Sous-matrices principales d’ordre 1 (on retire 3 — 1 = 2 couples
L/C). En retirant L1/C1 et L2/C2, on obtient f33. En retirant
L1/C1 et L3/C3, on obtient 5. En retirant L2/C2 et L3/C3, on
obtient fi1.

Hi =[], (k2] [f3s]

e Sous-matrice principale successive d’ordre 1 (on retire les 2
derniers couples L2/C2 et L3/C3):

H; = [fi1]

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 230 / 336



Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Sous-matrices principales et sous-matrices principales successives

e Sous-matrices principales d’ordre 2 (on retire 3 —2 = 1 couple

Li/Ci). En retirant L1/C1, on obtient [ fo  fo3
o f33
fir fi3
1 f33
H*:{fn ﬂz} [ﬂl 7‘13] [fgg 53}
2 f21 f22 ' f31 fz.;3 ! f32 f33
e Sous-matrice principale successive d’ordre 2 (on retire le dernier
couple L3/C3):

]. En retirant

f11 f12:|

L2/C2
/ [ h1 fo

]. En retirant L3/C3 on obtient [

fi1 f12]

H, —
2 [7‘21 f
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Sous-matrices principales et sous-matrices principales successives

@ Sous-matrice principale d’ordre 3 (on ne retire rien car 3 —3 = 0).

@ La sous-matrice principale successive d’ordre 3 est identique a la
sous-matrice principale d’ordre 3.

@ Elles sont donc en fait identiques a la matrice Hessienne (compléte):

Hf = Hy = H
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Sous-matrices principales successives

@ Plus généralement, les sous-matrices principales successives d'une
matrice Hessienne H, de taille n X n, sont

fit fi2 ]
Hi = [fi1], Ho =
1= [l 2 [ h1 o
fi fi ... fn
fu f2 fi3 fz é; é
Hy =1 b1 hy h3 | ..., Hy= "
fr o o fl f2 f
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Sous-matrices principales

@ Les sous-matrices principales d'une matrice Hessienne H, de taille
n X n, sont fastidieuses a écrire.

@ Par exemple, pour une matrice Hessienne 4 X 4, on a

Hi = [fu1], [f2] , [3] ) [faa]

- |:f11 ﬂz} [fu f14] [fn f13}
2 b1 fo |"| far fag || 31 f3 |’

{@3 7%4}[7‘22 64][62 63}
faz fas || fa2 faa |'| 52 £33
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Sous-matrices principales

@ Pour une matrice Hessienne 4 x 4, on a

i f2 fi3 fit fiz fia
Hy = 1 f2 f3 || 1 f2 4 |,

| 1 fo f3 | | far far fag
[ fo f3 fa | [ A1 f3 fa |

o fi3 |, | Bl f3 fu
| fao fa3 fag | | far faz fag |

et
Hi = H
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Déterminants des sous-matrices principales successives

@ Le déterminant de la sous-matrice principale successive H; est
simplement |H;| = |fi1| = fi1.
o Le déterminant de |la sous-matrice principale successive H, est

fit fi2

= fi1fy — fafor = A1 — 5
1 fo

|Hzr=\

o Le déterminant de la sous-matrice principale successive Hs est
plus complexe a calculer.
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Déterminants des sous-matrices principales successives (étape 1)

@ On calcule le déterminant D;; de la sous-matrice obtenue en
supprimant la ligne 1 et la colonne 1:

= faofa3 — fasfsn = fanfas — f3

fo 3
Diq —
H ‘ fr2 £33

@ On calcule le déterminant D;> de la sous-matrice obtenue en
supprimant la ligne 1 et la colonne 2:
f1 f3
Dyp = ‘ £ g | = fPifs — fsfi
31 133

@ On peut vérifier, d'aprés le théoréme de Young (Théoréme 1), que
D>y = Dxs.
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Déterminants des sous-matrices principales successives (étape 1)

@ On calcul le déterminant D;3 de la sous-matrice obtenue en
supprimant la ligne 1 et la colonne 3:
1 f»
D3 = ‘ £ f = hi1fo — fnf
31 132

@ On peut vérifier, d'aprés le théoréme de Young (Théoréme 1), que
D31 = Drs.
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Déterminants des sous-matrices principales successives (étape 2)

@ On définit le cofacteur

¢ =[-1"p,

Lorsque i + j est pair, le signe du cofacteur est le méme que celui du
déterminant. Par exemple, Ci1 = Dq1 et Gi3 = Das.

@ Lorsque i+ j est impair, le signe du cofacteur est |'opposé de celui
du déterminant. Par exemple, Cip = —Dyy.
@ D’aprés le théoreme de Young (Théoréme 1), D;; = D;; et donc

G = Cji.
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Déterminants des sous-matrices principales (étape 3)

@ On calcule le déterminant de la sous-matrice principale successive
Hs en multipliant la ligne 1 de Hs par les cofacteurs correspondants:

|H3] = fA1G1+ A2Go + 3G
= f11D11 — fi2D12 + f13 D13
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Déterminants des sous-matrices principales (étape 3)

@ De maniére équivalente, d'aprés le théoréme de Young (Théoréme
1), on peut calculer le déterminant de H; en multipliant la colonne
1 de H3 par les cofacteurs correspondants:

|H3] = fA1G1+ m1Ca+ h1Ga
= f11D11 — f1Do1 + 31 D31
= f11D11 — f12D12 + f13D13

@ On retrouve le méme résultat que ci-dessus (en multipliant la ligne 1
de Hs par les cofacteurs correspondants).
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Déterminants des sous-matrices principales (étape 3)

@ On obtient en fait le méme résultat en multipliant n'importe quelle
ligne ou colonne de H3 par les cofacteurs correspondants.

@ Par analogie, on peut généraliser cette méthode pour calculer les
déterminants de matrices Hessiennes de taille 4 x 4,
5% 5,...,nXxn.
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Déterminants des sous-matrices principales (étape 3)

@ En explicitant les déterminants on a:

|H3| = f1D11 — fiaDio + fi3Di3
fo 3 h1 fza' ‘f21 7‘22‘
”‘ fo 3| O F1 fz | | F1 fi
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Déterminants des sous-matrices principales (étape 3)

fo f3 | f1 f3 f1 fa

fo fiz | ‘ fn fi3 fn fio
fi1 [hofis — f3f2] — fio [h1f33 — fashi1] + fiz [ 32 — faofs1]

= fuhofiz — fA1hsfho — fiafhifis + fiafasfar + f3hifo — izt
fi1hofss + 2fiafishs — A1fs — fafis — 5

|Hs| = fi1

13
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Fonctions a plusieurs variables

Theorem (9)

Soit H la matrice Hessienne associée a une fonction a n variables
y = f (x), x € R", deux fois contindment différentiable.

1. H est définie positive sur R"” si et seulement si les n déterminants
des sous-matrices principales successives sont strictement positifs:
H,| > 0. Dans ce cas, d’y > 0 et f est donc

|H1| >0, |H2| >0,...,
strictement convexe.
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Fonctions a plusieurs variables

Theorem (9)

Soit H la matrice Hessienne associée a une fonction a n variables
y = f(x), x € R", deux fois contindment différentiable.

2. H est définie négative sur R" si et seulement si les n déterminants
des sous-matrices principales successives alternent en signe, en
commengant par un signe négatif: |Hi| <0,
|Ho| > 0,...|Hy| { >0 .si n est. pair.

< 0 si n est impair
est donc strictement concave sur IR".

. Dans ce cas, d>y < 0 et f
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Fonctions a plusieurs variables

Theorem (9)

Soit H la matrice Hessienne associée a une fonction a n variables
y = f(x), x € R", deux fois continiment différentiable.

3. H est semi-définie positive sur R" si et seulement si les n
déterminants des sous-matrices principales sont positifs ou nuls:
|Hf| >0, |Hj| >0,...,|H:| > 0. Dans ce cas, d’y > 0 et f est donc
convexe. De plus, si f est convexe, alors cet ensemble de conditions
est Vérifié.

v
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Fonctions a plusieurs variables

Theorem (9)

Soit H la matrice Hessienne associée a une fonction & n variables
y = f (x), x € R", deux fois contindment différentiable.

4. H est semi-définie négative sur R" si et seulement si les n
déterminants des sous-matrices principales alternent en signe, en
commengant par un signe négatif ou zéro: |H{| <0,

IH| > 0,....|H| <Z 0 sin est pair

< 0 si n est impair

est donc concave. De plus, si f est concave, alors cet ensemble de
conditions est vérifié.

. Dans ce cas, d>y <0 et f
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Example (28)

Soit une fonction a deux variables définie sur ]R?H:

[T

y =f(x1,x2) = [x1 + x]
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Exemple 28

o Les dérivées partielles d’ordre 1 sont:

1 1
ﬂZE[X1+X2]%>O
et
1 _1
6:§[X1+X2]2>0
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Exemple 28

Les dérivées partielles d’ordre 2 sont:

1 _3
fllz_z[xl-i—Xg] 2 <0
1 _3
fio = fo1 :_Z[X1+X2] 2 <0
1 _3
f22=—Z[X1—|—xz] 2<0
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Exemple 28

@ La matrice Hessienne est

fi1 2
H =
[ fr1 fo ]

@ Les sous-matrices principales successives de H sont:

H; = [fi1]
fi1 ﬂz}
H, = H=
2 [61 f22
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Exemple 28

o Les déterminants des sous-matrices principales successives sont:

|Hi| = |fi1| =1 <0

fir o 2
|H2!=‘ P = fi1hy — fioh1 = fi1fp — 5 =0
21 T2
e Comme |H,| = 0, on ne peut pas appliquer le Théoréme 9.2
concernant la stricte concavité.
@ Mais on peut tenter d'établir la concavité (non-stricte).
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Exemple 28

Les déterminants des sous-matrices principales sont:
|Hy| =[], 2| = fi1,

|Hy| = [Ha| =0

o Comme fi1 < 0 et fp <0, ona |Hj| <0. De plus, |[Hy| =0. On
peut appliquer le Théoréme 9.4 concernant la concavité. En effet,
|Hf| < 0et|H;| >0.

La fonction f est concave.
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Example (29)

Soit une fonction a deux variables définie sur IR?:

y=1(x1,x%)=3x -l-x22
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Exemple 29

o Les dérivées partielles d’ordre 1 sont:
fi=3 e H=2x
@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont:

i1 =0 fio=5Hh1 =0 et hHhy=2
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Exemple 29

@ La matrice Hessienne est

| At 2| |0 O
H_[f21 fzz]_[o 2]
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Exemple 29

o Les déterminants des sous-matrices principales successives sont:
|Hi| = [fi1] = i1 =0

et
00

=g 5

‘ - O

e Comme |H;| = 0 et |H2| = 0, on ne peut pas appliquer le Théoréme
9.1/9.2 concernant la stricte convexité/concavité.

@ Mais on peut tenter d'établir la convexité ou la concavité
(non-stricte).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 29

@ L’erreur serait ici de conclure que la fonction est a la fois concave et
convexe au sens non stricte (donc linéaire) car |H;| =0 et |H2| =0
satisfont de maniére triviale les conditions 3 et 4 du Théoréme 9.

o La Figure 18 montre clairement que la fonction n'est pas linéaire (sa
représentation graphique n’est pas un plan). Elle est convexe.

@ Le point est que les conditions 3 et 4 du Théoréme 9, concernent les
déterminants de toutes les sous matrices principales |H;| et |H; |

(pas seulement ceux des sous-matrices principales successives |H; |
et |H2D
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)
Figure 18
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 29

o Les déterminants des sous-matrices principales sont:

L |fo] =fp=2>0
|Hy| = |H| =0

Comme fi1 =0 et fp > 0, on a |Hj| > 0. De plus, |[Hy| = 0. On
peut appliquer le Théoréme 9.3 concernant la convexité. En effet,
|Hf| > 0 et |H;| > 0.

@ La fonction f est convexe, comme le montre la Figure 18. De plus,
elle n'est pas concave car f,; > 0 et donc |H;| g 0.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Example (30)

Soit une fonction a trois variables, additivement séparable, définie sur
3 .
R

y = f (x1,x2,x3) :xf‘+x§+xg, 0<apB,y<l1
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 30

@ Les dérivées partielles d’ordre 1 sont
i=axil h=pd " =

@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont

fii=ala—1]xF2<0

fro=B[B—1]x{ " <0
As=qly—1]x"2<0
et
fj=0 i#]j

(car la fonction f est additivement séparable).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 30

o Les déterminants des sous-matrices principales successives de la
matrice Hessienne sont

|Hi| = |1 = fi1 <0

fii f2 fin O
H| = = = fi1f >0
‘ 2‘ ‘ le f22 ‘ 0 f22 ‘ 11722
i 2 fi3 fu 0 O
|H3| = | b1 fo Fh3 |=| 0 fo 0 |=fiifofz <0
1 hy f3 0 0 f3

(car |H3| = A1D11 — fiaD1a + fi3D13 et Diy = fnfiz — £3).
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 30

e Comme |H;| <0, |Hz2| > 0 et |H3| < 0. D'apres le Théoréme 9.2,
la matrice Hessienne est définie négative. La fonction f est
strictement concave.

o Cet exemple illustre le fait que la fonction est concave si ses dérivées
partielles (non-croisées) d'ordre 2 sont toutes négatives.

o Ce résultat est en fait valable pour toutes les fonctions additivement
séparables car une somme de fonctions strictement concaves
donne une fonction strictement concave.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Theorem (10)

Soit une fonction additivement séparable y = f(x1, x2, ..., X5).
1. f est strictement convexe si fjj > 0 pour tout i = 1,2, ..., n.
2. f est strictement concave s/ f; < 0 pour tout i = 1,2, ..., n.

3. f est convexe si et seulement si f;; > 0 pour tout i = 1,2, ..., n.

4. f est concave si et seulement si f;; < 0 pour tout i =1,2,...,n.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

@ On peut illustrer le Théoréme 10 avec la fonction additivement
T D
séparable & deux variables y = f(x1, x2) = x{ + x7 définie sur R2 .
1
@ Comme la fonction x;* est strictement concave pour x; > 0, on a
_3
fii = —%X,- 2 <0pouri=1,2.
@ D'aprés le Théoreme 10 la fonction f est strictement concave sur
]R%r+, comme l'illustre la Figure 19.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Figure 19

X2

X1
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

@ On peut également illustrer le Théoréme 10 avec la fonction
additivement séparable & deux variables y = f(x1, x) = xl% + x3
définie sur lR%rJr.

o Comme la fonction xlé est strictement concave pour x; > 0, on a

fi1 = —%xf% < 0. La fonction f est strictement concave par
rapport a xi.
o Comme la fonction x3 est strictement convexe pour x, > 0, on a
fr» =2 > 0. La fonction f est strictement convexe par rapport a x».
@ D’apres le Théoréme 10, la fonction f n'est donc ni strictement

concave, ni strictement convexe sur R% |, comme l'illustre la
Figure 20.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)
Figure 20
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

@ Pour les fonctions qui ne sont pas additivement séparables, dont les
dérivées partielles croisées d’ordre 2 ne sont pas nulles, la
concavité implique que les dérivées partielles non-croisées d’ordre
2 doivent étre négatives.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Si une fonction y = f(x1,x2, ..., X,) est concave, alors f;; < 0 pour tout

i=1,2,...,n. Sila fonction f est convexe, alors fjj > 0 pour tout
i=1,2, .. n
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

@ Nous terminerons cette section en montrant que si la somme des
exposants d'une fonction Cobb-Douglas reste strictement inférieure
a 1, alors la fonction Cobb-Douglas est strictement concave.

@ Nous illustrons ce résultat dans I'Exemple 31 pour une fonction de
production Cobb-Douglas a deux facteurs. Toutefois, il reste vrai
pour toute fonction Cobb-Douglas a n variables.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Soit une fonction de production 3 deux facteurs de type Cobb-Douglas

y:f(xl,XZ):Axf‘xﬁ, A>00<a <1
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 31

@ Les dérivées partielles d’ordre 2 sont
fir = A [~ 1] 2
fr = AB[B — 11 x{xg
fio = fn = Aupxi 4!
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 31

@ Les déterminants des sous-matrices principales successives sont:
| = [fia] = i1 = Ax [ — 1] x} 24

et

Ax [ — 1] x{"zxf A(xﬁx{"le_l

AnBx LN AB[B— 1] xixE

fii f2

H->| =
o] b1 o

e Comme 0 < a <1, o0na |Hi| <0. D'aprés le Théoreme 9.2, la
fonction est strictement concave si |H,| = fi1fy — 3 > 0.
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Propriétés de courbure (concavité et convexité)

Exemple 31

o |Hz| > 0 est équivalente a fi1fy > £3, soit
2
(Ao — 1) X2 [AB[B— 11 xixE 2] > [Auprg
o Cette inégalité est équivalente a

Aale—1]B[B—1]x" "2 > Aa2pgr 2
=
[=1][B-1 > apeatp<l

La fonction est donc strictement concave si a« + 3 < 1.
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Théme 1: Calcul pour les fonctions a plusieurs variables

© Dérivées partielles d'ordre 1

@ Dérivées partielles d'ordre 2

© Différentielle totale

© Propriétés de courbure (concavité et convexité)

© D’autres propriétés des fonctions et applications économiques
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Quasi-concavité

@ Dans la Section 1.3, nous avons montré qu'une fonction a deux
variables f (x1, x2), définie sur IR?, strictement croissante par rapport
a chaque variable, posséde des courbes de niveau strictement
convexes (TMST/TMS décroissant) dans le repére (xi, x2) si la
condition suivante est vérifiée:

f° [fuff —2hfio + ff?] <0

@ Une fonction qui satisfait cette propriété est dite strictement
quasi-concave.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Quasi-concavité et concavité

@ Toute fonction strictement concave est strictement
quasi-concave, mais la réciproque est fausse.

o L'Exemple 32 illustre cette implication pour une fonction a deux
variables.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Soit une fonction strictement concave a deux variables y = f (x1, x2),
définie sur R?, et vérifiant f; > 0 et f, > 0.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 32

@ Nous avons vu précédemment que f est strictement concave si:
d2y = dx" Hdx < 0 pour tout vecteur dx

@ Montrons que cette condition implique que f est strictement
quasi-concave.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 32

o Comme la condition de stricte concavité est vérifiée pour tout
vecteur dx, elle est notamment vérifiée pour

| B
dx—[_ﬂ]
@ Ainsi, on a
fi1 ﬂz][ H ]
d’y = [f, —1 <0
y=1f 1][@1 b ||~

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 283 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 32

@ En développant on obtient

d2y

f;
[(hfi1 — fifa1), (hfia — fifs)] [ _2f1 ]

= [hhf1— fifi] h + [hf2 — Aifn] [—f]
Arfy — 2fihfio + fHof? <0

e Comme £, > 0, cette condition implique f est strictement
quasi-concave.

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 284 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Quasi-concavité et concavité

Les figures suivantes, illustrent la différence entre concavité et
quasi-concavité.

11
o La Figure 21a représente la fonction a deux variables y = x;'x5 . La
Figure 21b représente une courbe de niveau pour cette fonction.

o La Figure 22a représente la fonction & deux variables y = x;x3. La
Figure 22b représente une courbe de niveau pour cette fonction.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Quasi-concavité et concavité

Les courbes de niveau des deux fonctions sont convexes.

Les deux fonctions sont donc quasi-concaves.
11
@ La fonction y = x{'x; est concave, mais la fonction y = x1x3 n'est

pas concave.

@ uasi-concave #- concave.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Figure 21a
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Figure 21b
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Figure 22a
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Figure 22b
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

@ Le Théoréme 12 donne des conditions suffisantes pour qu'une
fonction soit quasi-concave ou quasi-convexe.

@ Le Théoréme 13 établit que la concavité implique la
quasi-concavité et que la convexité implique la quasi-convexité.

@ Avant de présenter ces théorémes, nous avons besoin de définir la
notion de matrice Hessienne bordée.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Definition (6)
Soit une fonction f, définie sur IR”, possédant des dérivées partielles

continues d'ordre 1 et d'ordre 2. La matrice Hessienne bordée de la
fonction f est

0 A ©H ... f
. A f1 he .. fp
H= 1| f f1 fo .. fy
fn fnl fn2 fnn

Elle obtenue en ajoutant le vecteur [0, fi, f, ..., f,] en premiere ligne et
premiére colonne a la matrice Hessienne H.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

@ Pour une matrice Hessienne bordée de taille (n+1) x (n+1), on
note la sous-matrice principale successive d'ordre k:

0 A fH ... K
B i fi1 h2 ... fik
Hi= | fbh b1 ho ... fu

fk faa fio o
e Remarquer que I'on ne la note pas Hy 1 (pour simplifier les écritures

notamment). On retire les (n+ 1) — (k 4 1) derniers couples
ligne/colonne pour obtenir la sous-matrice principale d’ordre k.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

@ Les déterminants des sous-matrices principales successives de H

sont
B ; B 0 fi 5
1H1|=‘f Fl = A A f |,
b h h1 fo
0 A hHh f

=1 _ | h f1 fi2 fi3
fr b1 fho f3 |7
h 1 o f3
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

o Le déterminant de la sous-matrice principale successive d'ordre 1
est toujours non-positif car

A= M | coxh—Axh=—f
i fun

@ En conséquence, il n'est pas fait mention du signe de }Pl‘ dans le
Théoréme 12 ci-dessous.

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 295 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Theorem (12)

Soit une fonction f, définie sur R", possédant des dérivées partielles
continues d’ordre 1 et d'ordre 2. On note H la matrice Hessienne
bordée de f.

1. Si |Hz2| >0, |H3| <0,..., |Hn| =|H| > 0 (n pair) <0 (n impair)
pour tout x € R, alors f est quasi-concave.

2. Si m2| <0, |ﬁ3} <0,.., ﬁn] = }ﬁ| < 0 pour tout x € R", alors f
est quasi-convexe.

v
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Toute fonction concave (resp. convexe) est quasi-concave (resp.
quasi-convexe), mais la réciproque n'est pas nécessairement vraie.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Soit une fonction a deux variables f (x1, x2) = x1x3, définie sur R3 ..
Montrons que cette fonction est quasi-concave en utilisant le Théoréme
12.1.

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 298 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 33

o 0 A ©h 0 x22 2X1 X0
H2| = | A A1 fo |=| X3 0 2x
h f1 fo 2x1x0 2x0  2x
— 0 0 2x 2 X3 2x
2xy  2x1 2 2x1X0  2xq
2
X5 0
+2X1X2 2X1X2 2X2
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 33

2 2
— 2 X5 2o X5 0
’H2| o %2 2x1X0  2x1 ‘ +2xx 2x1X2  2Xp

= —x3 [2X1X22 — 4X1X22] + 4x x5
= 6x1x§1 >0 pourxg,x >0

o D'aprés le Théoréeme 12.1, la fonction f est quasi-concave.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Example (34)

Soit une fonction f, définie sur IR? , possédant des dérivées partielles
continues d'ordre 1 et d'ordre 2. Montrons la condition de
quasi-concavité du Théoréme 12.1 est cohérente avec la condition
donnée au début de cette section.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 34

La condition suffisante de quasi-concavité du Théoréme 12.1 est

B B 0 A £h
|Ho|=|H|=| A fi1 fix |>0
f fh1 o
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 34

|Ho| = | A A1 f2 | =0 ?1 ;12 —h ::1?2
f, fo o 21 fa 2 o
i f
+f:
2‘@ 1

M. Beaud (UM et CEE-M)

Mathéco March 27, 2023 303 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 34

i fi2 i f1
fh fo fh

—f [Afn — foh] + f [Af1 — fi1f]
= —f1ff +2hHfir — Hof? >0

|Hy| = —f +f

@ Si o > 0 on retrouve la condition introduite au début de cette section:

f? [fuf —2hfio + ff?] <0
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Concavité et quasi-concavité

@ La fonction Cobb-Douglas, définie sur R,

fx), X, ..., xp) = AxFIx52. x%n
1 ™2 n

ot A>0et0<a; <1 pourtouti=1,..,n, est quasi-concave.

o Elle est concave si }/ ; «; < 1 et strictement concave si
27:1 lX,‘ < 1
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Fonctions homogénes

@ En microéconomie, lorsque I'on étudie la théorie de I’entreprise
concurrentielle, on impose la concavité (plutét que la
quasi-concavité) des fonctions de production. La concavité exclut
la possibilité de rendement d’échelle croissants, un phénomeéne
incompatible avec |'existence d'un grand nombre d’entreprise de
petite taille, car si les rendements d’échelle sont croissants, il est
plus efficace pour les entreprises de fusionner ou d'accroitre au
maximum leur taille plutét que de rester petites.

@ L'analyse est alors sensiblement simplifiée lorsque I'on restreint a des
fonctions de production homogénes.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Fonctions homogénes

Definition (7)

Une fonction f, définie sur IR"”, est homogeéne de degré k si
f(sx1,8x2, ..., %) = 57 (X1, X2, -y Xn)

ol s est une constante positive.
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Fonctions homogeénes - rendements d'échelle croissants

@ Si une fonction de production est homogéne de degré k, alors
multiplier la quantité de chaque facteur par une constante s va
augmenter la production de s.

Par exemple, f (x1,x2) = x;x3 est homogéne de degré 3:

f(sx1,s%) = sx [sx2]2 = $3x 3 = s°f (x1,x2)
@ Doubler la quantité de chaque facteur (s = 2) conduit & multiplier la
production par 8 (s¥ = 23). Ceci est un exemple de rendements
d’échelle croissants (s© > s).
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

Fonctions homogenes -rendements d'échelle décroissants

=

1
o Par exemple, f (x1,x2) = x x7, est homogene de degré %:

N
Nl
N
Nl

f(sx1, ) = [sa]? [sx]? = 5312 [x])7 [x]? = sif (x1, %)

@ Doubler la quantité de chaque facteur (s = 2) conduit & multiplier la

production par sk = 2 = 1,68 < 2 . Ceci est un exemple de
rendements d’échelle décroissants (s¥ < s).
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Fonctions homogeénes - rendements d’échelle constants

11
o Par exemple, f (x1,x) = x?x3, est homogeéne de degré 1:

N
N[ =

f(sx1,5%) = [sx1] [sx]? = s77F [x]* [x]? = sf (x1, %)

@ Doubler la quantité de chaque facteur (s = 2) conduit doubler la
production (s = 2). Ceci est un exemple de rendements d’échelle
constants (s¥ = s).

o Cette exemple est illustré Figure 23.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Figure 23 (rendements d'échelle constants)
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques

@ Evidemment, toutes les fonctions ne sont pas homogeénes.

@ L’'exemple suivant illustre ce point.
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Soit une fonction de production non-homogéne a deux facteurs

11 3
y="Ff(x1,x)=x2x; +x3
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D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Exemple 35

e Ona

1 1 3
f(sxi,sx) = [sx1]? [sx2]3 + [sx2]?
1,1 L1 1 3 3
= st“§><12x23—|—s§x22
5 11 3 3
= SOX{X; +52x5

@ Cette fonction est non-homogene car elle ne peut pas étre écrite
sous la forme

p P S S
f(sx1,5%) =s“f(x1,x) =s [x12x23 +x22]

M. Beaud (UM et CEE-M) Mathéco March 27, 2023 314 / 336



D’autres propriétés des fonctions et applications

économiques
Figure 24 (Exemple 35)

)

(2,4.76)

(1,2.38)

6 273
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D’autres propriétés des fonctions et applications
économiques

Theorem (14)
Soit une fonction de production f (x), définie sur R, homogéne de
degré k:
f (sx) = s*f (x)
1. Si k > 1, les rendements d’échelle sont croissants (s > s).

2. Si k =1, les rendements d’échelle sont constants (s* = s).
3. Si k <1, les rendements d’échelle sont décroissants (s < s).
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Théoréeme d'Euler

@ Lorsque la fonction de production est homogéne, le Théoréme 15
ci-dessous, connu sous le nom de théoréme d’Euler permet d'obtenir
un résultat intéressant.
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Si une fonction f (x), définie sur R"., homogéne de degré k, alors:
fixi + fxo + ... + foxn = kf (X1, X2, ..., Xn)

C’est le théoréme d’Euler.
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Théoréeme d'Euler

@ La preuve reste assez simple a établir. D’aprés la Définition 7, Si la
fonction f est homogeéne de degré k, on a:

f(sx1,5%2, ..., %n) = skf(xl,x2, ey Xn)

o En différenciant les deux membres de cette égalité par rapport a s, on
a:

d [SX1]
ds

d [sx2] d[sxa] | k1
Js ++fnT—kS f(X]_,XQ,...,Xn)

fi +hH
o Ceci implique que

fixt + bxo + .+ foxy = ks" 71 (x1, X0, ..., Xp)
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Théoréeme d'Euler

Comme cette condition est valable pour tout s > 0, elle est valable
pour s = 1:

fix1 + fxo + ...+ foxn = kf (x1, %2, ..., Xn)

Lorsque k = 1, le théoréme d’Euler nous apprend que la quantité
produite est obtenue en sommant la quantité de chaque facteur
pondérée par sa productivité marginale.

L'exemple suivant illustre ce point
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Example (36)
Soit une fonction de production & deux facteurs de type Cobb-Douglas,
et homogene de degré 1

i3
y="f(xa,x)=x'x
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Exemple 36

@ Les productivités marginales sont

1 _3 3 3 1 _1
fl—le ‘x5 et fQ—ZXfX24
@ En conséquence
1 _3 3 1.1
fix1+ hxy = le 4x2“x1+1x1 Xy X0
_ 133,331
T g 1 X0 T X%
103
I X14X24
f(x1,x)
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Elasticité de substitution

@ Nous avons vu précédemment que |'élasticité de substitution ¢ > 0
entre deux facteurs de production est calculée en rapportant le taux
de variation du rapport des quantités de facteurs au taux de
variation du TMST.

@ Plus I'élasticité de substitution ¢ est forte, plus les facteurs
peuvent étre aisément substitués I'un a I'autre (substituts parfaits
lorsque 0 — ©0).

@ Plus I'élasticité de substitution ¢ est faible, moins les facteurs
peuvent étre aisément substitués I'un a I'autre (compléments
parfaits lorsque o — 0).
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Definition (8)

L'élasticité de substitution du facteur j au facteur i, pour une fonction
de production a n variables y = f (x), définie sur R, ayant des dérivées
partielles continues, est définie par

- dIn(x/x)
% = o (£77)

1

= TMSTj

SH| A
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Elasticité de substitution

o La Figure 25 illustre les isoquantes de deux fonctions de
production a deux facteurs différentes f et g.

@ Lorsque I'on se déplace de gauche a droite (du point x° au point X) le
ratio des quantités de facteurs x»/x; évolue au méme taux pour f et
g (numérateur de 07 1).

@ Par contre, la pente de f diminue a un taux plus fort que la pente de
g. Autrement dit, le TMST de f diminue plus vite que le TMST de g
(dénominateur de 021).
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Elasticité de substitution

@ La fonction g a donc une élasticité de substitution plus forte que la
fonction f.

@ La technologie représentée par g permet donc de substituer plus
aisément les facteurs que la technologie représentée par f.
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Figure 25

X2
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Example (37)

Soit une fonction de production f (x, x2), définie sur R2 ,, de type
Cobb-douglas:

y:)"(xl,XQ):Axf‘xé8 A>00<ap<1

ou A, « et B sont des parametres technologiques.
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Exemple 37

@ Les productivités marginales sont

fi = Atxxf‘_le et H = Aﬁxf‘xf_l

@ Le TMST du facteur 2 au facteur 1 est

i ax
TMST21 = - = 5 —
L Bx
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Exemple 37

e En appliquant le logarithme (en utilisant la regle /n (ab) = Ina+ In b):

()0 (3)+(c)

Ce qui implique (en utilisant la régle /In (afl) = —Ina):

(2)-o(2) ()
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Example (38)
Soit une fonction de production f (L, K), définie sur R% ., de type CES:

y=Ff(LK)=[6L""+(1-9) K—r]—%

ol 0 <4 <1, etr>—1 sont des paramétres technologiques. L'élasticité

- - o 1
de substitution est 0 = i
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Exemple 38

@ Les productivités marginales sont

fo= _%5 AL S 18 K]

1+r

= SLTH[SLTT 18K

et

1
-1

r

fe = T8 [-rK oL 10K

1dr

= [1-0K "t[L"+[1-8]K "]
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Exemple 38

@ Le TMST du facteur capital au travail est donc

TMST _fi 0 K 1+r
LT T 1-4
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Exemple 38

@ En appliquant le logarithme on obtient

(§)-w(e5l)
o Ce qui implique:
In (g) i (lf(s) + 14 [ﬂ

o En différentiant, on obtient finalement:

N
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Exemple 38

o La Figure 26 illustre les isoquantes de la fonction CES pour
différentes valeurs du paramétre r (et de I'élasticité de substitution o).

o Noter que r — 0 = 0 — 1 (Cobb-Douglas), r - —1 = 0 — o0
(substituts parfaits) et r — 00 = ¢ — 0 (Leontief / compléments
parfaits).
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Figure 26 (Exemple 38)

r=3(c=14)
r=2(c=13)
r=1(c=112)
r=0(c=1)
r=-05(c=2)

(= + o) K
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