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1. On considere la fonction F : R — R définie par les relations :

0 six =0,
Fo=4{, .,
x’cos(;) six#0.

Montrer que la fonction F est dérivable sur R. En 0, on voit que % = x? cos(%) tend vers O
lorsque x — 0, donc F’(0) = 0. En dehors de 0, la fonction F(x) = x° cos(%) est dérivable : on a
F'(x) = 3x* cos(2) + xsin(3), Vx # 0.

Admet-elle une dérivée seconde en 0? Ici F,()?C%OF’(O) = 3xcos(%) + sin(%), Vx # 0. D’une part,

lim,_,o3x cos(i) = 0 et d’autre part, sin(i) n’admet pas de limite lorsque x — 0. Conclusion : F
n’admet pas dérivée seconde en 0.

F (x)

Admet-elle un DL, en 0? On remarque que lim,_, = 0 donc F admet le DL, en O suivant :

F (x) = o(x?).

2. Soit f :]0, co[— R une fonction satisfaisant f (x) ln(x) Déterminer un équivalent simple en 0* de
chacune des fonctions suivantes : f(x)*, In(|f(x)]) et f (x) + }.

Comme f(x) > In(x), il existe (par définition) une fonction r :]0, e[— R, telle que f(x) = r(x) In(x), Vx €
10, €[ et lim,_,o+ r(x) = 1.

Alors f(x)* = r(x)* In(x)*, Vx €]0, €[ et lim,_,o+ r(x)* = 1 : ainsi f(x)3 - In(x)’.

Onaln(|f(x)]) = In(|r(x))+In(] In(x)]), Vx €]0, €[ : ici lim,_,o+ In(|r(x)|) = 0 tandis que lim,_,o+ In(| In(x)|) =
+00. Cela montre que In(|f(x)|) > In(] In(x)]).

Pour le dernier cas, on voit que In(x) = 0(%) car lim,_,o+ xIn(x) = 0. Ainsi f(x) = 0(%), et cela permet

de conclure que f(x) + 1 ~ 1,

x0+x

3. Déterminer un équivalent simple en +co de g(x) = Va2 + 1 — Ve +x+1

D’une part Vx2+1:x,/1+x%:x 1+%(xl—2)+0(x—12)):x+21—x+0(%)lorsquex—>+oo.
De l'autre Vi3 + x + 1 x4l + 1+3( + 3)+0(2 3)):x+—+0()lorsque

X — +o00.
On obtient donc que g(x) = (x + 21—x + 0(%)) - (x + % + o(%)) = é + 0(%) lorsque x — +c0. On a montré
que g(x) ~

4. Calculer la limite de la fonction G(x) = lorsque x tend vers 0.

1 x

sm(x) In(1+x2)
_ In(1+x®)—xsin(x) £ . : _ 2 2y _ .2 3

OnaG(x) = SO IN(D) Pour le dénominateur, comme sin(x) =X + o(x°) et In(1 + x%) =X + o(x”),

on a sin(x) In(1 + x?) = x> + o(x*). Pour le numérateur :

In(1 + x*) — x sin(x) = (x2 + 0(x3)) -X (x + o(xz)) = o(x°).
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Fianlement, G(x) = Conclusion : lim,_,y G(x) = 0.

5. On considere une fonction 4 : R — R admettant le DL, en O suivant : 4(x) = x — x> + o(x?).
Déterminer le DL, en 0 de la fonction x — h(x)>.
On a

h(x)? = (x -+ 0()62))3 = (1= x+okx)? = 2 (1 =3x+ o(x)) = x> =3x* + o(x*).

Déterminer le DL, en O de la fonction x — 1 + A(x).

Comme Ah(x) 3 Xx,0na

2 ) 2\ 2
\/1+h(x)§1+@—h(;‘) +o(h(x)2)§1+x2x _ Sx) +0(x2)§1+§—5%+0(x2).

6. Enoncer le théoréme de Taylor-Lagrange. Voir le cours.

7. Donner le développement de Taylor-Lagrange en 0, a I’ordre 3, de la fonction exponentielle.

Pour tout x € R, il existe ¢ € [0, x] (ou [x,0]) tel que e* = 1 + x + % + ’3‘—: + j—TeC .

Reste(x)

En déduire une valeur approchée de e *! 4 107 pres.

Six = -0,1, alors ¢ < 0 et donc ¢ < 1. On voit alors que 0 < Reste(-0,1) < % < 107, Ainsi

-2 3 L _ N _ N
1-107" + 1% — I est une valeur approchée de ¢! 2 107 pres.

En déduire que e* > 1 + x + 31> + £x° pour tout x € R.

Comme Reste(x) > 0,YxeR,onae* > 1+ x+ %xz + éx3 pour tout x € R.



