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Chapitre 1

Introduction

1.1 Quel est le sujet de ce cours?
...Essentiellement la notion de convergence uniforme pour une suite de fonctions
fo: I - R

ou I C R est un intervalle et n parcourt N. On notera (f,) une telle suite. Si (f,)
converge uniformément, alors en particulier elle converge simplement, c¢’est-a-dire que
pour tout point x € I la limite lim,_, 1, f,(z) existe et est finie; on peut alors définir
la limite f de (f,) par

f(z):= lim f,(x), ze€l.

n—-+oo

Cependant, la convergence uniforme de (f,,) est beaucoup plus forte que la seule exis-
tence de la limite f. Elle permet de transférer a f des propriétés vérifiées par les
fonctions f,, par exemple la continuité. Ce transfert de propriétés aux limites fait de
la convergence uniforme une notion centrale dans toute les mathématiques.

Apres cette introduction, on commence au chapitre 2 par la définition de la conver-
gence uniforme, et on en donne plusieurs formulations et critéres. Ensuite on démontre
que si une suite (f,,) converge uniformément et les fonctions f,, sont continues (res-
pectivement, intégrables sur un segment, ou dérivables), alors la limite f de (f,,) l'est
aussi. Ces résultats sont contenus dans les “théoremes d’interversion”.

On termine le chapitre par deux compléments, qui sont des applications de la conver-
gence uniforme plus difficiles a démontrer mais dont il faut a minima connaitre les
énoncés et les principales applications :

— une caractérisation des fonctions définies sur un segment, f: [a,b] — R, et
qui sont réglées, c’est-a-dire telles qu’il existe une suite (f,,) de fonctions en
escalier f,: a,b] — R qui converge uniformément vers f. Cette caractérisation
est intrinseque, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la construction de f comme
limite d’une suite qui converge uniformément. Elle implique par exemple que
toute fonction monotone sur un segment est réglée, donc intégrable d’apres un
théoreme d’interversion.



— le théoreme de Stone-Weierstrass, un résultat (tres utile en pratique!) d’ap-
proximation uniforme de toute fonction continue sur un segment par une suite
de fonctions polynomiales.

Le chapitres 3 porte sur les séries de fonctions, c’est-a-dire les sommes infinies
>, fn. On peut voir les séries de fonctions comme des exemples particuliers de suites
de fonctions. A laide des résultats du chapitre 2 nous obtiendrons des criteres de
convergence uniforme pour les séries de fonctions.

Nous verrons aux chapitres 4 et 5 que les séries de fonctions permettent de construire
des ensembles de fonctions munies de propriétés remarquables, par exemple de classe
C™.

Les séries de fonctions permettent aussi de construire des exemples de fonctions
ayant des propriétés parfois contre-intuitives, et donc de mieux comprendre les objets
avec lesquels on travaille, et les limites de la théorie utilisée. Ainsi, nous décrirons a
la fin du chapitre 3 un exemple de fonction continue sur R et qui n’est dérivable en
aucun point. La démonstration est technique, un peu délicate, mais n’utilise que des
outils élémentaires. Ce résultat est important en ce qu’il permet de saisir concretement
un exemple de fonction “pathologique”, bien différent des fonctions usuelles que 1'on
manipule exclusivement jusqu’au semestre 3.

Au chapitre 4 on étudie les fonctions d’une variable réelle f: I — R qui sont
développables en séries entieres, c’est-a-dire telles que leurs valeurs peuvent s’écrire
sous la forme de séries convergentes

fl@) =" an(z —zo)"

dans un un intervalle ouvert autour de chaque point zy € I, ot (a,) est une suite réelle.
Ces fonctions sont toutes de classe C*. Elles sont rigides (cf le “théoreme des zéros
isolés” ) mais tres fréquentes; elles incluent par exemple les fonctions usuelles vues en
premiere année de Licence, et on les retrouve dans de nombreux problemes différentiels
en physique. On termine le chapitre par une application a la résolution d’équations
différentielles ordinaires.

Il existe une théorie analogue (mais beaucoup plus riche) des fonctions de variables
complezes développables en séries entieres, qui sera étudiée dans les UE “Fonctions
holomorphes” en L3 et M1 MF.

Le chapitre 5 est une introduction a la théorie de Fourier, qui traite les séries as-
sociées aux fonctions continues par morceaux et périodiques. Cette théorie est le socle
de I'analyse harmonique et de la modélisation mathématique des phénomenes ondu-
latoires en physique (cf 'article Wikipedia sur 'analyse harmonique). Deux résultats
majeurs sont vus : le théoreme de Drichlet, et le théoreme de Parseval. Ce sont des
résultats difficiles a ce niveau.



1.2 Meéthode de travail, évaluation

Méthode de travalil :

— Avant chaque nouvelle séance de cours :
e relisez les notes des séances précédentes,
e lisez les parties de ce cours que j'aurai éventuellement indiquées,
e soulignez chaque notion “obscure”, cherchez des exemples et contre-exemples
pour chaque affirmation,
e ...et préparez vos questions pour la séance de cours qui vient !

— Les définitions ainsi que les énoncés des théoremes et corollaires du cours doivent
étre connus parfaitement. Les preuves qui peuvent étre demandées lors d’une
évaluation sont signalées en marge par le symbole “(*)”.

— Les exemples sont tres importants, il faut que vous arriviez a les manipuler sans
difficulté.
En général, les exemples sont la pour forger 'intuition. Ils accompagnent le
mathématicien dans toute recherche de solution d’un nouveau probleme.

— Vous trouverez en ligne de nombreuses sources d’exercices et des compléments.
Je recommande particulierement le site “Bibmath”.

Evaluation : 2 Controles Continus, CC1 et CC2, et 1 Controle Terminal, CT.
Note de 'UE = MAX(CT, 0.25%(CC1+CC2)+0.5*CT).



Chapitre 2

Suites de fonctions réelles

Dans ce chapitre on note I un ensemble non vide, et (f,),cp une suite de fonctions
fo: Il =R

dont les indices n parcourent une partie infinie P de N. Dans la pratique, I sera le plus
souvent une partie de R, et P =N, ou bien P =N\ {0,...,n¢ — 1} quand la formule
de f, n’est définie que pour n > ng, pour un certain ny € N\ {0}. Pour alléger les
notations on écrira souvent (f,,) pour (f,)nep, et sauf mention contraire P = N.

2.1 Convergences simple et uniforme

On utilisera dans ce chapitre les deux notions suivantes de convergence, qui s’ap-
pliquent aux suites de fonctions. Ces deux notions sont fondamentales.

Définition 2.1.1 (CS) On dit que la suite de fonctions (f,) converge simplement si
pour tout x € I la suite de réels (fn(x)) converge dans R. Dans ce cas la fonction
f: 1 — R définie par f(x) = lim,, 1 fo(z) est appelée la limite simple de (f,).

Noter que I'unicité de la limite d’une suite réelle convergente (ici, (f,(x)) pour chaque
x € I) garantit que la fonction limite f est bien définie.

Définition 2.1.2 (CU) On dit que la suite de fonctions (f,) converge uniformément
sl existe une fonction f: I — R telle que :

Ve >03dN e N,Vn > N,Ve e I,|f(x) — fu(z)| <e, (2.1)
ou, de maniere équivalente,

lim sup|f(z)— fu(x)] =0. (2.2)

n—-4o00 zel

Remarque 2.1.3 On peut reformuler la convergence uniforme d’une suite de fonctions
(fn) de limite f en termes de graphes de fonctions. Pour € > 0 notons

Fie={(z,y) e I xR, f(x) —e <y < f(z) + €}
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Par exemple, lorsque I est une partie de R, I's. est un sous-ensemble de R? qui a la
forme d’'une “bande” autour de I'y = {(z,y) € I x R,y = f(z)}, le graphe de f. On
appelle I'y . un voisinage de I'y (voir le cours de topologie dans RY —- HAX404X — pour
la définition précise de la notion de voisinage). Alors (f,,) converge uniformément vers
f si pour tout € > 0 on a l'inclusion I'y, C I'y. pour tout n assez grand.

La figure suivante illustre cette remarque; elle représente les graphes de fonctions
polynomiales convergeant uniformément vers la fonction valeur absolue sur I'intervalle
[—1,1] (cette figure est tirée de I'article Wikipedia “Convergence uniforme”) :

Si la suite (f,) converge uniformément, elle converge simplement, et sa limite simple
est la fonction f. On dit alors que f est la limite uniforme de (f,). La réciproque est
fausse en générale : si une suite de fonctions converge simplement, elle ne converge pas
forcément uniformément.

Une reégle générale : pour étudier la convergence d'une suite de fonctions (f,) on
vérifie d’abord si elle converge simplement, et le cas échéant on attaque la convergence
uniforme.

Exemple 2.1.4 1. Si I =10,1] et f,(x) = z", alors (f,) converge simplement,
mais pas uniformément, vers la fonction constante nulle sur [0, 1[ (voir la figure
ci-dessous, tirée de 'article Wikipedia “Convergence uniforme”, qui montre que
la convergence sur | — 1; 1] de la suite des fonctions z — 2" n’est pas uniforme).

2. SilI=10,a], avec 0 < a < 1, et f,(x) = 2", alors (f,) converge uniformément
vers la fonction constante nulle sur [0, a].

2
constante nulle sur R.

T
3. Sil=Ret f,(x)= g alors (f,,) converge uniformément vers la fonction
n?+x

2
T
4. Si 1 =Ret fo(z) = oSl alors (f,) converge simplement, mais pas uni-
n?+ux

formément, vers la fonction constante nulle sur R.
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Combinaisons linéaires et convergences : Si (f,) et (g,) sont deux suites de
fonctions de I dans R, et A € R, alors

(fn) + )‘(gn) = (fn + )‘gn)

est une suite de fonctions de I dans R. Autrement dit, les suites de fonctions de I dans
R forment un espace vectoriel sur R. Cette structure vectorielle est compatible avec les
convergences simple et uniforme : si (f,,) et (g,) convergent simplement (respectivement
uniformément) vers f et g, alors (f,) + A(g,) converge simplement (respectivement
uniformément) vers f + Ag.

Il est aussi vrai que la suite des produits (f,,g,) converge simplement vers la fonction
produit fg, mais en général il n’est pas vrai que (f,g,) converge uniformément si I’'on
suppose seulement que (f,,) et (g,) convergent uniformément (cf. TD).

Une reformulation dans un cas utile en pratique. Supposons que I est un inter-
valle ouvert de R, que (f,,) converge simplement vers f, et que pour tout n assez grand
|f — fn| atteint son maximum en un point x,, de I. Posons M,, := |(f — f,)(x,)|. Alors
(fn) converge uniformément vers f si, et seulement si, la suite réelle (M,,) converge
vers 0. Voir 'exemple 2.1.4 (3).

Par exemple, si f — f, est dérivable sur I, un tel point x, vérifie nécessairement
(f — fn)'(x,) = 0, et il se peut qu’on puisse déterminer x,, par le calcul explicite (la
“formule”) de la fonction dérivée f — f.

Deux critéeres qui interdisent la CU :

e D’apres (2.2), si (f,,) converge uniformément vers f, alors sup,.; | f(z)— fu(z)| <
+00, ie. f— f, est bornée, dés que n est assez grand (méme si f et f,, ne sont pas
bornées). Donc, si (f,) converge simplement vers f, et f — f,, n’est pas toujours
bornée pour n grand, alors il ne peut pas y avoir convergence uniforme. Voir
I'exemple 2.1.4 (4).



*)

e Supposons que [ est un intervalle de R, que (f,,) converge simplement vers f,
que f est continue en un point a € I, et qu’on peut construire une suite (z,)
de I telle que lim,, o z, = a, et lim,_,, fn(x,) n’existe pas ou existe mais
est différente de f(a). Alors (f,) ne converge pas uniformément. En effet, ces
hypotheses impliquent qu’il existe € > 0 tel que |f(z,) — fu(x,)| > € pour une
infinité de valeurs de n, ce qui contredit (2.1).
Par exemple, la suite de fonctions f,: [0,1] — R, n € N, telles que f,(z) =
e"x(l—nx)siz € [0,1/n] et fo(x) =0siz € [1/n, 1], converge simplement vers
la fonction nulle, mais pas uniformément car f,(1/v/n) — —oo.
Petit exercice (preuve du second critére ci-dessus) : En utilisant 'inégalité
triangulaire, montrer directement que si (f,) converge uniformément vers f sur I et
f est continue en a € I, alors pour toute suite (z,) € I N qui converge vers a on a

hmn—)-ﬁ-oo fn(xn) = f(a>

Le critere de Cauchy. Ce critere a été vu en L1 dans le cadre de la convergence des
suites de nombres réels. Il est tres utile parce qu’il permet de démontrer qu’une suite
converge (ou pas) sans connaitre sa limite éventuelle. Ce critere se prolonge naturelle-
ment a la convergence uniforme des suites de fonctions :

Définition 2.1.5 (Cauchy U) On dit que la suite (f,) vérifie le critere de Cauchy
uniforme si

Ve >0 dN e N,Vm,n > N,Vx € I,|fn(x) — fu(x)] <€

Proposition 2.1.6 La suite (f,) converge uniformément si, et seulement si, elle vérifie
le critere de Cauchy uniforme.

Preuve. Supposons que (f,,) converge uniformément. Notons f sa limite. Soit € > 0, et
N € N tel que |f,(z) — f(x)] < €/2 pour tout x € I et n > N. Alors si m,n > N on a
par l'inégalité triangulaire

Veel, |fu(r) = fm(@)] < [fulz) = f(@)]+ [f(2) = fm(2)] <€

Donc (f,) vérifie le critere de Cauchy uniforme. Réciproquement, supposons que (f;,)
vérifie le critere de Cauchy uniforme. Alors pour tout x € I la suite (f,(x)) vérifie le
critere de Cauchy pour les suites réelles, et donc converge dans R. Par définition cela si-
gnifie que (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par f(z) = lim,, 1 fn()
pour chaque x € I. De plus, pour tout € > 0 on sait qu’il existe N € N tel que m,n > N
implique |f,(z) — fm(z)| < €/2 pour tout x € I. Alors en passant a la limite pour
m — 400 on trouve |f,(z) — f(z)] < €/2 < e pour tout x € I. Donc (f,,) converge vers
f uniformément. a

Exemple 2.1.7 (Une application frappante) Si (f,) est une suite de fonctions
polynomiales de R dans R qui converge uniformément, alors sa limite f est une fonction
polynémiale (NB : 'hypothese de convergence uniforme est nécessaire : par exemple,
la suite de fonctions polynomiales f,(z) := >_,_,2*/k! converge simplement vers la

8



fonction exponentielle). Pour démontrer ce fait, notons que d’apres le critere de Cauchy
uniforme pour € = 1 (par exemple), il existe un entier N € N tel que pour tous n > N
et z € R, |fu(z) — fn(z)] < 1. Or pour chaque n > N, f, — fn est une fonction
polynomiale, donc ne peut étre bornée sur R que si elle est constante. Il existe donc,
pour tout n > N, un réel ¢, tel que f,, — fy = ¢,. Par passage a la limite n — 400 on
obtient que la suite (¢,),>n converge, et que sa limite ¢ vaut f(z) — fy(z) pour tout
x € R. Donc f — fy = ¢, et f est une fonction polynomiale (puisque fy lest).

Remarque 2.1.8 (a) Dans l'exemple 2.1.7 il est essentiel que I = R. Nous verrons
plus tard (théoreme de Stone-Weierstrass, Section 2.8) que lorsque I est un segment
la, b], toute fonction continue sur I est limite uniforme de fonctions polynémiales.

(b) Cet exemple montre que la convergence uniforme d’une suite de fonctions
contraint les propriétés de sa limite. Ainsi, les fonctions réglées, qui par définition
sont les limites uniformes de fonctions en escalier sur un segment fixé, ont une limite a
droite et a gauche en tout point intérieur du segment (cf. Section 2.7).

2.2 La norme sup

Définition 2.2.1 Soit f : I — R une application. Si f est bornée, on pose ||f|| =
sup,e; | f(x)]. Si f n’est pas bornée, on pose ||f|| :== +00. Dans les deuz cas on appelle
l|f]| la norme sup, ou norme de la convergence uniforme, de f.

Remarque 2.2.2 Si [ est un intervalle compact et f est une fonction continue, alors
f est bornée et sa norme sup est finie.

La norme sup permet de reformuler de maniere concise la notion de convergence
uniforme. Ainsi, d’apres (2.2), la suite (f,) converge uniformément vers f si

li — =0.
Jm (1 = fall
Aussi, (f,) vérifie le critere de Cauchy uniforme si, et seulement si,

lim ||fmn — fal| = 0.

n,m——+0oo
Trois inégalités fondamentales vérifiées par la norme sup :
1. Si f,g: I — R sont bornées et A € R, alors || fg|| < ||flllgll, |Afll = |AlIIf]], et
(inégalité triangulaire)
Lf+gll < £+ lgll-

2. Si f: [a,b] — R est bornée et intégrable, alors (inégalité de la moyenne)

/ab f(z)dz

3. Si f: [a,b] — R est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b, et f’ est bornée, alors
|f(b) — f(a)| < (b—a)||f]| (inégalité des accroissements finis).

< (b—=a)llfl]-

De tres nombreuses inégalités se démontrent via l'inégalité de la moyenne ou
I'inégalité des accroissements finis.
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2.3 Théoremes d’interversion

Dans cette section on suppose que [ est un intervalle non vide de R. Soit (f,,) une
suite de fonctions réelles définies sur I.

Le lemme suivant est la clé pour tous les résultats a venir.

Lemme 2.3.1 Supposons que (f,) converge uniformément vers une fonction f, que I
contient un intervalle |a,b| (borné ou non), et que pour tout n € N, f,, a une limite a
droite 1, en a. Alors la suite (1,) converge, f a une limite a droite en a, et cette limite
est la limite de la suite (1,,).

On a la méme conclusion en considérant des limites a gauche en b.

Preuve. Pour simplifier les notations, supposons que a # —oo, et la limite /,, est finie
pour tout n; les cas o a = —o0, et/ou les limites [, sont éventuellement infinies se
traitent de maniere similaire. Montrons d’abord que (l,,) converge, et pour cela qu’elle
vérifie le critere de Cauchy. Soit € > 0. Puisque la suite (f,,) converge uniformément,
elle vérifie le critere de Cauchy uniforme par la Proposition 2.1.6, et il existe donc
N € N tel que |fu(z) — f(z)| < €/3 pour tous x € I et m,n > N. Soient donc
m,n > N fixés. Puisque f, et f,, ont une limite a droite en a, il existe n > 0 tel que
pour tout = €la,a + nf on ait |fi,(z) — | < €/3 et |fu(x) — 1] < €/3. Prenons alors
un point quelconque = €|a, a + [, par exemple z = a+n/2. Par I'inégalité triangulaire
on a

|ln - lm| < |ln - fn<x>| + |fn(x> - fm(x)’ + |fm(x) - lm| <€

Ceci montre que (I,) est une suite de Cauchy, et donc qu’elle converge dans R. Notons
[ sa limite. Montrons maintenant que f a une limite a droite en a et que cette limite
est [. Soit € > 0. Nous savons qu’il existe N € N tel que n > N implique a la fois
=1, <e€/3et|f(x)— fu(zr)| < €/3 pour tout z € I. Soit donc n > N fixé. Soit n > 0
tel |, — fu(z)| < €/3 pour tout = €]a, a + n[. Alors pour tout x €]a,a + 7| on a

€ € €
£@) =1 < 17@) = )]+ 1fal@) —lal + =1 < S+ S+ £ =

Ceci montre que f a une limite a droite en a, et que cette limite est [. On adapte

facilement les arguments ci-dessus lorsqu’on considere des limites a gauche en b. On a

donc démontré le lemme. O

Exercice : adapter la preuve ci-dessus au cas ol @ = —o0, et/ou les limites /,, sont
éventuellement infinies.

Reformulons le lemme 2.3.1. Rappelons que si I est une partie de R, un réel a
est adhérent a I s’il existe une suite (x,) € IN telle que lim,,_, 400 T, = a. On note I
I'ensemble des valeurs d’adhérence de I. Clairement, si I =]a,b[ avec a,b deux réels,
alors I = [a,b]. Cette notion s'étend immédiatement aux cas olt a = —oo et/ou b =
+00 : par exemple 400 est adhérent a tout intervalle de la forme ]a,+oo[, o a €
{—o0} UR.

10



Corollaire 2.3.2 (Théoréme de la double limite) Si (f,) converge uniformément
vers f sur I, a € I et lim f,(z) existe, alors
Tr—a

lim( lim fn) () = lim <lim fn(x)>.

r—a \ n—-+400 n—+oo \r—a

Preuve. Bien lire la conclusion du lemme 2.3.1. O

Ce lemme implique I’énoncé (a) du théoréme suivant :

Théoréme 2.3.3 Si (f,) converge uniformément vers une fonction f, alors :

(a) (Interversion CU/continuité) sia € I et toutes les fonctions f, sont conti-
nues en a, alors f est continue en a (donc si les f, sont continues sur tout I,
f est continue sur I);

(b) (Interversion CU /intégrabilité) si [a,b] C I et toutes les fonctions f, sont
intégrables sur [a,b|, alors f est intégrable sur [a,b], la suite réelle (fab fo(z)dx)

converge, et on a
b b
[ t@ie = 1 [ gy

Preuve. (a) Notons [F := lim,_,.+ f,,(z), les limites de f, & droite et & gauche de a
respectivement. Les fonctions f,, sont continues, donc I = f,(lim,_.+2) = f.(a).
Puisque (f,,) converge uniformément, le lemme implique lim, .+ f(2) = lim,_, 1o [F.
Mais lim,, 1o fn(a) = f(a), alors lim,_,,+ f(x) = f(a), ce qui montre que f est conti-
nue en a.

(b) On suppose a < b, sans quoi le résultat est trivial. Rappelons que f est intégrable
(au sens de Riemann) sur [a, b] si, et seulement si, pour tout € > 0 il existe des fonctions
en escalier W) et U, sur [a,b] telles que U} < f < Uy et fab(\I/’Q(t) — W) (t))dt < e. Soit
donc € > 0. Il faut construire W} et W), & partir de ’hypothese que chaque fonction f,
est intégrable, et uniformément proche de f. D’abord, il existe N € N tel que n > N
implique ||f — f.|| < €/4(b — a). Ensuite, puisque fy est intégrable il existe deux
fonctions en escalier ¥y et Wy sur [a, b] telles que ¥y < fy < Uy et f;(\Ifz(t)—\Ifl(t))dt <
€/2. On pose alors ) = Uy —e/4(b—a), et W), = Wy+€/4(b— a). Ce sont évidemment
des fonctions en escalier, et d’apres le choix de N, pour tout x € [a,b] on a

€ €

< fn(x) - Mh—a) - f(z) < fn(z) + 0—a)

< Wy(z) + 4(;_ & = ()

Enfin [*(Uh(t) — W, (t))dt =

s+ f U, (t))dt < e. Cela prouve que f est
intégrable. De plus, pour tout n>No

/Xﬂw—nwwﬁsw—wW—ﬁM<e
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ce qui prouve que lim,, ;o ff fo(t)dt = fab f(t)dt. O

Remarque 2.3.4 (1) La convergence d’une suite (f,,) ne regarde que le comportement
de ses termes f, pour n grand, donc ce théoreme reste vrai si on remplace les conditions
portant sur “toutes les fonctions f,,” par ces mémes conditions portant sur “toutes les
fonctions f, a partir d’un certain rang”.

(2) La continuité est une propriété locale, donc dans (a) il suffit de supposer que (f,)
converge uniformément vers f sur un sous-intervalle ouvert de I contenant le point a.

Il n’est pas difficile de montrer par des contre-exemples que la convergence uniforme
de (f,) vers f (localement, pour (a)) est nécessaire pour que ces énoncés soient vrais.
En effet :

e Pour (a), on peut considérer la suite de fonctions f,: [0,1] — R, z — 2", ou
n € N. Elle converge simplement, mais pas uniformément, vers la fonction f
nulle sur [0, 1] et telle que f(1) = 1. La fonction limite f n’est pas continue a
gauche en 1, alors que toutes les f,, le sont.

e Pour (b) on peut considérer la suite de fonctions f,: [0,1] — R, n € N, définie
par f,(z) = 1 si x = k/2", pour k = 0,1,2,...,2" et f,(z) = 0 sinon.
Chaque f, est intégrable sur [0,1] (elle a un nombre fini de discontinuités),
et la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f qui vaut 1 sur ’ensemble
{k/2",n € NJk € {0,1,...,2"}} et qui est nulle ailleurs. Cette fonction n’est
pas intégrable puisque ses points de discontinuités forment une partie dense de
[0, 1] (ses sommes de Riemann peuvent étre égales & 0 ou 1 selon la subdivision
de [0, 1] choisie).

2.4 Convergence uniforme sur les compacts

Soit I un intervalle non vide de R, et (f,,) une suite de fonctions réelles définies sur
I

Définition 2.4.1 (CUC) On dit que (f,) converge uniformément sur les compacts si
(fn) converge uniformément sur tout intervalle fermé borné |a,b] inclus dans I.

La convergence uniforme de (f,,) sur I implique évidemment la convergence uniforme
sur les compacts, mais la réciproque est fausse.

Exemple 2.4.2 1. La suite (f,,) de fonctions réelles définies sur R par la formule

fa(z) = x/n converge simplement vers la fonction f(z) = 0. La convergence
n’est pas uniforme, mais elle est uniforme sur les compacts.

2. La suite (f,,)nen+ de fonctions réelles définies sur |1, +oo[ par la formule

fn(x> = Z k™

12
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converge uniformément sur les compacts. En effet, pour tout = €]1,+o0o[ la
série véelle f(x) := 3720k~ converge d’apres le critere de Riemann. La n-
ieme somme partielle de cette série est f,(x), donc ceci montre que la suite
(fn) converge simplement vers la fonction f: ]1,4+00|— R, x — f(x). Fixons
un segment [a, b] C|1,+o00[. Notons Ry, (z) = f(z) — fu(z) = Y320 k7%, clest-
a~dire le reste de la série f(z). Pour tout z € [a,b] on a k™ < k7 donc
R,(z) < R,(a). La série f(a) étant convergente, lim, , . R,(a) = 0. Donc
imy, sy oo || f = frlljap) = iMn—stoo || Ral|[ap) = 0, ce qui montre que la convergence
de (f,) est uniforme sur [a, b].

Remarque importante : dans le théoreme 2.3.3 on peut remplacer 1'hypothese de
convergence uniforme par la convergence uniforme sur les compacts. C’est évident pour
(b), et pour (a) cela résulte du fait que la continuité est une propriété locale (i.e. qui ne
regarde que le comportement au voisinage de chaque point). Par exemple, la fonction
limite de 'exemple 2.4.2 (2), qui n’est pas exprimable de fagon plus explicite, est
continue puisqu’elle est limite uniforme sur les compacts de fonctions continues.

2.5 CU et dérivabilité

Soit I un intervalle ouvert non vide de R.

Théoréme 2.5.1 (Interversion CU /dérivabilité) Soit (f,) une suite de fonctions
de classe C' définies sur I et a valeurs réelles. On suppose que la suite (f) des dérivées
converge uniformément sur les compacts vers une fonction h, et qu’il existe un point
xo € I tel que la suite réelle (f,(xo)) converge. Alors la suite (f,) converge simplement
vers une fonction f qui est dérivable sur I, et on a f' = h. De plus, la convergence de
(fn) est uniforme sur les compacts.

Preuve. 1l nous faut “deviner” la limite f de la suite (f,,). Notons d’emblée que d’apres
le théoreme 2.3.3, la fonction h est continue puisqu’elle est limite uniforme sur les
compacts de la suite de fonctions continues (f)). Pour que f" = h, le seul candidat
possible pour f est la fonction définie en tout point x € I par

T
f(z):=1 —|—/ h(t)dt
Zo
ou [ := lim,_, o fn(zo). Vérifions maintenant que f convient. Puisque h est continue,
par le théoréme fondamental de I'analyse f est bien dérivable et on a f’ = h. Montrons
que f est limite simple de la suite (f,) (’hypothese ne nous le donne qu’en z(!). Soit
xr €l Ona

— = = 1 /
flz) =1 /xo h(t)dt Jim /xo fr(t)dt
n—-+0o n—-+oo

= i (o) = flew) = (tim_fu(0) ~1.
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Dans la seconde égalité on a utilisé le théoreme 2.3.3 (b). Ceci montre que la suite
(fn(x)) tend vers f(z), donc que (f,,) converge simplement vers f. Montrons maintenant
que la convergence est uniforme sur les compacts. Soit [a,b] un intervalle inclus dans
I. Montrons qu'’il y a convergence uniforme sur [a,b]. Quitte a élargir [a,b] on peut
supposer que xy € [a,b]. Soit € > 0. Soit N € N tel que pour tout n > N on a
[|h = f1|]jap) < €/(b—a). Alors pour tous n > N et = € [a,b] on a

[f (@) = ful2)] =

[ 70 0] < @ = ol Ll <
Ceci conclut la preuve. O

Remarque 2.5.2 (1) Le résultat reste vrai si 'on remplace I'hypotheése que les fonc-
tions f, sont de classe C* par I’hypothese plus générale que f, est dérivable pour tout
n (cf. TD).

(2) La conclusion du théoreme peut se réaliser sans que la suite des dérivées converge.
C’est le cas, par exemple, de la suite de fonctions f,: R — R, n € N*, définies par
fn(x) = sin(nz)/n, qui converge uniformément vers la fonction nulle, dérivable, mais
dont la suite des dérivées ne converge pas (en effet, par exemple la suite (f) (1))pen =
(cos(n))nen+ a pour valeurs d’adhérence tous les points du segment [—1,1]).

L’hypothese de convergence uniforme sur les compacts de la suite des dérivées est
nécessaire. Par exemple, considérons la suite de fonctions f,: R — R, n € N*, définies
par f,(z) = /22 + 1/n2. Ces fonctions sont de classe C* et la suite (f,),en+ converge
(uniformément) vers la fonction f: x + |z|. Cette fonction n’est pas dérivable en 0,
donc en prenant la contraposée du théoréme on voit que la suite des dérivées (f)) ne
peut pas converger uniformément sur les segments qui contiennent 0. En effet, on vérifie
que (f!) converge simplement vers la fonction égale & —1 sur | — 0o, 0[, nulle en 0, et
égale a 1 sur ]0, +o00[. Cette fonction n’étant pas continue en 0, la convergence de (f))
ne peut pas étre uniforme en son voisinage (d’apres le théoreme 2.3.3 (a)).

Insistons sur le fait que la conclusion du théoreme est bien la convergence uniforme
sur les compacts. Par exemple, la suite de fonctions f,,: R — R, n € N* définies par
fn(x) = arctan(z/n), converge uniformément sur les compacts vers la fonction nulle, et
la suite des dérivées f'(x) = n/(n* 4 2?) converge uniformément vers la fonction nulle,
mais la suite (f,,) ne converge pas uniformément.

2.6 Les théorémes de Dini

Sous certaines hypotheses la convergence simple implique la convergence uniforme.
Le théoreme suivant contient deux résultats en ce sens, connus sous le nom de ”théoremes
de Dini”.

Théoréme 2.6.1 (Dini) Soit (f,) une suite de fonctions définies sur un intervalle
la,b], a valeurs réelles. On a :
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(a) Si (fn) converge simplement vers une fonction continue f, les fonctions f, sont
continues, et la suite (f,) est croissante (ie. fni1(x) > fo(x) pour tous x € [a,b] et
n € N), alors la convergence est uniforme.

(b) Si (f,) converge simplement vers une fonction continue f, et les fonctions f,
sont croissantes, alors la convergence est uniforme.

n a la méme conclusion en remplacan othese “croissante” par “décroissante
Onal 1 lacant I’hypothese te” “d te”
(remplacer chaque fonction f, par —f,).

Remarque 2.6.2 (1) Les hypotheses du théoreme n’ont pas a étre vérifiées par toutes
les fonctions f, : il suffit qu’elles le soient pour tout n assez grand, ie. n > N pour un
certain entier N. Par exemple, considérons la suite de fonctions f,: R — R, n € N*,
définies par f,(z) = nsin(x/n); (f,) converge simplement vers la fonction identité.
Etant donné un segment [a,b] de R, il existe N € N* tel que N~ max(|al, |b]) < 7/2.
Comme la fonction sin est croissante sur [—m/2,7/2], ce choix de N implique que les
fonctions f,,, n > N, sont croissantes sur le segment [a, b]. Par le théoreme (b), on peut
donc conclure que (f,) converge uniformément sur [a, b]. Le segment est quelconque,
donc (f,,) converge uniformément sur les compacts vers la fonction identité.

(2) Enfin, notons qu’il est parfois possible de décomposer un intervalle donné [a, b] en
sous-intervalles, sur lesquels I'un des théoremes de Dini s’applique; par exemple, en
sous-intervalles sur lesquels la fonction est monotone.

Preuve. (a) Raisonnons par I'absurde. Supposons que la convergence n’est pas uniforme.
Alors il existe € > 0 tel que pour tout n € N, il existe z,, € [a,b] vérifiant |f,(z,) —
f(z,)| > e. D’apres la propriété de Bolzano-Weierstrass, comme |[a, b] est fermé borné
la suite (x,) possede une sous-suite (x,,) qui converge dans [a,b]. Notons [ sa limite.
Puisque la suite (f,(1)) converge vers f(l), il existe N € N tel que |fx(l) — f(1)| <
€/3. Puisque f et fy sont continues, il existe n > 0 tel que |z — | < n implique
|f(z) = f()] <e/3et|fn(z)— fn(l)| < €/3. En utilisant 'inégalité triangulaire, on en
déduit que |fn(x) — f(x)] < € dés que |x — 1| < n. La suite (f,(z)) est croissante par
hypothese, et elle converge vers f(z), donc pour tout n > N on a fy(z) < fu(z) < f(x),
et
[fn(z) — f(@)| = f(z) — fn(z) = f2) = fulz) = [f(z) — ful2)].

Alors |z — 1| < n implique |f,(z) — f(x)| < € pour tout n > N. Finalement, du fait que
limg o0 Tp, = I, il existe n = ng > N tel que |z, —1| <1, et donc | f,,(z,) — f(x,)| < €.
Ceci contredit le choix de € au début de la preuve, et montre donc que la convergence
est uniforme.

(b) Cette fois nous allons prouver directement que la convergence est uniforme. Soit
¢ > 0. Il faut montrer qu'il existe N € N tel que n > N implique | f(z) — fn(z)| < € pour
tout x € [a, b]. Pour cela on va approximer f sur [a,b]. Puisque f est continue et [a, ]
est fermé borné, f est uniformément continue d’apres le théoreme de Heine. Il existe
donc 1 > 0 tel que pour tous x,y € [a,b] vérifiant |z —y| <n, on a |f(x) — f(y)| < e.
Soit M € N tel que (b — a)/M < n, et pour tout k € {0,1,..., M} posons z :=
a+ k(b—a)/M. Soit N € N tel que n > N implique |f(zx) — fn(xr)| < €/2 pour tout

15



ke€{0,1,2,...., M}. Prenons n > N fixé, et = € [a,b]; il existe k € {0,1,..., M — 1} tel
que x € [xg, Tgi1]. Alors, si |f(z) — fu(x)] = f(z) — fu(x) on a

|f(x) = fulz)] = fz) = fulz) < flz) = fulow)
<|f(x) = fl@e)| + | f(zr) = falzp)] < e

Dans la premiere inégalité on a utilisé le fait que f est croissante. La troisieme vient
du choix des zy, tels que |z — zx| < zpy1 — zx < 71, et de n > N. De méme, si

|f(z) — fu(z)] = fu(z) — f(x), on a

(@) = ful@)] = ful@) = F(&) < fulara) — F(2)
< fal@rnn) = F@ia)| + [f@rn) — f@)] <.

Ceci acheve la preuve. O

Les exemples ci-dessous montrent qu’aucune hypothese des deux théoremes de Dini
n’est superflue :

e (L’intervalle de définition est borné) Considérons la suite de fonctions
fn:]0,400[— R, n € N*| définies par f,(x) = x/n. Les fonctions f, sont conti-
nues et croissantes, la suite de fonctions (f,,) est décroissante, sa limite simple
(qui est la fonction nulle) est continue, mais pourtant elle n’est pas limite uni-
forme de (f,).

e (L’intervalle de définition est fermé) Considérons la suite de fonctions
fn:[0,1]= R, n € N*, définies par f,(z) = 2". Les fonctions f,, sont continues
et croissantes, la suite de fonctions (f,) est décroissante, sa limite simple (qui
est la fonction nulle) est continue, mais pourtant elle n’est pas limite uniforme
de ().

e (Lafonction limite est continue) Considérons la suite de fonctions f,: [0, 1] —
R, n € N*, définies par f,(x) = a". Les fonctions f, sont continues et crois-
santes, la suite de fonctions (f,,) est décroissante, mais sa limite simple (qui est
la fonction nulle sur [0, 1] et égale & 1 en 1) n’est pas limite uniforme de (f,,).

e (Les fonctions f, sont continues dans le théoréme 2.6.1 (a)). Considérons
la suite de fonctions f,: [0,1] — R, n € N*, définies par f,,(0) =0, f.(z) =1
sur |0,1/n[, et f,(z) = 0 pour = € [1/n,1]. La suite de fonctions (f,) est
décroissante, sa limite simple, qui est la fonction nulle est continue, mais la
convergence n’est pas uniforme.

2.7 Les fonctions réglées

On introduit ici un espace de fonction dont la définition est directement liée a la
convergence uniforme :

Définition 2.7.1 On dit qu’une fonction f: [a,b] — R est réglée si f est limite uni-
forme de fonctions en escalier.
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Cette définition est “constructive”. Elle ne dit rien des propriétés des fonctions
réglées, par exemple s’il existe des fonctions de [a, b] vers R qui ne sont pas réglées. Des
exemples seront décrits dans la remarque 2.7.7 (2). Notre but ici est de caractériser les
fonctions réglées d’apres leur régularité. Commencons par quelques notations.

Soit f: [a,b] — R une fonction qui admet une limite a droite et une limite a gauche
en tout point de |a,b[, ainsi qu'une limite a droite en a et une limite & gauche en b.
Pour tout z €la, b], on pose

o(z) =max (|f(z7) — f(@")],|f(z) — f(@)]. |f (@) = f(=")])

ou f(z7) et f(z") sont respectivement la limite a gauche et & droite de f en z. On
pose également o(a) = | f(a) — f(a®)] et o(b) = | (") — F(B)].

Définition 2.7.2 Pour tout x € [a,b], on appelle oscillation de f en x le nombre réel

o(z).

Si e > 0, on note
A ={x € [a,b],0(x) > €}.

Notez que z € [a,b] est un point de discontinuité de f si, et seulement si, o(x) # 0, ie.
si, et seulement si, z € A, pour un € > 0.

Lemme 2.7.3 Soit f: [a,b] — R une fonction qui admet une limite a droite et une
limite a gauche en tout point de |a,b|, ainsi qu’une limite a droite en a et une limite a
gauche en b. Alors :

(a) pour tout € > 0, A, est fini;

(b) Uensemble des points de discontinuité de f est dénombrable.

Preuve. (a) Raisonnons par I'absurde. Supposons que A, est infini. Puisque A, est
inclus dans [a, b], qui est un intervalle fermé et borné, d’apres le théoreme de Bolzano-
Weierstrass il existe alors une suite de points de A, qui est non stationnaire et converge
dans [a, b]. Notons [ la limite de cette suite. Supposons d’abord que [ €la, b[. Puisque
f est continue a gauche en [, il existe ; > 0 tel que pour tous s,t €]l —n,,[[ on a
|f(s) — f(t)| < €/2. Ceci implique |l — 1,7, {[NA. = 0. De méme, il existe n;” > 0 tel
que pour tous s,t €]l,1 +n [ on a |f(s) — f(t)| < €/2. Donc |I,1 + n[NA. = 0, et
finalement |l — n;, 1 + ;" [NA¢ est vide ou réduit & I. Or ceci contredit le fait que, si [
est limite d’une suite non stationnaire de A., dans tout intervalle ouvert contenant [ se
trouvent une infinité de termes distincts de A.. Donc A, est un ensemble fini. Si l = a
le raisonnement est le méme en prenant un intervalle de la forme Ja,a + n,[. Sil =10
on prend un intervalle de la forme |b — np, b[.

(b) Notons D l'ensemble des points de discontinuité de f. On a D = UpZ Ay y,.
Toute union dénombrable d’ensembles finis est dénombrable, et nous avons vu en (a)
que pour tout n € N* 'ensemble A/, est fini. Donc D est dénombrable. a
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Exemple 2.7.4 (Fonctions monotones) A coté de Uexemple évident des fonctions
continues par morceaux, les fonctions monotones sur un segment [a,b] constituent un
exemple important de fonctions qui admettent une limite a droite et une limite a gauche
en tout point de |a,b[, ainsi qu'une limite a droite en a et une limite & gauche en b.
Par exemple, pour une fonction f croissante, on peut montrer sans peine que f(a™) et
f(b™) existent ainsi que f(2F) pour tout z €]a, b[. En fait,

fl@™) = sup f(t), f(z") = inf f(t).

t€(a,x] t€]x,b]
(Preuve développée en cours).

Afin de démontrer le résultat suivant nous avons besoin de généraliser la notion
d’oscillation de f, qu’on a défini ci-dessus en chaque point x de [a,b], & tout sous-
ensemble de [a, b] :

Définition 2.7.5 Pour toute partie non-vide U de |a,b], on appelle
o(U) 1= sup,ey f(x) — inf,ep f(x) € Ry U {+o0}
loscillation de f sur U.

On peut vérifier en exercice que pour tout x €]a,b[ on a (et une formule analogue
lorsque £ = a ou b) :
o(z) = lim o(]Jz — €,z + €[N[a, b]) .
e—0t
Théoréme 2.7.6 Une fonction f: [a,b] — R est réglée si, et seulement si, f admet
une limite a droite et une limite a gauche en tout point de |a,b[ ainsi qu’une limite a
droite en a et une limite a gauche en b.

Preuve. Une fonction en escalier possede une limite a droite et a gauche en tout point.
Donc une limite uniforme de fonctions en escalier aussi, par le lemme 2.3.1.

Réciproquement, supposons que f a une limite a gauche et a droite en tout point.
Pour démontrer 1’existence d’une suite de fonctions en escalier (®,,) sur [a, b] telle que
lim, o |[|f—®,|| = 0, il suffit de de montrer que pour chaque € > 0 on peut construire
une fonction @ en escalier telle que || f — ®|| < € (on posera alors ®,, la fonction associée
a €,, ou (€,) est une suite réelle qui décroit vers 0).

Ayant fixé € > 0, afin de construire ® on aimerait déterminer une subdivision finie
o =a <z <...<xpyq < xpy de [a,b] telle que f(x) est suffisamment proche de
f(zg) ou f(xgy1) lorsque = € [zg, xp41], k € {0,1,... M — 1}, puis poser ®(xy) = f(xy)
pour tout k € {0,1,... M}, et définir ® sur |z, xp41[ comme la moyenne des valeurs
extrémes de f sur cet intervalle (par exemple). Lorsque f est continue sur [a, b] on peut
facilement procéder de cette fagon : la continuité uniforme, qui est une conséquence
du théoreme de Heine, permet de construire la subdivision de sorte que ® et f soient
e-proches sur |xy, x4 1. La difficulté ici est que les variations de f ne sont mesurées que
ponctuellement, par l'oscillation o(x) en chaque point x € [a, b]. Il faut donc commencer
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par montrer qu'un controle de o(x) peut étre étendu a un controle des variations de f
sur un voisinage de x. C’est ici qu’intervient la notion d’oscillation introduite dans la
définition 2.7.5.

Soit donc € > 0. Supposons d’abord que pour tout z € [a,b] on a o(z) < €/16.
Montrons que pour tout x €]a, b[ il existe un intervalle ouvert I, contenant = et inclus
dans Ja, b[ tel que o(I,) < e. Par définition de la limite a gauche en z il existe n, > 0
tel que z —n, <y < x implique |f(y) — f(z7)] < €/16. Alors pour tout y €]z —n, , x|
on a

[f(y) = F@) < [f(y) = flaT)[+[f(@7) = f2)] < e/16+€/16 = ¢/8
ou l'on a utilisé ’hypothese o(x) < €/16 dans la seconde inégalité. Donc pour tous
points z,y dans Uintervalle fermé a droite |x —n, , x| on a

1f(2) = FWI < |f(z) = f@)| +[f(y) — fl2)] <e/4
De méme on montre qu’il existe ;7 > 0 tel que pour tous z,y dans Uintervalle fermé a
gauche [z,x+nf[on a |f(z) — f(y)| < €/4. Alors pour tous z,y €|z —n, ,z+n,[on a

1f(2) = Fy)l < e/2.

(ce qui précede le montre si y et z sont tous les deux a gauche de = ou a droite de z, et
sinon on éerit | f(z)—f(y)| < [f(2)—f(@)|+[f(x)—f(y)]). Posons I, =|lz—n, , z+n, [ En
prenant les limites f(z) — sup,¢;, f(t) et f(y) — infycp,[ f(¢) dans I'inégalité ci-dessus
on obtient o(I,) < €/2 < €, ce qu’il fallait démontrer. Il existe également 7,, 7, > 0 tels
que o(I,) < e et o(l;) <€, ou I, :=[a,a+ n,[ et I :=]b — my, b].

On a évidemment [a, b] = Uyefaplz- Comme [a, b] est un intervalle fermé borné (ie.
un compact de R), par le théoreme de Borel-Lebesgue un nombre fini d’intervalles I,
suffit pour recouvrir [a, b]. C’est-a-dire qu'il existe une subdivision zg = a < 7 < ... <
Taro1 < xar = b telle que [a,b] = UL, I,,. On définit alors ® en posant ®(z;,) = f(xx)
pour tout k € {0,1,... M}, et pour tout = €|zg, xx1[, k € {0,1,... M — 1},

O(z) = sup f(t)+ inf  f(t) ] /2.
te(rk,Trt1] te€[zg,Tp41]

Montrons que ||f — ®|| < e. Pour cela, faisons deux observations préalables. Notons
d’abord que pour tout & € {0,1,...M — 1} les intervalles I, et I, , recouvrent
[k, Tp11]. En effet, comme

[CL, b] = U{g\/lzojmm (23)
pour tout point z €|xy, 1] il existe [ € {0,1,... M} tel que z € I,,. Si 2 < wy,
alors x € I,,, par définition de l'oscillation de f sur les intervalles I, et I, ; de méme
r el si 2y > 2p41. Ceci montre bien que (I, U Iy, ,,) N [k, Tps1] = [T, Trpa)-

TEk+1
D’autre part, cette observation implique

sup f(t)zmaX< sup  f(t),  sup f(t)>
]

te[xk,l‘k+ﬂ te]zkm[zk7$k+1] tEI‘Ek+1m[zkvzk+l

< max (sup f(t), sup f(t))

tely, t€loy
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inf () > min (tierllf F(t), inf f(t)).

te[xk,$k+1] Ty tEIzk+1

Maintenant on peut majorer tranquillement : pour tout « €|xy, x541[ on a

1 1 .
5 (f(x) - w f(t)> v (st 0) ‘

Tp,Thq1]

() = ®(2)| =

<

flz) = sup [(t)

t€[$k7$k+1]

( sup f<t>—f<x>>+§(f<x>— nt f0))

te[ry,cr41] t€lwyTh 1]
<! (max (Sup f(t), sup f(ﬂ) - f(l’)>
2 tely, t€lay,,
+; (f(fv) ~ min (tier}fk F(#), in f(t)))

t€loy

E{LCE it

tE[CEk,IkJrl]

N |

IN
N

max(o(l, ), 0(Ln,..)) + 5 max(o(Ls,), (L., ) < e

<
- 2

N | =

Comme ®(z) = f(xy) pour tout k € {0,1,... M}, ceci prouve qu’on a bien l'inégalité
If =2l <e.

Enfin, levons la condition o(x) < €/16 pour tout = € [a, b], que nous avions posée en
haut de la page précédente. Nous savons que A,/ est un ensemble fini (Lemme 2.7.3
(a)), donc {a,b} U Acji = {y1,92, ..., yr} avec y; < y,41 pour tout j = 1,....k — 1.
On peut alors poser ®(y;) = f(y;) pour j = 1,2,...,k et définir & comme dans le
paragraphe précédent sur chaque intervalle |y;,y;+1[, ou 'on sait que tout x vérifie
o(z) < €/16. O

Remarque 2.7.7 (1) Le théoreme montre qu'’il existe des fonctions qui ne sont pas
réglées. Par exemple, la fonction indicatrice des nombres rationnels dans un segment,
Xo: [a,b] = R ot a < b, n’admet de limite en aucun point. Un autre exemple : soit
f: R — R définie par f(z) = sin(1/z) si  # 0, et f(0) = 0. La restriction de f a
[—1, 1] n’est pas réglée parce que f n’admet pas de limite a droite en 0. Toutefois, f est
intégrable sur [—1, 1], puisque pour tout 0 < & < 1 elle est continue sur [—1, —¢] U [e, 1]
et | f] est borné (< 1) sur [—¢, €], donc on peut coincer f entre deux fonctions en escalier
d’intégrales arbitrairement proches sur [—1, 1].

(2) D’apres (2.3) on voit que o([a, b]) est fini, et donc o(U) est également fini pour
toute partie U de [a, b] ; notons que cela résulte de la compacité de [a, b] (f n’étant pas
nécessairement continue on ne peut pas déduire qu’elle est bornée sur [a, b]).

Voici une conséquence du théoreme tout bonnement remarquable :
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Corollaire 2.7.8 Toute fonction monotone sur un segment est intégrable.

Preuve. Nous avons vu dans 'exemple 2.7.4 que les fonctions monotones sur un segment
admettent une limite a droite et une limite a gauche en tout point du segment. D’apres
le théoreme ce sont des fonctions réglées. Les fonctions en escalier étant intégrables, le
théoreme 2.3.3 (b) conclut. O

2.8 Le théoreme de Stone-Welierstrass

Théoréme 2.8.1 (Stone-Weierstrass) Soit f: [a,b] — R une fonction continue.
Alors [ est limite uniforme d’une suite de fonctions polyndmiales sur [a,b]. Autrement
dit, pour tout € > 0 il existe une fonction polynémiale P: R — R telle que |P(x) —
f(x)| < € pour tous x € [a,b].

Ce résultat fondamental sera généralisé en L3 Maths (dans 'UE de Topologie)
dans le cadre des fonctions continues sur un espace métrique compact. La preuve que
nous donnons ici, élémentaire, est aussi constructive : elle fournit une suite explicite de
polynomes.

Preuve. Commengons par montrer qu’il suffit de prouver le résultat lorsque [a,b] =
[0,1]. Considérons 'application affine w: [0,1] — [a,b], t — a + t(b — a). Elle est
bijective, et a pour réciproque I'application v : x +— (z—a)/(b—a). Si f : [a,b] — R est
continue, alors f ow, définie sur [0, 1], 'est aussi. Si le théoreme est vrai sur le segment
[0, 1], alors il existe une suite (P,) de polynémes qui tend uniformément vers fou ; étant
donné € > 0 il existe donc NV € N tel que n > N implique ||fou— P,||p,1) < €. Puisque
f = (fou)ow avec v bijective, ceci implique que pour n > N on a || f — P, 0v||a 3 < €,
soit que P, o v tend uniformément vers f. Mais v étant affine, P, o v est un polynome.
Ainsi, la suite polynomiale (P, o v) tend uniformément vers f.

Montrons maintenant le théoréme lorsque [a,b] = [0,1]. Soit donc f: [0,1] — R
continue, et définissons pour tout n € N* la fonction polynomiale B,,: [0,1] — R (qui
dépend de f) :

Bu(t) = Ty FE)CHEL — 1),

Les polynomes C*t¥(1—1)"* sont appelés polynémes de Bernstein (cf. article wikipedia
https ://fr.wikipedia.org/wiki/Polynémes_de _Bernstein). Montrons que f est la limite
uniforme de la suite (B,,). Nous avons besoin du lemme suivant.
Lemme 2.8.2 Pour tout t € [0,1] on a
(a) 32l =t F = 1
k=0
(0) Yoot = 2)PChtF (1 =) F = Sl —t) < ;.

Prewve du lemme. (a) Il suffit d’écrire (¢t 4+ (1 —¢))" = 1 et d’appliquer le bindéme de
Newton.
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(b) On éerit (¢t — £)2 =2 — 25¢ 4 (£)?, et on calcule :
2y O -t =1
k=0
—~ k
ty —CHi 11—t F=t C’“ Q=) h =42

d’apres (a) et en réindexant, et

- kQ kik k
Zﬁcnt (1—1t)
k=0

1
== ) (k(k— 1)+ k)CrtH(1 — )" *
77, k=0

n

_ ! n(n—1))  CE3tH 1 -t k—i—nZCk k(1 =) )

n2
k=2
1

1
2 2 2
== (n(n— 1)t +nt) =t +ﬁ(t—t ).

Puisque t? — 2t2 + 12 + L(t — t?) = L¢(1 — t), ceci prouve I'égalité dans (b). L’inégalité
t(1—t) <1 est évidente, puisque le produit de deux nombres positifs inférieurs a 1 est
inférieur a 1. O

Suite de la preuve du théoréme. D’apres le (a) du lemme on a

F(#) = Bu(t) = 3o (f(t) = FG)CRtE(L — )", (2.4)

Soit € > 0. Par le théoreme de Heine, f est uniformément continue, donc il existe n > 0
tel que pour tous x,y € [0,1], |z — y| < n implique |f(z) — f(y)| < e. Fixons ¢ € [0, 1]
et n € N*. Posons

A, ={ke{0,1,....n},|E —t| <n}.

Notons que A, dépend de t, mais que celui-ci a été fixé préalablement. Dans 'identité
(2.4) ci-dessus, décomposons la somme selon que k € A, ou k ¢ A,,. D’abord on a

[ Shea, (1) = FENCEAQ =t F] < 3

keAn
n
<€y ChF(1—t)"F=e,
k=0

ou la derniere inégalité vient du fait que k € A,, et du choix de 7, et I'égalité vient du

o) - £ e o
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(a) du lemme. De plus

D kef0nmapan, (O = FECORE(L = )]

k
< . v kikrq _ p\n—k
< ¥ |ro-rd|ara-o
ke{0,...,n}\ Ay
<2/|£lI

<2Afl D, R -t

ke{0,...n}\ Ay

t— k)2 20111
n n*n
ke{0,...n )\ An

ou pour 'avant-derniere inégalité on a utilisé le fait que —2— =) )

>1desquek ¢ A,, et
la derniere inégalité vient du (b) du lemme. Ces maJoratlons des sommes sur A,, et sur
{0,...,n}\ A, (qui dépendent de t!) sont valides pour tout ¢ € [0, 1], donc on obtient
la majoration

1f = Bull < e+ 31

Puisque > 0 ne dépend que de f, il existe N € N* tel que Hf” < €. Alors pour tout
n> Nona ||f— Byl <26 Comme e > 0 a été choisi de mamere arbitraire, il s’ensuit
que la suite (B,,) converge uniformément vers f. O

Exemple 2.8.3 Prenons pour f la fonction valeur absolue sur [—1, 1]. Définissons une
suite de polynomes (P,) par Py = 0 et

Pun(X) = Po(X) 4 5 (X* — PA(X))

On peut montrer par récurrence que, pour tout n € N, on a 0 < P, (t) < P,y1(t) < |t
pour tout ¢t € [—1, 1], et en déduire que (P,) converge simplement vers la fonction valeur
absolue sur [—1, 1]. Par le théoreme de Dini 2.6.1 (a), comme la suite est croissante, la
convergence est uniforme.

Exemple 2.8.4 (Une application importante : les moments de f) Soit f: [a,b] —
R une fonction continue. Pour tout n € N posons

_ / o

On appelle m,,(f) le moment d’ordre n de f. Les moments de f contiennent beaucoup
d’informations sur les propriétés de f (voir par exemple 'article Wikipedia :
https ://fr.wikipedia.org/ wiki/Moment_(probabilités)). Montrons par exemple que si

b
Vn €N, / FO)tdt =0 (2.5)
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alors f est la fonction nulle. En effet, (2.5) implique que pour toute toute fonction po-
lynémiale P(t) = 3¢, a;t’ on a f: fOP)dt =30 a; fab f(t)tidt = 0. Alors si g est
une fonction réelle continue sur [a, b], et (P,) est une suite de fonctions polynomiales qui
converge uniformément vers g sur [a, b] (cette suite existe par Stone-Weierstrass), alors
f P, converge uniformément vers fg, car f est bornée sur [a, b] (cf feuille TD1, exercice
4). On déduit alors du théoréme 2.3.3 (b) que f; f(t)g(t)dt = lim,, 4o f: f(t)P(t)dt =
0. Pour g = f on obtient fab f(t)%dt = 0. Puisque f? est une fonction continue et posi-
tive, il s’ensuit que c’est la fonction nulle. Donc f est nulle.

Ce fait d’apparence seulement technique peut s’interpréter de la maniere suivante.
D’abord, considérons ’application

m: C%([a,b],R) — RY | f s (m(f))n-

Cette application est évidemment linéaire. Nous venons de montrer que m(f) = 0
implique f = 0, donc m est injective.
D’autre part, soit ’application :

(,): CO([a,b],]R)2 — ]Rb
(f.9) / F(Hg(t)dt.

ot C°([a, b], R) est le R-espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [a,b]. L’ap-
plication ( , ) est bilinéaire, symétrique, et définie positive : c’est donc un produit
scalaire sur C°([a, b], R). Le sous-espace R[X],4 C C%([a,b],R) formé par les fonctions
polyndémiales sur [a, b] a pour base les fonctions monomiales t — ", n € N. Alors le fait
ci-dessus montre que orthogonal de R[X](, 4 dans C°([a, b, R) est réduit a la fonction
nulle.
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Chapitre 3

Séries de fonctions réelles

Soit (fn) = (fn)nen une suite de fonctions réelles définies sur un ensemble non vide
I.

Définition 3.0.1 On appelle série de terme général f,, et on note Y fn, ou > >~ fn,
la suite de fonctions (gn), ot gn == > p_o fu- On appelle g, la n-iéme somme partielle
de la série. Lorsque la suite (g,) converge simplement, on appelle sa limite la somme

de la série Y fu.

En accord avec cette définition, on transfere nominativement a »_ f,, les propriétés
de (g,). Ainsi, on dit que > f,, converge simplement (ou uniformément, ou uniformément
sur les compacts) si la suite (g,) converge simplement (ou uniformément, ou uni-
formément sur les compacts). Et la série > f,, vérifie le critere de Cauchy uniforme si
la suite (g,) vérifie le critere de Cauchy uniforme ; cela s’écrit :

Ve>0,INeNm>n>N=|[[>" . fill <e

Lorsque Y f, converge simplement, sa limite f, qui est définie par f := lim, 1 gn,
vérifie bien entendu

Fa) = fula).

Les résultats du chapitre 2 ont des conséquences immédiates pour les séries de
fonctions. On décrit ces conséquences dans la section 3.1. La section 3.2 décrit trois
méthodes spécifiques aux séries pour démontrer la convergence uniforme.

On utilisera souvent les criteres de convergence des séries numériques vus en L1,
notamment :
— le critere de Riemann,
— le théoreme des gendarmes pour les séries numériques,
— deux séries dont les termes généraux sont équivalents et de signe constant
sont de méme nature,
— le critere spécial des séries alternées.
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Rappel : C’est un exercice classique, que vous avez certainement déja rencontré, de
montrer que la série 3 . X0 converge, et que la série 3 o, —SU" _ diverge. Leurs
q n>1 In(n) 8¢, et q n>1 In(n) 1 (—1)" &e-

termes généraux sont bien équivalents, mais pas de signes constants.

3.1 Théoremes d’interversion

Soit Y f, une série de terme général f,, ou les fonctions f, sont définies sur un
intervalle /. En appliquant les théoremes 2.3.3 et 2.5.1 aux suite de sommes partielles
(gn), on obtient immédiatement :

Théoreéme 3.1.1 (a) Si toutes les fonctions f, sont continues et la série y ", f, converge
uniformément ou uniformément sur les compacts, alors sa somme est une fonction
continue sur I.

(b) Si [a,b], a < b, est un intervalle inclus dans I, toutes les fonctions f, sont
intégrables sur [a,b], et la série Y f, converge uniformément, alors sa somme f est
intégrable sur [a,bl], et on a

/abf(t)dt = i:: /ab Fut)dt.

(c) Si I est ouvert, toutes les fonctions f, sont de classe C* sur I, la série des dérivées
> fr converge uniformément sur les compacts, et la série Yy, f, converge simplement en
au moins un point xo € I, alors la série Y, f, converge uniformément sur les compacts,
sa somme f est une fonction de classe C*, et sa dérivée f' est la somme de Y. f/.

3.2 Convergence normale, Abel et Cauchy U
Soit Y f, une série de fonctions réelles.

Définition 3.2.1 On dit que Y_ f,, converge normalement si & partir d’un certain rang
N toutes les fonctions f, sont bornées et la série réelle Y~ ° . || ful| converge.

Dans la suite, pour simplifier les notations on supposera que toutes les fonctions f,
sont bornées (donc N = 0 ci-dessus). On a :

Théoreme 3.2.2 Si la série Y f, converge normalement, alors elle converge uni-
formément.

Preuve. Soit € > 0. Si la série Y f, converge normalement, par le critere de Cauchy
pour la série numérique Y || f,|| il existe N € N tel que pour tous m > n > N on a
> renat |1fk]] < €. Alors par I'inégalité triangulaire il vient

[19m = gnll = 1 2ok 1 Frll < Dk 15l <€
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ou comme d’habitude g, désigne la m-ieme somme partielle de la série _ f,. Cela
montre que cette série vérifie le critere de Cauchy uniforme. Elle est donc uniformément
convergente. O

Attention, la réciproque est fausse en générale (voir I'exemple 3.2.5 (1)) !

Prouver la convergence normale est en pratique la méthode la plus utilisée pour
, . s . . o0
démontrer la convergence uniforme des séries de fonctions, car ) >~ \ || f.|| est une
série numérique, qu’on peut étudier a l'aide des criteres vus en L1.

Exemple 3.2.3 1. Soit a € [0, +oo[. Lasérie > ;2" /(n!) converge normalement
sur [—a, al, car sup|_, o [2"/(n!)| = a"/(n!) et la série réelle ) a"/(n!) converge
(eg. par critere de D’Alembert).
2. Soit a € [0,1[. La série Y, (—1)"z"/n converge normalement sur le segment
[—a,a], car sup_, , |2"/n| = a"/n, et la série véelle Y 7, a"/n converge (car
<Y a=1/(1—a)).

2 . ;. _ _nr2
3. Etudions la convergence de la série Y n~%z%e "

, ou a > 0. Regardons le

= 2 ,
267" Le terme en “a®” 1’écrase en

terme général de la série, f,(z) = n %z
0, et le terme en “e™™*7 Pécrase en +oo. 1l est donc vraisemblable qu’on ait
convergence normale sur R. On étudie la fonction f,, en n fixé. On a f!(z) =
n_a2;1:e_m2(1 —na?), et le tableau de variation de f,, montre que

sup |[fa(@)] = fu(£1/v/n) = 1/en**.

Voir 'exemple 3.2.8 plus bas pour une étude d'une série plus compliquée, sans
convergence normale.

Un autre critere tres utile en pratique pour démontrer la convergence uniforme
d’une série de fonctions réelles est la regle d’Abel uniforme, qui généralise la regle
)
d’Abel pour les séries réelles :

Théoréme 3.2.4 (Régle d’Abel uniforme) Soient (gn)nen €t (hn)nen deux suites
de fonctions réelles définies sur un ensemble I. On suppose que pour tout x € I la suite
réelle (g, (x))nen est positive décroissante, et que la suite de fonctions (g, )nen converge
uniformément vers ’application nulle. On suppose également qu’il existe M > 0 tel
que, pour tout n € N, on a

sup|th(x)| < M. (3.1)
Alors la série de terme général f,, := gph, converge uniformément.

Ce critere s’applique en particulier dans des situations ou ’on n’a pas convergence
normale.

Noter que la condition (3.1) signifie que les fonctions Y, _, hy sont uniformément
bornées, ie. majorées en valeur absolue par une constante indépendante de x € I et
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n € N. Il faut bien prendre garde a ne pas confondre cette propriété avec une quelconque
forme de convergence : typiquement, les fonctions ), _, hj, peuvent osciller entre des
valeurs négatives et positives non proches de 0 (prendre par exemple le cas ou hy est
constante égale a (—1)).

Exemple 3.2.5 1. D’apres le théoreme la série Y 2 (—1)"2™/n converge uni-
formément sur I = [0, 1] (prendre g,(z) = 2" /n et h,(z) = (—1)"). Par rapport
a lexemple 3.2.3 (2), la régle d’Abel nous fait gagner ici la convergence (simple!)
au point 2 = 1. Noter que la série ne converge pas normalement sur I = [0, 1],
puisque la série Y7 1/n diverge.
2. Soit (¢,) une suite réelle décroissante et de limite nulle. Alors Y >° ¢, cos(nz)
converge uniformément sur les compacts de |0, 7[. En effet, la regle d’Abel s’ap-
plique avec g,(z) = ¢, et h,(x) = cos(nz), en notant que

Z cos(kx) = Re <Z e““”)
k=0 k=0
i(n+1l)z _ 1
€
=Re| ————
¢ ( elr — ] )
6i(n+1)z/2 _ e*i(ﬂ‘i’l)ﬁ/? ei(n+1)x/2
= Re A . . A
eir/2 _ g—iz/2 eir/2

_ sin((n + 1)x/2)
sin(x/2)

cos(nx/2).

Puisque sin est croissante sur [0,7/2] on a sin(z/2) > sin(a/2) pour tout x €

[a,b] C]O, 7], et donc
Z cos(kx)
k=0

On obtient ainsi (3.1) avec M = 1/sin(a/2). Noter que ce majorant tend vers
+00 lorsque @ tend vers 0; en fait, la série Y~ | ¢, cos(nx) peut ne pas converger
en 0 (eg. c’est le cas si ¢, = 1/n) ou en .

PR
~ sin(a/2)

3. Par les mémes arguments on obtient que pour tout z € [a,b] C]O, 27| et tout

entier n on a
n
E cos(kx)
k=0

et le méme majorant vaut pour | > ;_,sin(kz)| (en remplacant Re par Im dans
le calcul).

1
= nin(sin(a/2), sin(6/2))

4. Posons f,(x) = (—1)"/(n+x), x €]0, +oo]. Lasérie ) | f,, converge uniformément
sur 'intervalle 0, +-00[, d’aprés la réegle d’Abel (prendre g,(z) = 1/(n+x)). Elle
ne converge pas normalement, car ||f,|| = 1/n. Pour tout & > 1 entier la série
des dérivées k-iemes f,(Lk) converge aussi uniformément, et méme normale-

ment, puisque |[f¥ || < kln=*D et la série Z n~ Y converge par critere de
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Riemann (on a supposé k > 1). Alors le théoréme 3.1.1 implique que la somme
f de > f, est une fonction de classe C* sur |0, +00].

Remarque 3.2.6 On peut parfois mener une étude détaillée de la fonction somme
d’une série uniformément convergente » f,. Ainsi, dans 'exemple 3.2.5 (4) ci-dessus,
en regroupant les termes deux a deux on voit tres facilement que f est positive, et de
méme que [’ est négative et donc f est décroissante. De plus, notons gy la N-iéme
somme partielle de la série > f,,. On peut remarquer que, par télescopage de termes
successifs, la N-ieme somme partielle de f(z + 1) + f(x) est égale a

(=D

1
1 = -4 —F—
g (@ +1) + gn(2) x+N+1+x

Donc
fl@)+ fle+1)= lim (gn(z+1)+gn(2)) =1/2.

On sait que f(1) = Y07 (—=1)"'/n = In(2) (voir cours d’intégration au premier
semestre ; alternativement, on peut utiliser le théoreme de convergence radial d’Abel
pour les séries entieres, cf feuille de TD3). Comme f est continue, lim, ,o+ zf(z+1) =
(lim, o+ z) f(1) = 0, et alors lim, o+ z(f(z)+ f(x+1)) = 1 implique lim, o+ zf(z) =
1, soit f(z) ~p+ 1/x. Enfin, l'identité f(z) + f(z + 1) = 1/ et I'encadrement (f est
décroissante)

f@)+ fle+1) <2f(x)
impliquent 1 < 2zf(z), d'on 1/2 < lim zf(x). De méme 2f(z) < f(x) + f(z — 1)

Tr—r—+00

implique 2z f(z) < z/(x — 1), d’ou 1131 xf(x) < 1/2. En conclusion, on a démontré
T—>+00
que f(x) ~ie 1/22.

Preuve du théoreme 3.2.4. Montrons que la série Z gnhy, vérifie la condition de Cauchy
uniforme. Soit € > 0. On doit montrer que | Y, _  gi(x)hy(z)| < € pour tout x € I
et tous n > m assez grands. Pour cela, on réécrit la somme y,_  gphy de la maniere
suivante (on appelle parfois cette réécriture la sommation par parties, ou transformation
d’Abel - cf Iarticle Wikipedia éponyme) :

Z grhi, = (gm_gm+1>hm+(gm+1_gm+2)(hm+hm+1>+(gm+2_gm+3)(hM+hm+1+hm+2)

k=m

+ oo+ (o1 — o) (B + A1 + - F hpe1) + gn(hon + At + hpas + ..+ hy).

(Noter les télescopages des termes successifs dans le membre de droite!). Puisqu’en
tout point x € I la suite (gr(x))r est décroissante, toutes les fonctions gy — gg1 sont
positives. On sait aussi que g, est positive, donc en appliquant I'inégalité triangulaire
au membre de droite on trouve

< Z Gk — Gk+1)
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Maintenant, pour tout k > m on a > v hy =S¢ h; — 327" by, donc ’Zf:m hi| <

2M par l'inégalité triangulaire et I'hypothese (3.1). Alors

Z gl

k=m

n—1
<2M Z(Qk — k1) +2Mg, < 2M gy, < 2M||gpl|.
k=m

La deuxieme inégalité vient du télescopage des termes de la somme. Puisque (g,)
converge uniformément vers 0, il existe N € N tel que m > N implique ||gn|| < €, et
donc |>°7_ gihi| < €, ce qu'il fallait démontrer. 0

En dernier ressort, pour vérifier si une série qui converge simplement converge
uniformément, il peut s’avérer crucial d’utiliser le critere de Cauchy uniforme (cf;
exemple ci-dessous). La Proposition 2.1.6 et la terminologie introduite au début de ce
chapitre impliquent immédiatement :

Proposition 3.2.7 Y f,, converge uniformément si, et seulement si, elle vérifie le
critére de Cauchy uniforme, ie. pour tout € > 0 il existe un rang N € N tel que pour
toutm>n>N ettoutx €1 on a

| frr1(z) + .o+ fl2)] < e

De maniére équivalente, > f,, converge uniformément si, et seulement si, la suite des
restes (Ry), ot Ry =Y "77 1 fr, converge uniformément vers 0.

Exemple 3.2.8 (Etude de la série de fonctions > o> gne ") On veut déterminer
le domaine de convergence simple et uniforme de cette série, pour en déduire si sa
somme définit une fonction de classe C*, voire méme trouver une formule “compacte”
de cette fonction (si possible).

D’abord on note que la série > ° ne ™ ne peut converger que si x > 0 (elle
diverge grossierement sinon). De plus, pour tout z > 0, ne™"™ = 0,_,400(n"2). La série
S>> n~% converge par critére de Riemann, donc par comparaison de séries a termes
positifs il vient que la série >~ ne™"* converge pour tout z > 0. Notons sa somme

nT

f:]0,4+00[ — R
x — > yne

Au vu du terme général de la série on devine un probleme de convergence uniforme
au voisinage de 0. En effet, si gy désigne la N-ieme somme partielle de la série, on
a gni1(z) — gn(z) = (N + 1)e” ™D Alors si on prend « suffisamment proche de
0, par exemple = 1/(N + 1), on obtient gy,1(7) — gn(z) > (N + 1)e!, et donc
llgn+1 — gn]ljo,400f = (N 4+ 1)e!. Cela montre qu’il existe € > 0, par exemple € = 1, tel
que pour tout N € N, il existe m,n > N tels que ||gn41 — gn|[jo,400] = €. Ceci contredit
la convergence uniforme.

Cependant, pour obtenir la continuité de f il suffit de vérifier qu’on a convergence
uniforme sur les compacts de ]0,+o0[. Or pour tout a > 0 on a ||ne ™||sc(a,+o0f =
ne ", et la série Y 2 ne " converge (voir plus haut). Donc la série Y > ne

—nx
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converge normalement sur tout intervalle [a,+oo[, et a fortiori sur les compacts de
10, +00[. D’apres le théoreme 3.1.1 (a), il s’ensuit que f est continue.

Le méme argument montre que pour tout k& € N* la série des dérivées k-iemes,
Yoo gne ", converge normalement sur tout intervalle [a, +00[, a > 0 (et ne converge
pas uniformément sur ]0, +o00]). D’apres le théoreme 3.1.1 (c), f est donc une fonction
de classe C* sur |0, +o0].

D’apres le théoreme de la limite double (théoreme 2.3.2), la convergence uniforme
de la série Y~ - ne”"" au voisinage de 400 implique

o

Amf@ =2, tim (e =0.

Enfin, les fonctions f,: z +— ne ™", n € N, sont toutes intégrables sur les segments de
]0, +00[. La convergence étant uniforme sur les compacts, on déduit du théoréme 3.1.1

(b) que pour tous 0 < xy < z,

t)dt = n(t)dt = —e TEO) = — .
IR S e Y e e =

T

Noter que pour tout z > 0 on a 0 < e® < 1, ce qui permet le calcul des séries
géométriques dans la derniere égalité. En dérivant, on obtient donc

e—:D

Vo >0, f(z) = (—1_161)/: 1o

3.3 Des fonctions continues nulle part dérivables!

Nous terminons ce chapitre par un exemple, peut-étre le plus simple, de fonction
continue qui n’est dérivable en aucun point, la fonction 7" de Takagi. Ells est définie de
la maniere suivante. Soit ¢: R — R la fonction distance a l’entier le plus proche :

¢(z) = inf,ez|z — n|.

Posons f,: R — R la fonction définie par f,(x) = 27"¢(2"x), et

T=> fu
n=0

Lemme 3.3.1 La fonction ¢ est continue.

Preuve. Soit € > 0 et x € R. On doit montrer que |¢p(x) — ¢(y)| < € des que y
est suffisament proche de x. On va montrer une propriété plus forte, a savoir : (*)
lo(z) — o(y)| < | — y| (¢ est donc 1-Lipschitzienne). En effet, pour tout y € R
etné€Zonalr—n|<|r—yl+|y—nl| donc ¢(z) < |x —y| + |y — n|, et ensuite
o(z) < |x—y|+é(y), en prenant I'inf sur les entiers a gauche puis a droite de I'inégalité.
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De méme, en majorant |y — n| on trouve ¢(y) < |z — y| + ¢(z). Les deux inégalités
montrent bien (*). O

Le lemme implique que chaque fonction f,, est également continue. Puisque ||f,|| <
27" il s’ensuit que la série > f,, converge normalement. d’apres le théoreme 3.2.2; on
a donc :

Lemme 3.3.2 La série T définit une fonction continue sur R.
Nous allons montrer :

Proposition 3.3.3 La fonction T n’est dérivable en aucun point.

Remarque 3.3.4 C’est un bon exercice de se faire une idée de ce a quoi peut ressem-
bler le graphe de T. En dépit de la proposition 3.3.3, la fonction T' vérifie de belles
propriétés : on montre sans difficultés qu’elle est périodique de période 1, telle que
T(z) =T(1—x), et de plus T'(z) = T'(2x)+¢(x) en tout point € R. Il n’est pas difficile
de montrer que fol o(z)dz = 1/4. Alors de tout ceci on peut déduire fol T(x)dx =1/2
(exercice!).

Pour contredire la dérivabilité d'une fonction en un point, le critere suivant s’avere
commode :

Lemme 3.3.5 Soit f :la,b|— R une fonction et xo €la,b]. Supposons que f est
dérivable en xq. Alors, si (a,) est une suite dans |a,zq| de limite xq, et (b,) une suite
dans [xo, b| de limite g, telles que b, # a, pour tout n € N, on a

lim f(bn) — flan)

n—+4o00 bn — Qp

= f'(z0). (3.2)

Preuve. Puisque f est dérivable en xy on peut y écrire son développement de Taylor
a lordre 1 : on a f(a,) = f(xo) + f'(z0)(an — o) + 0o(an — x0) et f(b,) = f(z0) +

[ (0)(bn — 20) + 0(by — @0), O limy oo o= = 0 = limy oy oo T b" obu=0) - AJors

f(bn) — flan)

o(bn, — o)  o(a, — xo)
bn — Qp ‘

= f'(z0) + -

bn_an bn_an

o(bn—20) ’ | o(bn— aco)| _

Maintenant 0 < b,—x¢ < b,—ay, donne| 0{bn—20) [, donc iy, o0 |2 i

n—0n
an—xo

0. De méme 0 < q,, — 29 < b, — ap, 1mphque hm,HJroo \ — | = 0. Ces deux limites
prouvent bien (3.2). O

Preuve de la proposition 3.5.3. Fixons un point o € R et montrons que T n’est pas
dérivable en xy en utilisant le lemme. Etant donné un entier naturel n, il existe un
unique entier j, tel que j, < 2"z < j, + 1 (si g > 0, j, = E(2"x0), et si 2y < 0,

Jn = E(2"z¢) — 1). Supposons par exemple que xy > 0 (la preuve est analogue pour

xo < 0). Posons ‘
Qy = Jn , b, =
on

Jn+1
2n
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On a bien entendu a,, < xy < b, et b, —a, = 1/2" — 0, n — 400. On va montrer que
w (=2™(T(b,) — T(ay,))) n’a pas de limite lorsque n — +o00.

Pour calculer T(b,) — T'(a,) on considere I'écriture de l'entier j, en base 2, c’est-
a-dire P'unique expression de j, comme une somme finie de puissances 2F, k € N, a
coefficients dans {0, 1} (je n’écris pas cette expression pour ne pas introduire/alourdir

de nouvelles notations...). Grace & cette expression on peut écrire
€k
an = E(an) + ) = (3.3)

ouey,..., e, € {0,1}. Notons que la somme ci-dessus s’arréte a l'indice k = n, car 2"a,,
est entier. De plus, pour tout m > n, 2"a, et 2™b, sont des entiers, donc ¢(2™a,) =
»(2™b,) = 0, puis f,(2™a,) = f(2"b,) = 0. Alors

Tn) —T(an) _ ., B U o
b o, 2 (L) = Tlan)) = ; 2"k ((2"D,) — $(2"a,)). (3.4)

Calculons la différence ¢(2%b,,) — ¢(2"a,,) pour chaque entier k entre 0 et n — 1. Comme
la fonction ¢ s’annule sur les entiers, il suffit de calculer sa valeur sur kb, et 2%a,
modulo Z. Or (3.3) implique

k. _ €k+l | Ek42 En
ZCLn:T—FT—'—...—FW mod(Z)
ki _ Ektl | Eky2 En 1
an:T—FT—F...—l—W—FW mod(Z).

La fonction ¢ évaluée au point 2¥a,, par exemple, est égale & la distance entre le
membre de droite et I’entier le plus proche; donc il faut I’encadrer, entre 0 et %, ou %
et 1; dans le premier cas ¢(2kan) sera égale au membre de droite, et dans le second cas
#(2%a,) sera égale & 1 moins cette expression. On scinde ce probleme d’encadrement
selon la valeur de e;11. Siegry =0, 0n a

S T
TR T T

1 l—5=) 11
4\ 1-% ) 2 ek

Done = + .+ 5220 € [0, 5[ et B + ...+ 522 + 55 €]0, 5], do

o T

ka1 Ek+2 En
Ohq,) = P 4 hE2
(b( a ) 2 + 4 + + 2n—k
Ek+1  Ek+2 En 1
okp,) = = 4 2R
¢( ) 9 + 4 + + on—k + on—k

et finalement ¢(2%b,) — ¢(2a,) = 5:=. Si exy1 = 1, on ajoute 3 au calcul ci-dessus
de %L + ..+ s22p, done EE + . 4 g2ap € 3,1, B+ 4 552 4 5y €]35,1], et
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finalement

B(2"b,) — p(2a,) = (1 — (L + .+ 52)) — (1= (B2 + .+ 520 + 555))
1
2nfk'

On déduit de ces calculs que Pexpression (3.4) devient w =p—qg=n-—2q, ou

p est le nombre de coefficients e égaux a 0 dans I'écriture (3.3), et g est le nombre de
ces coefficients qui sont égaux a 1. C’est donc un entier pair si n est pair, et impair si
n est impair. Il ne peut avoir de limite quand n — 400, donc le lemme 3.3.5 implique
que T n’est pas dérivable en x. O

La fonction de Takagi T' peut paraitre ”pathologique”, mais les fonctions continues
et nulle part dérivables ne sont pas rares. En fait, on peut montrer au niveau L3 que
ces fonctions forment un sous-ensemble “dense” (plus précisément, de complémentaire
maigre) de I'espace vectoriel C([0,1],R) muni de la topologie définie par la norme de
la convergence uniforme! D’autres exemples célebres de fonctions continues sur R et
nulle part dérivables sont les fonctions de Weierstrass, de la forme

o
Jap(w Za”cos

n=0

on0<a<letab>1. A ce sujet je conseille la lecture des articles Wikipedia sur les
fonctions de Weierstrass et les fonctions continues nulle part dérivables.
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Chapitre 4

Séries entieres réelles

Définition 4.0.1 Une série entiére est une série de fonctions Y~ fn 0t fr : R = R,
n € N, est de la forme f,(x) = a,x"™ pour un a, € R.

On notera souvent . a,z" la série entiere Y~ a,z™.

Une série entiere > a,z" est une sorte de “polynéme infini” | qui en tant que fonction
possede un certain domaine de définition (”ventuellement vide!), ie. le lieu en tout
point duquel la série converge. On peut toujours Iidentifier avec la suite (a,) de ses
coefficients (comme tout polynéme). Elle peut étre définie par une suite (a,) lacunaire,
ie. ayant des termes nuls. Par exemple > 7 /22" est définie par la suite (a,) telle que
a, = 1 si n est pair et a,, = 0 sinon.

Par analogie avec I'ensemble R[X] des polynomes a coefficients réels, on note R[[X]]
I’ensemble des séries entieres réelles considérées formellement, c’est-a-dire en négligeant
toute question d’évaluation en les points x € R, ie. en négligeant les problemes de
convergence. On appelle ses éléments les séries formelles, et on les note > a, X™ plutot
que Y a,x". Toujours comme pour les polynémes, on peut munir I'ensemble R[[X]]
des opérations suivantes. Soient A = > a,z, et B = > b,z" deux séries formelles et

A € R. Alors :
e la somme A+ B est la série Y ¢, X", ou ¢, = a, + by ;
e la produit AB est la série Y d, X", ou d, = > ;_,akb,—; (noter que AB =
BAY);
e le multiple AA est la série > e, X", ou e, = A\a,;
e la série dérivée A" est > (n+ 1)a, 1 X"
Les opérations ci-dessus munissent R[[X]] d’une structure structure d’anneau, qui
sera étudiée dans 'UE “Groupes et Anneaux II” en L3. Dans ce cours nous nous
contenterons d’utiliser le fait suivant :

Théoréme 4.0.2 Une série formelle Y a, X™ € R[[X]] est inversible si, et seulement
si, ag # 0.

Preuve. Si T = ZanX” est inversible, son inverse S = anX” vérifie ST =
Z d, X" =1 (ou les coefficients d,, sont définis ci-dessus), et donc dy = agby = 1. Ceci
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montre que ag est non nul. Réciproquement, supposons ag # 0. Une série S = Z b, X"
est 'inverse de T si et seulement si ST" = 1, ce qui se traduit par les conditions agby = 1
et d, = ZZZO arb,—r = 0 pour tout n > 1. On pose donc by = 1/ay, et par récurrence
b, = —agl > oy by pour tout n > 1. Ceci construit 'inverse S de T O

Notons que l'inverse d’une série formelle, lorsqu’il existe, est unique. Voici un
exemple fondamental :

Lemme 4.0.3 La série Y X" est inversible dans R[[X]], d'inverse 1 — X.

Preuve. On vérifie immédiatement par télescopage que (1 — X) > X" = 1. L'unicité
de I'inverse conclut. O

Dans ce chapitre on apporte des réponses aux questions suivantes :

— comment déterminer le domaine de convergence d’une série entiere ?

— les opérations définies formellement ci-dessus correspondent-elles aux opérations
analogues sur les fonctions sommes de séries entieres, dans un domaine de conver-
gence approprié ?

— que peut-on dire des fonctions sommes de séries entieres (quelle est leur régularité,
leur croissance...) ?

4.1 Rayon de convergence

Clairement une série entiere converge toujours en 0 et sa fonction somme f vérifie
f(0) = ap. Soit donc ) a,x" une série entiere. L’ensemble

X :={z € R | la suite (|a,z"|) est bornee}

est non vide, puisqu’il contient 0. C’est un intervalle, puisque si z,y € X et x < y,
pour tout z € [z,y] on a |z| < max(|z|,|y|), et donc |a,z"| < max(|a,z"|, |a,y"|). 11
s’ensuit que la suite (|a,z"|) est bornée, donc z € X.
Si X est borné on note
R:=sup X € R;. (4.1)

Sinon on pose R = 4o0. Evidemment on peut aussi écrire :
R = sup{r € [0, +oo] | la suite (|a,|r") est bornee}.

Théoréme 4.1.1 Supposons que R # 0. La série > a,z" converge normalement sur
les compacts de | — R, R|, et elle diverge grossiérement en x si |x| > R.

Preuve. La deuxieme affirmation est évidente, car si |z| > R, alors par définition de R
la suite (Ja,z"|) n’est pas bornée, et donc ne converge pas vers 0. Ceci montre bien que
la série Y a,x™ diverge grossierement.

Pour la premiere affirmation, on doit montrer la convergence normale sur tout
intervalle fermé borné inclus dans | — R, R[; un tel intervalle est toujours contenu dans
un intervalle de la forme [—r, 7], avec 0 < r < R. Fixons s > 0 tel que r < s < R. Par
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définition de R la suite (|a,s"|) est bornée. Si K en est un majorant, alors pour tout

n € Netze[-rr]onal|ar" = |a,s"[.]2]" < Ka", ol a := max<(|%]) =% < 1.
La série Y o™ converge, donc pas comparaison de séries a termes positifs, la série
> apx™ converge normalement sur [—r, 7). O

Le théoreme implique immédiatement :
Corollaire 4.1.2 On a R = sup{r € [0,+o0[ | > a,r™ converge}.
Des théoremes 3.2.2 et 3.1.1 (a), on déduit aussi :

Corollaire 4.1.3 La somme f de la série Y a,z™ est bien définie et c¢’est une fonction
continue sur l'intervalle | — R, R].

Définition 4.1.4 On appelle R := sup X le rayon de convergence de la série entiére
Y ayx™, et | — R, R[ son intervalle de convergence.

Pour savoir si la série Y a,2" converge aux bornes +R de I'intervalle de convergence, il
est nécessaire de faire une étude spécifique. Tous les cas de figures peuvent se produire.
Par exemple :

e le rayon de convergence R de la série Y x™/n est égal a 1, car Y r"/n < > r"
converge pour tout 0 < r < 1 et Y r"/n diverge lorsque r > 1; la série est
convergente en —1 (par la régle d’Abel) mais diverge en 1.

e le rayon de convergence de Y nz™ est aussi 1 (car la suite (|na"|) est bornée si
|z| < 1 vu qu’elle est convergente de limite 0), mais elle diverge en 1 et en —1.

e le rayon de convergence R de la série Y In(n)"a™ est égal a 0, car pour tout
r > 0 la suite ((In(n)r)") tend vers +oo lorsque n — +o0.

"]

La définition (4.1) et le critére suivant sont certainement les outils les plus puissants
pour calculer le rayon de convergence d'une série entiere. Rappelons que pour toute
suite réelle (u,), on pose limsup u, := 400 si la suite n’est pas majorée, et sinon on
définit lim sup u,, comme la plus grande des valeurs d’adhérence de (u,,).

Théoréme 4.1.5 (Formule d’Hadamard-Cauchy) Soient > a,z™ une série entiére,
R son rayon de convergence, et | = limsup,,_, . {/|a,| € Ry U{+o00}. On a :

e R=0sil=4o00;

e R=1/l sil e Ry \{0};

e R=+4o00 sil=0.

Preuve. Si | = 400, par définition de limsup il existe une sous-suite ( *"Y/|aym)|) telle
que
limy, o0 #N/|agm)| = +00.

Soit x € R*. Il existe alors N € N tel que n > N implique

/ 2
w(n) |a<p(n)| > m7
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soit encore ¢®/|aymml|z] > 2, donc |apma?™| > 2¢. Par propriété d'une suite
extraite on a ¢(n) > n, donc la suite (a,x") n’est pas bornée. On a pris x € R*
quelconque, donc R = 0 d’apres (4.1).

Supposons maintenant que [ € R,. Pour tout z € R on a

limsup,,_,, . {/]ana™| = l|z|.

Si 1 =0, ceci implique que pour tout = € R la suite (|a,z"|) est bornée (encore par
définition de limsup). De (4.1) on déduit que R = +o0.

Sil# 0et|z| < 1, alors limsup,_, o {/|a,z"| < 1, et il existe N € N tel que
n > N implique |a,z"| < 1. La série > a,y" est alors (absolument) convergente en
tout point |y| < |z|, puisque pour tout n > N on a |a,y"| = |a,z"].[4]" < o, ol
a = % < 1, et que la série Y a™ converge. On a seulement supposé |z| < %, donc
ceci montre que R > § d’apres le corollaire 4.1.2. Mais si |z| > 1, comme dans le cas
[ = 400 on déduit que la suite (a,z") n’est pas bornée, donc R < %, et finalement

R:%. O

Comme pour les séries numériques on dispose aussi du critere de D’Alembert, qu’on
rappelle ci-dessous. Ce critere une conséquence de celui d’Hadamard-Cauchy ; il est plus
faible car il ne s’applique qu’aux séries qui peuvent s’écrire sous la forme > a,z™ ou
(a,) est une suite non lacunaire, et il a plus de formes indeterminées.

(Critere de D’Alembert) Soit (a,) une suite réelle telle que a, # 0 & partir d'un
certain rang. Supposons que la suite (%) converge dans R. Alors la série entiere
> anx™ a pour rayon de convergence

R= lim ( 2 ). (4.2)

n—-+oo |an+1|

De maniere plus précise, la série > a,z™ :
e converge absolument des que que |z|limsup(|a,11/a,|) < 1,
e diverge grossierement des que |z|liminf(|a,1/a,]) > 1.

Preuve. (Directe) Notons ' := lim,, 1« |@n11|/|an|. Supposons que z € R vérifie |z| <
1/l (ie. x est quelconque si I" = 0). Comme lim,_, |anr12|/|an] = Ulz] < 1, pour
tout r > 0 tel que l'|lx| < r < 1, il existe N € N tel que |a,i12|/|a,] < r dés que
n > N. Or pour tout £ € N non nul on a

|an+k‘| _ |an+1| |an+2| |an+k|
|| |an| |l

|Gn+k—1 | .

Donc pour tout M > N,

M MoNY M-N
Z lanz"| = |lanz?]. Z % |2*| < |ana™| Z r* (4.3)
n=N k=0 | N k=0

La série Y r™ converge, donc par comparaison » |a,z"| converge également. Cette
conclusion a lieu pour tout |z| < 1/I', donc R > 1/I'. Enfin, si |z| > 1/l" et I'|x] >
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r > 1, on a |a,12|/|a,| > r pour tout n assez grand, et I'inégalité (4.3) montre que
la série diverge grossicrement. Donc R = 1/I'. On adapte facilement ces arguments
pour montrer que la série converge absolument (resp. diverge grossierement) des que
|z| lim sup(|any1/an|) < 1 (resp. |z|liminf(|a,41/a,|) > 1).

(Via la formule d’Hadamard-Cauchy) D’apres le théoreme 4.1.5 il suffit de montrer
que I" := lim,_, 4o <|a"“|) est égal & limsup {/|a,| € Ry U {+00}. Soit I’ > € > 0, et

|an| n—-+o0o

N € N tel que n > N implique

l/ _ |an+1|

€< <l'+e.
|an|
Pour tout & € N non nul on a 2t = lenci] laneal = lansrl - qone
lan] lan| “lant1] lantr—1l

(I' —e)F < % < (' +e)f
N

puis
(I' = &)¥lay| < |lansr| < (I + €)¥|ay].
On passe a la racine N + k-ieme et on calcule la limsup : on a

limsup "R/ (I' + €)klay| = limsup "/ (I' £ €)k . limsup " R/|ax|

k—+o0 k——+o0 k——+o0

et limsup,_,, . "R/(I' £e)k =1"*+eet limsup,_, ., “R/|an| =1 (par définition de la
fonction g/, sachant que N est fixé). Donc

I'—e <limsup,_, o "/|ansi| <! +e.

On peut prendre € > 0 arbitrairement petit, donc cela prouve que limsup,,_, .. ¥/ |a,| =
', ce qu'il fallait démontrer. a

Exemple 4.1.6 : calculs de rayons de convergence & comportements aux
bornes. Pour chacune des suites (a,,) ci-dessous, R désigne le rayon de convergence de
la série > a,z™ :

1. a, =2V", R =1, la série diverge en —1 et en 1;

2. a, =1+4" R=1/4, la série diverge en —1 et en 1;

3. a, =1/(n+1)?, R =1, la série converge (absolument) en —1 et en 1;

4. a, =1/2n+1 sin est pair et 1/77,2 si n est impair, R = 1 via Hadamard-Cauchy;,
la série converge en —1 et diverge en 1;

5 a,=n", R=0;

6. a, = 1/n!, R =400 (appliquer le critere de d’Alembert) ;
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7. a, =In(n!)?, R =1 : une premiére méthode consiste & remarquer que
lim,, o Vn! =400

d’aprés Hadamard-Cauchy et 1’exemple 6 ci-dessus, donc lim,,_,  In(n!)/n =
400 en prenant le logarithme. Ceci permet de calculer

3
n : 1
R = hm ¢ = hm ﬂ =1.
n—+00 Ayt n—+oo \ 1 4 I;n?n!)

On peut aussi utiliser “I’argument savant”, la formule de Stirling
nl ~n"taemy/ 2w, n — +00.

Cette formule implique que In(n!) ~ nln(n). Par comparaison de séries a termes
positifs équivalents il vient que R est aussi le rayon de convergence de la série
S™(nln(n))3z™, et le critere de D’Alembert donne facilement R = 1.

8. a, = (sinh(L) + Cosh(%))"Q, R = ¢! : on calcule un développement limité de a,,
lorsque n — +o0, d’ou 'on tire que lim,,_, ., a, = e.

9. ag =0, et a1 = v/n+ a, pour tout n € N, R = 1 : on encadre, par exemple
on prouve facilement par récurrence que 1 < a,, < 2n pour tout n > 1, donc

1 <lim, 1o a, <lim, ., V2n = 1.

10. a, = (n!)? si n est premier et a,, = 0 sinon, R = 0 : en effet on a

limsup {/a, = lim {/(ph)? = +o0

n—s—+00 p premier—-+oo
(cf 6. ci-dessus).

Théoréme 4.1.7 Soient A := > a,a™ et B := ) b,a™ deux séries entiéres de rayons
de convergence Ry et Rp respectivement, et C := A+ B et D := AB les séries somme
et produit de A et B. Posons R := min(Ry4, Rg). Alors :

(a) Le rayon de convergence de C' est supérieur ou égal a R, et égal a R si Ry # Rp.
(b) Le rayon de convergence de D est supérieur ou égal a R.

Preuve. (a) Pour tout |z| < R les séries numériques Y a,z™ et > b,z" convergent,
donc leur somme C' := > (a, + b,)x™ converge (théoreme de L1 sur la somme de deux
séries réelles convergentes). Ceci prouve que le rayon de convergence de C' est > R. Si
de plus R4 # Rp, par exemple Ry < Rp, alors A diverge et B converge sur |R4, Rp|,
donc C' diverge sur cet intervalle. Ceci prouve que le rayon de convergence de C' est
inférieur ou égal a R4 (qui vaut R). Par double inégalité, le rayon de convergence de
C est R.

(b) Soit x €] — R, R[. Les séries numériques > a,z" et > b,x™ convergent absolu-
ment. Donc leur produit de Cauchy converge aussi (théoréeme de Mertens). Mais leur
produit de Cauchy est la série D. Donc le rayon de convergence de D est supérieur ou
égal a R. O
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Exemple 4.1.8 Les exemples ci-dessous montrent que les bornes dans les deux items
du théoreme sont optimales :
1. Pour (a) : la somme des séries Y 2" et > —z" vaut 0 et a un rayon de conver-
gence infini bien que les rayons de convergence des deux séries soient égaux a
1.
2. Pour (b) : (cf. Lemme 4.0.3) le produit des séries Y 2" et 1 — x vaut 1 et a un
rayon de convergence infini, bien que le rayon de convergence de Y x™ soit 1.

4.2 Dérivabilité, intégrabilité

Les deux théoremes qui suivent sont les outils principaux que 'on utilise pour
déterminer la fonction somme d’une série entiere ) a,z™ sur son intervalle de conver-
gence. Ils permettent souvent de trouver une équation différentielle dont > a,z™ est
solution, et que I'on peut résoudre (cf. les exemples plus bas).

Théoréme 4.2.1 Soit A := ) a,z™ une série entiere de rayon de convergence R.

Alors :

(a) la série dérivée A" :=>"(n+ 1)a,112" a pour rayon de convergence R.

(b) si f est la fonction somme de la série A sur| — R, R, alors f est de classe C'
et sa dérivée est la somme de A" sur | — R, R].

(*) Preuve. (a) On détermine le rayon de convergence de A" a1'aide de la formule d’Hadamard-
Cauchy : on a
n 1 1
limsup v/(n + 1)ap41 = lim V/n+ 1. limsup( "/a, 1) =l =
n—s+00 n—+00 n—s+00 R R

(prendre le logarithme pour se convaincre de la derniere égalité!). Alternativement,
voici un argument direct. Pour tous r,7" > 0 on a

n+1 /r\"
(n + 1)an+1(r/)n = (an+1rn+1>-7 (;) .

. . / N . , .
Sir > on a lim,_ "TH( )™ = 0 par les regles de croissances comparées, donc si

,
(a,r™) est une suite bornée, ?(n + Dan1(r")") Test aussi. Ceci montre que le rayon
de convergence R’ de A’ est > R. Réciproquement, si R > R et ' > 0 est tel que
R' > 71" > R, on écrit a, ()" = (n+ l)anﬂ(r’)".n’il, ott la suite ((n 4+ 1)an1(r)")
est bornée par hypothese. Alors (a,41(r')"*?) est aussi bornée, ce qui contredit la
définition de R. Donc R’ < R, et finalement R = R’.

(b) Puisque A’ converge normalement sur les compacts de | — R, R], le théoréme de
dérivabilité et de continuité des séries de fonctions nous garantit que f est de classe C*

sur | — R, R[ et que f’ est la limite de la série A'. O

Remarque 4.2.2 Le comportement de A" au bord de I'intervalle de convergence n’est
pas forcément le méme que celui de A. Par exemple, A := > 2" /n converge en —1 et

A" =" a™ diverge en —1.
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Corollaire 4.2.3 Soient A := ) a,x" une série entiére de rayon de convergence R,
et f:]— R,R[— R la fonction somme de A. Alors [ est de classe C*°, et pour tout
ne€Nona

_ ()

n!

Qp,
En particulier, il y a une unique série entiére dont f est la somme sur | — R, R|.
Preuve. Pour la premiere affirmation, on applique le théoreme 4.2.1 aux séries dérivées
successives de A. La formule de a,, vient en évaluant en 0. O

Concernant l'intégrabilité, tout se passe “aussi bien”. Le résultat suivant est une
conséquence immédiate des théoremes 4.1.1, 3.2.2 et 3.1.1 (b) :

Théoréme 4.2.4 Soient A := > a,2™ une série entiére de rayon de convergence R #
0, et f: |—R, R[— R sa fonction somme. Alors f admet une primitive F': |— R, R|— R
qui s’annule en 0, et qui est la somme de la série entiere

An  pt1 f(0) n+1
2 aii® _Z(nﬂ)!x '

n=0 n=0

En particulier, si [a,b] C] — R, R[ et [ est intégrable sur [a,b], alors

b 00
/ fla)da = Z nC:r_z : (bn+1 _ an-l—l) .

n=0

Exemple 4.2.5 : calculs de sommes.

1. La série A := > 2™/(n!) a un rayon de convergence infini, et sa somme f est
la fonction exponentielle. En effet, A’ = A, donc la somme f' de A’ vérifie
f' = f sur R d’apres le théoreme 4.2.1. La fonction exp est aussi solution de
cette équation différentielle ; comme elle ne s’annule pas, on peut considérer la
fonction g = f/exp sur R. On a ¢’ = (f exp —fexp)/exp® = 0, et g(0) = 1,
donc g est la fonction constante égale a 1. Il s’ensuit que f = exp.

2. La série A := > (=1)""12"/n a un rayon de convergence égal & 1. Notons f sa
fonction somme, définie sur | — 1, 1[. Le rayon de convergence de la série dérivée

A = Z(—l)"m” est aussi égal a 1, et on sait que la somme de cette série sur

] — 1,1[ est la fonction x — 1/(1 + z) (Lemme 4.0.3). Donc f'(z) = 1/(z + 1),
d’apres le théoreme 4.2.1. Puisque f(0) =0, on a f(z) = In(1 4+ z) sur | — 1, 1]
(rappelons que la fonction In est définie comme “la primitive de 1/z qui s’annule
en 17.

3. Quelle est la somme de la série Y (n + 1)z™? Son rayon de convergence est
R =1, et pour tout |z| < 1 on a

Z(n+ 1)z" = Z (:1:”“)/ = <Z$"+1>I = (1 i r 1)/ - (1 _13;)2

ou 'on utilise le théoreme 4.2.1 dans la deuxieme égalité.
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4. Quelle est la somme de la série > ”n—*,lx” ? Son rayon de convergence est R =

+00. En réindexant et en utilisant I'exemple 1 on obtient Y Zz™ = 3% o= L ot =
x +°% l,x = ze”, donc par addition de séries entieres de rayon de convergence

1 onaZ:”Jrl " =e"(z+1).
5. Quelle est la somme de la série ) ﬁx” ? Le rayon de convergence est R = 400.
Si z > 0, posant y = v/ on peut écrire
eve +emVE

., 1 o, e +e?
me :Zmy -— = 5 = cosh(vx). (4.4

Sixz <0, posant y = +/—x on peut écrire

Z W&:" = Z ((Znil y*" = cos(v/—x).

On peut démontrer la derniere égalité de trois facons :
e soit en multipliant y par ¢ dans (4.4), ce qui transforme le membre de gauche

en Y. %y%, et en observant que cosh(iy/—z) = cos(v/—z);
e soit en observant que cos™ (0) vaut 0 si n est impair et (—1) si n = 2p, puis
en utilisant le théoreme 4.3.8 puis le corollaire 4.3.2 ci-dessous pour identifier

1" 9n cos(™) (0
> Gy = 30 iy & cos(y)
e soit en dérivant deux fois I’expression, de sorte a vérifier que la série Z @ ))

"
est I'unique solution de 'équation différentielle f” + f = 0 telle que f(0) =
ap=1et f(0) = a; =0, c’est-a-dire cos(y).
6. Quelle est la somme de la série > (n? +1)3" 12" ? Par le critere de D’Alembert,
R = 1/3. On réécrit la série de maniere a faire apparaitre les séries de sommes
connues. Comme n? + 1 = (n+2)(n + 1) — 3n — 1, pour tout |x| < 1/3 on a

Z(n2 + 1)3n+1
=3 (Z (n+2)(n+1)3z)" =3 (n+1)(3z)" +2Z(3x)”)
:3(% H—%(ZSx )+223x )

" 1 1 / 1
= = 2
3(9(1—3:6) 3(1—3x>+ 1—33:)

Ou 'on utilise la somme > (3z)" = 1/(1 — 3x), |z| < 1/3.
7. Quelle est la somme de la série Zn 2 n(n—l 2™ 7 Clairement R = 1. On peut

+ — (décomposition en éléments simples) et utiliser le

écrire ﬁ
développement de ln(l x) (cf. Pexemple 2. plus haut) pour les deux séries qu’'on

obtient. Alternativement on peut dériver la somme f de la série sur 'intervalle

de convergence, | — 1, 1[, ce qui donne par le théoreme 4.2.1 :
+oo 1
/ n—1
P =3 e = =
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Donc f(z) = f(0)+ [ f'(t)dt = (1 —z)In(1 — z) + z.

8. Quelle est la somme f de la série 7% 4% 27?2 Le rayon de convergence est 1.

4(n+3-3) "0 3
bopit An _ 4(n+3-3) 12
On écrit 2t = = =5~ =4 — ==, donc
+o0 +0o0o ~+00
dn n r .,
n=0 n=0 n=0
La premiere série a droite vaut ﬁ La somme ¢ de la seconde série vérifie
9(0) = 3, et sur les intervalles | — 1,0[ et ]0, 1[ on peut diviser par  :
+oo +oo 2
1 1 1 1 x
n_ - n+3 _ —In(1 = B
HZ:OTL—F?)I x3nzzon+3x x3( n(l-z) - 2)
Donc
1 _ 0
= six =
_ ) 3
g(z) = 1 x? )
= —ln(l—x)—x—E six €] —1,1[\{0}.

(Bien que ce ne soit pas explicite, ’expression pour x €] — 1, 1[\{0} se prolonge
bien en x = 0 de maniere infiniment dérivable!). Finalement on en déduit

0 siz=0
D= T B (ma—n v+ 2 sivel- L0}

1—2z

4.3 Fonctions développables en série au voisinage
de 0, théoreme des zéros isolés

Le corollaire 4.2.3 montre que les fonctions qui sont sommes de séries entieres ont un
développement de Taylor en 0 qui converge en tout point de 'intervalle de convergence
| = R, R]. Cette propriété remarquable justifie de donner un nom a ces fonctions :

Définition 4.3.1 Soit R > 0. On dit qu’une fonction f: |— R, R|— R est développable
en série entiere, ou simplement développable en série, s’il existe une série entiere
> apx™ de rayon de convergence supérieur ou égal a R, telle que pour tout x €] — R, R|
on a f(x)=> ax".

St I C R est un voisinage de 0, on dit qu’une fonction f: I — R est développable
en série au voisinage de 0 s’il existe € > 0 tel que | — €,¢[C I et la restriction de f a
| — €, €[ est développable en série.

Avec cette terminologie, le corollaire 4.2.3 implique :

Corollaire 4.3.2 Si f est une fonction développable en série dans un voisinage de 0,
son développement en série dans ce voisinage est

I £(n)
ey = 70,

n=0

n!
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Nous verrons plus loin que la plupart, sinon toutes les fonctions manipulées jusqu’en
L1 sont développables en séries au voisinage de 0 ou un autre point (cf. les sections 4.4
et 4.6). Cependant il existe des fonctions de classe C* qui ne sont pas développables
en série entiere. Par exemple :

Corollaire 4.3.3 La fonction f: R — R définie par f(z) = exp(—1/2?) sixz # 0, et
f(0) =0, et de classe C* mais n’est pas développable en série au voisinage de 0. Méme
chose pour la fonction g: R — R définie par g(x) = exp(—1/z) six > 0 et g(x) =0 si
z < 0.

Pour la preuve nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.4 Soit [ :]a,b[— R une fonction continue. On suppose qu’il existe ¢ €]a, b|
tel que f est dérivable sur |a,c| et sur |c,b], et que les limites lim;_, .+ f'(t) existent,
sont finies et égales. Alors f est dérivable en c et f'(c) vaut la valeur commune de ces
limites.

Preuve. Soit © €]a, c¢[. D’apres le théoreme des accroissements finis il existe t €]z, ¢| tel
que f(c) — f(z) = f'(t)(c — x). Prenons la limite t — ¢~. On a

c)— flx
lim f'(t) = lim o= f@) _
t—c— T—cT cC—X
qui est la dérivée a gauche de f en c. Ceci montre que [ est dérivable a gauche en
c. Par le méme raisonnement, f est dérivable a droite en c et la dérivée a droite est
fi(e) = limy_,.+ f'(t). Mais on sait que f est dérivable en c si et seulement si f est
dérivable a droite et & gauche en ¢ et les dérivées a droite et a gauche f;(c) et fy(c)
sont égales. a

Preuwve du Corollaire 4.3.3. On vérifie facilement par récurrence que pour tout n € N,
il existe un polynome P,(X) € R[X] et d,, € N tels que pour tout = # 0,

1) = T 1),

Je laisse la vérification en exercice. Donc lim,_,o- f™(2) = 0 = lim,_,o+ f™ (x) par
croissances comparées. Grace au lemme, dans le cas n = 1 on en déduit que f est
dérivable en 0 et f'(0) = 0, puis par récurrence immédiate que f est infiniment dérivable
en 0 et fM(0) = 0 pour tout n € N. Si f avait un développement en série > a,z"
dans un voisinage de 0, on aurait donc a,, = 0 pour tout n € N (Corollaire 4.3.2), soit
f =10. Or ce n’est pas le cas. Des arguments similaires s’appliquent a la fonction g. O

Voici une autre conséquence du corollaire 4.3.2, qui montre la “rigidité” des fonc-
tions développables en séries, une autre de leurs propriétés remarquables.

Corollaire 4.3.5 Soient R > 0, et f,g: | — R, R[— R deuz fonctions développables
en série. S’il existe un intervalle | — €,€[C] — R, R| contenant 0 et tel que f et g sont
égales sur | — €, €[, alors f = g sur| — R, R[. En particulier, si f est nulle sur | — €, €|,
elle est nulle sur ] — R, R|.
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Preuve. En considérant la différence f — ¢ il suffit de prouver la derniere affirmation.
Or, si f est nulle sur | — €, €[, toutes ses dérivées sont nulles en 0. Le corollaire 4.3.2
implique alors que f = 0. O

Comme pour les polynomes, si f: |— R, R|— R est développable en série, si f(x) =0
on dit que x est un zéro de f.

Théoréme 4.3.6 (Zéros isolés) Si f est une fonction non identiquement nulle et
développable en série au voisinage de 0, et f(0) = 0, alors il existe € > 0 tel que 0 est
le seul zéro de f dans Uintervalle | — €, €.

Preuve. Par hypothese il existe € > 0 tel que f est développable en série sur | — €', €'[.
Soit > a,z™ son développement en série. Puisque f n’est pas identiquement nulle
et f(0) = ap = 0, a, # 0 pour au moins un entier n > 1. On peut donc écrire
f(z) = 2%g(x) o k est le plus petit entier tel que a; # 0, et g est la somme de la série
Z:ﬁ% an 412", Clairement g a le méme rayon de convergence que f, et g(0) = ax # 0.
Comme g est continue sur | — €', €'[ et g(0) # 0, il existe € > 0 tel que € > € et g(x) # 0
pour tout = €] — ¢, ¢[. Or 2* ne s’annule dans | — ¢, €[ qu’au seul point = = 0, donc il en
va de méme de f(x). O

Ce théoreme permet d’obtenir I’énoncé suivant, qui renforce considérablement le
corollaire 4.3.5. En effet il montre que toute fonction développable en série au voisinage
de 0 est completement déterminée par ses valeurs sur n’importe quel sous-ensemble
infini ayant 0 pour valeur d’adhérence. Cette propriété est un peu analogue au fait que
deux polynomes de méme degré et égaux en un nombre fini suffisamment grand de
points (deg+1 points suffisent) sont égaux.

Corollaire 4.3.7 Soient f et g deux fonctions développables en série au voisinage de
0 et soit I un intervalle contenant 0 sur lequel f et g sont les sommes de leur séries.
S’il existe une suite réelle a termes non nuls (x,) incluse dans I telle que (x,) converge
vers 0 et f(x,) = g(z,) pour tout n, alors f = g sur I.

Preuve. Supposons que h = f — g n’est pas identiquement nulle sur /. D’apres 1’hy-
pothese, h(z,) = 0 pour tout entier n. Comme (x,) converge vers 0, cela implique

que h posséde une infinité de zéros dans tout intervalle | — €, e[C I. De plus, h(0) =
lim,, o0 h(2,) = 0. C’est en contradiction avec le théoreme des zéros isolés, donc
f=g O

Finalement, quelles sont les fonctions de classe C* qui sont développables en série
au voisinage de 07 Le résultat suivant donne une condition suffisante, qui s’exprime en
terme de croissance de la suite des dérivées (comparer avec 'exemple 4.1.6 (4)).

Théoréme 4.3.8 Soient a > 0 et f: | —a,a]— R une fonction de classe C* telle qu’il
existe r > 0 et M > 0 tels que
Mn!
Va €] — a,af,¥n € N, | f™(z)] < 2. (4.5)

Tn

Alors f est développable en série entiére sur|— R, R[, ot R = min(a, ). En particulier,
s’il existe une constante K telle que sup,cy ||f®|| < K, alors f est développable en
série entiere sur | — a,al.
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Preuve. L’hypothese implique que ]f O |z|m < M des que |z| < min(a,r) = R,

donc d’apres la définition (4.1) la série entlere > e )x a un rayon de convergence
supérieur ou égal a R. De plus, I'inégalité de Taylor 1mphque que pour tout x €] —a, a
et N e N, ona

N )
'f(x) B F(0) n

n!
n=0

|x|N+1 | |N+1

(N+1)
su <M .
(N+ 1) te[gg] |f ( )‘ - rN+1

Le membre de droite tend vers 0 lorsque N tend vers +oo et || < r, donc f(z) =
> %x" sur | — R, R|. Ceci prouve la premiere affirmation.

Pour la seconde affirmation, montrons que la condition (4.5) est vérifiée. Notons
que pour tout r > 0 on a lim, :‘—,'L = +o0o (cf. par exemple les arguments au début
de l'exemple 4.1.6 (6), au bien observer que pour tout M > 1, si n est assez grand tel
que 2 > M alors ("ka) > M’“;‘—,’L qui tend vers +oo avec k). Donc il existe N € N tel
que - > K pour tout n > N. Posons

! K
M = n:%nllnN <::L—n) , M = max (M’ 1) )

Sin> N,ona || f™| < K < 2 d’apres I'hypothese et la définition de N, et sin < N
ona|[fM < K =4 .M < £ 2 Dans le premier cas, I'hypothese (4.5) est vérifiée

avec la constante M = 1, et dans le second cas elle est vérifiée en prenant M = %

Comme 7 est quelconque, R = min(a,r) = a, et le développement en série a lieu sur
tout | — a, al. O

4.4 Les fonctions usuelles

Voici les développements en série entiere de quelques fonctions usuelles, et les in-
tervalles sur lesquels ces développements sont valides :

ix:Zx” ezl < 1
:Z(—l)"x” ezl <1
e’ _Zn' ,x€eR

In(1+ ) = Z( 1)"“””; Jz| < 1
sin(z) = Z(—mm zeR
cos(x) = Z(—l)” én)' ,x €R
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U TS S

x z] <1
vt n!
, (2n)! a2t
arcsin(x) = Z (e 20 7 1 | <1
22+
arctan(z) = Z<—1)”2n - Jzl < 1
arccos(z) = g — arcsin(x) x| < 1.

Le développement de ﬁ vient du lemme 4.0.3 (son rayon de convergence est évidemment

1), et celui de 14%1 en substituant —z a x. Les développements de €® et In(1 + x) ont

été obtenus dans les exemples 4.2.5 (1) et (2).

Pour sin (et pareillement cos), on peut utiliser le théoréeme 4.3.8. La fonction sin est
de classe C*° sur R, et pour tout k € N on a sin®®) = 4 sin ou = cos, donc ||sin® || < 1.
Alors la seconde affirmation du théoreme implique que sin est développable en série
enticre sur R. Comme sin™(0) = £sin(0) = 0 si n est pair, et sin™(0) = (—1) si
n=1+2p,ona

, sin™(0) " L
sin(x) = Z %x = Z ﬁx :

Le développement de (1 + x)® sera démontré en TD. En prenant a = —1 et en substi-
tuant 2° a z il vient

(1 + 1,2)—1 _ Z _1<_2)<_n?')) c (_n> ($2)n
= 1y

avec rayon de convergence 1. Comme arctan’(z) = (14+22)"!, le théoréme 4.2.4 implique

t2n+1 T
mmm—mm@:Z“WbﬁJo

" $2n+1
=> (-1
2n+1

pour tout |z| < 1. On peut procéder de la méme maniére avec arcsin et arccos, en
prenant « convenable (exercice!).

Grace au théoreme 4.1.7, on peut déduire des développements en série des fonctions
ci-dessus ceux des sommes et produits de ces fonctions. Par exemple, par décomposition
en éléments simples puis substitution des développements en série entiere on a :

1 2 1 i :
1-z)(1-22) 1-22 1-= =2) (22)" =) @
= 2:(2”Jrl — 1)z™.

Ce développement est valide pour |z| < 1/2, puisque 1/2 est le rayon de convergence
des séries > (2x)" et > (2" — 1)a™.
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4.5 Substitution des séries et composition des fonc-
tions

Nous avons montré dans les sections précédentes que la somme, le produit, la
dérivation et l'intégration des séries entieres correspondait a ces mémes opérations
sur leurs fonctions sommes. Dans cette section nous montrons qu’il en va de méme
pour la substitution des séries, versus la composition des fonctions sommes.

Considérons tout d’abord le cas des polynomes, puis celui des séries formelles et
enfin les séries entieres.

Soient P(X) := N Ja, X" et Q(X) := M b,, X™ deux polynémes & coefficients
réels. On dit que le polynéme

PoQim T yon (St

est obtenu par substitution de () dans P. Il est évident que, si p et ¢ sont les fonctions
polynomiales réelles définies par P et (), alors pogq est la fonction associée au polynome

[

P o @ (ce qui justifie la notation “o”). Il n’est pas difficile de montrer les propriétés
suivantes : pour tous P,@Q, R € R[X] on a :

(P+Q)oR=PoR+QoR
PQoR=(PoR)(QoR)

(PoQ)oR=Po(QoR)
(PoQ) =(PoQ)Q.

On va utiliser le lemme suivant :

Lemme 4.5.1 Supposons que P et QQ sont comme plus haut, et by = 0 (autrement dit
X divise Q). Si on pose PoQ) = Zi/i]g e X*, alors pour tout K € {0,1,...,min(M, N)},
cx dépend uniquement des coefficients ag, aq,...,ax et by,... bk.

Preuve. Posons P = Py + X5 TPy et Q = Q) + XKT1Q,, ot P (X) = Zf:o ar X* et
Q1(X) = Zf:o b X*. Nous allons montrer que pour tout K € {0,1,...,min(M, N)},
le coefficient de X dans P o Q est le méme que le coefficient de X% dans P; o Qy, ce
qui implique le résultat du lemme. On a :

PoQ=PoQ+Q""PoQ="Po(Q+X""Q)+Q""PoQ.

Le binéme de Newton appliqué a (Q1 + X*™Q,)™ montre que, pour tout n € N, le
coefficient de X* dans (Q1 + X KHQg)” est le méme que le coefficient de X dans
Q7. Ainsi, le coefficient de X* dans P; o @ est le méme que le coefficient de X* dans
Py 0 Q. Puisque X divise Q par hypothese, X* %! divise Q¥ (P, 0 Q), et donc le
coefficient de X* dans Q"™ (P, o Q) est nul. Finalement, le coefficient de X* dans
P o @ est le méme que le coefficient de X% dans P, o Q;. O
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o0

neo nX™ est une série formelle, on pose

Passons aux séries formelles. Si S := >

n

Sln] == Z ap X"

k=0

et on dit que S[n] est la troncature a l'ordre n de la série S'; c’est un polynome de
degré au plus n. Si S := > ja, X" et T := > > b, X" sont deux séries formelles, et
by = 0, on définit la série formelle

SoT:=> c,X" (4.6)

n=0

de la fagon suivante : pour tout n € N, ¢, est le coefficient de X" dans le polynome
S[n] o T'[n]. On dit que S o T est la série obtenue par substitution de T dans S. Le
résultat suivant, qui est une conséquence du lemme 4.5.1 et impose donc que by = 0,
montre que cette définition de S o T est “stable” :

Proposition 4.5.2 Soient S ==Y a, X" etT := 3> b, X" deux séries formelles,
avec by = 0. Pour tous l,m > n, la troncature de S[l|oT[m] a l'ordre n et la troncature
de S[n] o T[n] a l'ordre n sont égales.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du lemme précédent sur les polynoémes. O

On peut vérifier, en utilisant les formules analogues pour les polynomes, que 'opération
de substitution des séries formelles a les propriétés suivantes :

(S14+S2)oT =510T+Sy0T

S1S20T = (S10T)(S0T)
(SoT)oU=So(ToU)
(SoT) =(S"oT)T".

ou 51,55, 1,5 et U sont des séries formelles, et le coefficient constant de T et U est
nul (afin que la substitution ait un sens). On remarquera que, si le coefficient constant
de T et U est nul, alors le coefficient constant de 7" o U est nul.

Exemple 4.5.3 LSiS:=%>" XtetT:=> " X" alors SoT =57 ¢, X"
ol ¢y = 1, ¢; est le coefficient de X dans 1+ X, soit ¢; = 1, ¢5 est le coefficient de
X? dans le polynome 1+ (X + X?) + (X + X?)?, soit ¢y = 2, c3 est le coefficient
de X? dans le polynome 1+ (X 4+ X2+ X3) + (X + X2+ X3)? (X + X2+ X?)3,
soit c3 = 4, etc.

2.8 9 =Y X et T = Y20 (—1)"H1X" alors S = (1 — X)™! d’apres le

n=1

lemme 4.0.3, et 1 — T = (1 + X)~*. Donc
SoT=(1-T)"=1+X.

Nous pouvons maintenant passer aux séries entieres, et aborder le résultat principal de
cette section :
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Théoreme 4.5.4 Soient S =Y~ ja,a" et T := > b,a" deuz séries enticres de
rayons de convergence Rg, Ry > 0, et de sommes [ :|— Rg, Rs[— R et g :] — Ry, Rp[—
R respectivement. On suppose que by = 0. Alors il existe € > 0 tel que :

(a) € < Ry et pour tout v €] — €, €[ la série Yy~ |by|z" converge et sa somme est
inférieure strictement a Rg.

(b) le rayon de convergence de la série entiere SoT' est supérieur ou égal d €, et sa
somme sur | — €, €[ est fog.

Preuve. (a) La série H := ) |b,|2" a pour rayon de convergence Ry (eg. par la formule
d’Hadamard-Cauchy). Soit h: | — Ry, Rr[— R la somme de H. Puisque by = 0, on a
h(0) = 0. Puisque h est continue et h(0) = 0, il existe € > 0 tel que ¢ < Ry (afin que h
soit définie sur | — €, ¢[) et |h(z)| < Rg si |z] < e.

(b) Soit x¢ €] — €, €[, ol € est comme ci-dessus. On doit montrer que la série S o T
converge en zy. Commencons par exprimer S o T. Pour tout n € N notons

T .= Zk dn,ka

la série formelle T a la puissance n; les coefficients d, ; sont obtenus par produits
de Cauchy n — 1 fois de T avec elle-méme (le produit de Cauchy AB de deux séries
formelles A et B est rappelé sous la définition 4.0.1). Puisque by = 0, le plus petit degré
de X dans 7™ est n, donc d, , = 0 pour tout k& < n. En remplacant brutalement X"
par 7" dans la série ) a, X™ on obtient la série formelle double

> an ) dnpXh (4.7)
n k

On va montrer que cette série double converge en xy, et qu’elle coincide avec S o T,
définie dans (4.6).

D’abord, T" et T ont le méme rayon de convergence Rr, alors |rg] < ¢ < Ry
implique que la série Y, |d,k|.|z0|* converge. De plus, I'inégalité triangulaire sur les
coeflicients |d, x| (ou les d,; ont été obtenus par produits de Cauchy, cf plus haut)

donne .
> "l il Jzol* < (Z|bk|.|m0|k> . (4.8)
k k

Notons M := 3" |by||zo[F. D’apres (a) on a M < Rg, donc la série > |a,|M™ converge.
D’apres (4.8), on a

D lanl Y dngl-Jaol* < 3 Jan| M7,
k

n

donc

Z || Z |y |- |z0|"  converge.
n !

Par le théoreme classique sur les séries doubles il s’ensuit que :
e la série Y, = a,d, ,zk converge et a pour somme Y a,g(xo)" = f o g(xo);
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e on peut permuter les sommes en k£ et n, donc

Zandmk:p’g = Z (Z andn,k> :Elg.

k.n k n

Dans cette deuxieme écriture, le coefficient ) a,d, ) de :clg a tous les d,, , = 0 pour
n > k. Ce qui reste est le coefficient de zf dans SoT'. Conclusion : SoT' (o) = fog(wo).
O

Corollaire 4.5.5 Si f et g sont des fonctions développables en série au voisinage de
0 et g(0) =0, alors f o g est développable en série au voisinage de 0.

Voici une application fondamentale de ce résultat :

Corollaire 4.5.6 Soit I est un intervalle qui contient 0 en son intérieur, et f: I — R
une fonction telle que f(0) # 0. Si f est développable en série au voisinage de 0, alors
1/f est développable en série au voisinage de 0. Si la série de f est F, alors F est
inversible et la série de 1/f est F~'.

Preuve. Notons f(z) = > a,z" au voisinage de zéro. Comme f(0) = ag # 0 par
hypothese, on peut diviser par ag : en substituant S := Z:g Z—Zx” a x dans la série
entiere U := (1 +z)~' = > (—1)"2", on obtient

1 1 1

—=—>"=—UoS.

f ao(l —|— S) ao
On obtient a droite le développement en série de 1/f. O

4.6 Fonctions développables en série au voisinage
d’un point

Soient [ un intervalle de R, f: I — R une fonction et xq € I un point de l'intérieur

de I.

Définition 4.6.1 On dit que f est développable en série entiére au voisinage de xg si
la fonction g: x — f(x + xo) est développable en série au voisinage de 0.

De maniére équivalente, f est développable en série entiere au voisinage de x
s’il existe une suite réelle (a,) et € > 0 tels que |vg — €,x9 + €[C I et pour tout
x €lrg —€,x0+ €[ on a :

flx) = Z an(x — x)". (4.9)

La théorie des fonctions développables au voisinage de 0 se transpose immédiatement
aux fonctions f: I — R développables au voisinage de x( intérieur a /. Ainsi :

e f est de classe C*™ sur |zg — €,z + €[;
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e Dans le développement en série (4.9), pour tout n € N on a

J (o)

a‘?’L = ‘ Y
n.

e (théoréeme des zéros isolés) si f est nulle (respectivement constante) dans un
voisinage de xy, ou seulement sur une suite non stationnaire de I qui converge
vers g, alors f est nulle (respectivement constante) sur |xg — €, zo + €.

Exemple 4.6.2 1. La fonction exp est développable en série au voisinage de tout
point g € R, et ce développement prend la forme, pour tout = € R,

zo

o0
e

E —(x — xo)"
n!

n=0

2. Moins banal : le logarithme f: 2 — In(z) est développable en série au voisinage
de 1, puisque x — In(1 + z) est développable en série au voisinage de 0 et sa

série converge sur | — 1,1[. Le développement en série de In au voisinage de 1
est : -

) =3 ey e

n(r) = ——(x — x

ot n 7 )
Plus généralement : pour tout a > 0, le développement en série de f au voisinage
de a est
o n+1
In(x) ) + Z (x—a)" ,z €]0,2d]. (4.10)

n=1

En effet, la fonction g définie par g(r) := In(z + a) = In(a) + In(1 + Z) est
développable en série pour —1 < % < 1, soit lorsque 0 < = + a < 2a. Le
développement (4. 10) découle alors de celui de In(1+%) ; on peut aussi remarquer

que f"(a)/n! = ¢"(0)/nl = (~1)"*! /na".

3. On asin(z) = Y 7, (é;i)f)!xz”“ pour tout z € R, mais aussi, en développant

au voisinage de —27 et en utilisant le fait que la fonction sinus et ses dérivées
sont 2m-périodiques :

o0 1 n
sin(x Z 271—_'_)1)(96 om)Htl |z eR.

n:O

On peut remarquer que les termes de la somme ne sont pas des fonctions 27-
périodiques, mais qu’on obtient cependant 'identité (!) :

= n 2n+l = (_1)n 9 2n+1
—_— , v eR.
Z 2n+ Zg(2n+1)!(x+ ) v

n:()
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Une question naturelle se pose : supposons que f: I — R est une fonction
développable en série au voisinage d'un point xy € I; soit alors € > 0 tel que f(z) =
Yoo g an(z — )" pour tout T €]xzg — €, Tg+ €|, et x1 €]xg — €, 9+ €. La question est :

Est-ce que f est aussi développable en série au voisinage de x1 ?

La réponse est oui : f est la somme d’une série de la forme Y b, (z —x1)" sur le
plus grand intervalle |z; — ¢, 21 + €'[ inclus dans ]Jzg — €, 7o + €[. Ce résultat est formulé
dans le théoréme suivant lorsque xo = 0 (€ est noté R, x1 est xg, et € est r); le cas
général s’en déduit par translation.

Théoréme 4.6.3 Soient R > 0 et f: | — R, R|— R une fonction développable en série
entiere. Alors f est développable en série au voisinage de tout point o €] — R, R[. Plus

précisément, si on pose r := R — |xo|, alors pour tout x €|xg —r,xo +1r[ C | — R, R|
on a .
- Zf—("%)@—xo)n. (4.11)
— n!

Preuve. Posons f(z) =) a,a™, v €] — R, R|. Montrons que la série ) e (IO (x —x0)"
est absolument convergente. Par le théoreme de dérivation des séries entleres pour tout
k€ Non a

o
I
k n. n—k
< g -_— .

|
F® (z0)] = ok

Alors

|f< (o)] nek | 1
Z 0) |z — x|k<z Z\an\ ]1:0| k k‘x—x0|k (4.12)
k=0 \n=k
5 (z ealCElrol*o — |) |

k=0 \n=k

Maintenant, si 'on permute les sommes en k et n on obtient

o0 n o0
S o (zcmxow-%—xow) _ S Jaul (0] + o — )"
n=0 k=0 n=0

Pour tout = €Jxg —r,xg +7[ C ] — R,R[ on a
|zo| + |z — zo| < |zo| + 7 = R.

Donc la derniere série ci-dessus converge. Par le théoreme classique sur les séries
doubles, cela montre que la série double Y > a, (3 _, Crag " (x — z)*) converge,
et qu’on peut permuter les sommes en k et n. On peut donc reprendre le calcul a partir
de (4.12) sans les valeurs absolues; les inégalités deviennent des égalités, et on obtient

finalement - x(’)( —z0)" =" aya™. O
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Le résultat suivant améliore le théoreme des zéros isolés ; 'amélioration tient en ce
qu’on ne demande pas que la limite de la suite (a,) soit 0. Par translation se résultat
s’étend immédiatement aux fonctions développables au voisinage d'un point xgy quel-
conque.

Corollaire 4.6.4 Si f: | — R, R[— R est une fonction développable en série entiére,
et f s’annule sur un intervalle dintérieur non vide, ou seulement s’il existe une suite
non stationnaire (a,) incluse dans | — R, R[ et convergente dans | — R, R| et telle que
f(an) =0, alors f est la fonction nulle.

Preuve. Soient (a,) une telle suite et 2 sa limite. D’apres le théoreme 4.6.3, f est
développable au voisinage de g, et d’apres le théoreme des zéros isolés au voisinage
de g, il existe € > 0 tel que f est nulle sur Jzg — €, 29 + €[. Soit ]a, b le plus grand
intervalle inclus dans | — R, R[ qui contient xy et tel que f soit nulle sur ]a,b[; donc
la, b[ est la réunion de tous les intervalles ouverts qui contiennent zy et sur lesquels f
s’annule. On a a < b, car |xg — €,z + €[Cla, b[, et toutes les dérivées de f s’annulent
sur |a,b[. Si b # R, par continuité, f et toutes les dérivées de f s’annulent en b. De
plus, f est développable en série entiere au voisinage de b par le théoreme 4.6.3, et la
formule (4.11) implique que ce développement en série est nul. Il existe donc € > 0 tel
que f est nulle sur |b — €,b + €'[. Ainsi, f est nulle sur Ja,b + €[, ce qui contredit la
maximalité de ]a, b[. Donc b = R. Le méme raisonnement montre que a = —R. a

Remarque 4.6.5 Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle aussi fonctions ana-
lytiques réelles les fonctions définies sur I et développables en série au voisinage de
tout point de I. On peut montrer que ces fonctions sont plutot rares dans I’ensemble
des fonctions de classe C*° sur I. A I'inverse, il existe une notion de dérivabilité pour
les fonctions d’une variable complexe, et une notion, analogue a celle de ce chapitre,
de fonction qui admet un développement en série entiere d’une variable complexe en
tout point d'un ouvert de C, et ces deux notions coincident. La théorie des fonctions
analytiques d’une variable complexe est donc beaucoup plus riche que dans le cas réel.
Elle est étudiée en L3 et M1 dans les UE “Fonctions holomorphes”.

4.7 Une application aux équations différentielles

Voici une méthode tres classique pour déterminer des solutions développables en
séries entieres (au voisinage de 0, pour simplifier) d'une équations différentielle ordi-
naire :

e On commence par supposer qu’il existe une solution de I’équation développable
en série entiere au voisinage de 0, y(z) = Z anx";

e on dérive terme a terme cette série pour exprimer y'(z), y"(x), etc..., et on
injecte les résultats dans I’équation ;

e par des changements d’indice, on se ramene a une expression Z b,z" = 0, ou
la suite (b,) s’écrit en fonction de la suite (a,);
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e par unicité des coefficients d’une série entiere, on sait que b,, = 0; on essaie alors
d’en déduire (a,), en fonction éventuellement de certains parametres ;
e on vérifie que la série entiere Z ap,z" a un rayon de convergence non nul; sa
somme y est alors une solution de I’équation différentielle.
Cette méthode permet souvent de déterminer toutes les solutions de ’équation. On
renvoie aux nombreux cours et exercices en ligne sur les équations différentielles (par ex.
sur Bibmath, ou en tapant "séries entieres Wronskien” dans votre moteur de recherche
préféré) pour des développements sur ce sujet. Nous nous contentons ici d’appliquer la
méthode sur un exemple ; nous en verrons d’autres en TD.

Un exemple : ’équation différentielle de Bessel d’ordre 0,
2%y (x) + 2y (z) + 2%y (x) = 0. (4.13)

Les coefficients de cette équation sont des fonctions continues sur R. On cherche une so-
lution J: R — R. On pose J(z) = Z a,x", et on suppose que le rayon de convergence
R de J est non nul. Alors pour tout x €] — R, R on a

“+00 400
2J(z) = g anx"“:g o
n=0 n=2

+o00

zJ' () = Znanx”
E

22 J"(z) = Zn(n — Da,z".
n=2

Donc J est solution de I’équation (4.13) si, et seulement si,
oo
axr + Z (n(n — )a, + na, + a,—2)x" =0,
n=2

Puisque les coefficients d’une série entiere sont uniquement déterminés par sa somme,
et qu’ici on obtient 0, on a a; = 0 et chaque coefficient de la somme est nul, soit
ap = —Qp_2/ n? pour tout n > 2. Par une récurrence immédiate il vient as,1 = 0 pour
tout n € N, et la suite ag, est déterminée par ag; en fait

(=1)"
mais il n’est pas nécessaire de le savoir pour ce qui suit. Si ag = 0, J est la série nulle.
Si ag # 0, alors as, # 0 pour tout n € N et on peut appliquer le critere de D’alembert

a la série numérique E agn ™. On a

33'2

a2(n+1)$2(n+1)

a2n$2n

lim

n—-+o0o

donc J a pour rayon de convergence R = +o00 : c¢’est une solution de (4.13) définie sur
R. Clairement, si on note Jy la solution telle que J(0) = ag = 1, alors J = agJp.
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Remarque 4.7.1 L’équation (4.13) est linéaire d’ordre 2. D’apres les théoréemes connus
sur les équations différentielles ses solutions forment un espace vectoriel de dimension
2. Nous venons d’en déterminer un sous-espace, la droite engendrée par Jy, qui est
la solution telle que Jy(0) = 1 et J{(0) = 0. On appelle Jy la fonction de Bessel de
premiere espéce et d’ordre 0 (voir Particle Wikipedia “Fonction de Bessel” pour son
histoire et des généralisations).

Exercice : En utilisant la méthode ci-dessus, montrer que 1’équation différentielle (ou
neN):
2y () + (2n + 1)y (2) + 2y(x) = 0 (4.14)

n!
admet comme solution sur R la fonction y(z) = —1YP—(z/2)%.
V) = Y1 w/2)
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Chapitre 5

Séries de Fourier

5.1 Fonctions et séries de R dans C

Dans les chapitres précédents nous avons considéré des suites et séries de fonctions a
valeurs dans R. Nous allons maintenant expliquer comment les notions de convergence
que nous avons rencontrées se généralisent aux suites et séries de fonctions vectorielles,
ie. & valeurs dans RY, ot N € N*. Pour simplifier les notations nous développons le
cas de R?, le cas général se faisant de la méme maniere.

Nous utiliserons la terminologie suivante :

— Nous dirons qu’une suite ((ay, b, ))nen de R? converge si les suites réelles (a, )nen
et (b, )nen convergent. On pose alors

lim (an,b,) = < lim a,, lim bn>.
n——+0o n—-+o0o n——+o0o

— Soit ((an, bn))nen, une suite de R?. On appelle série de terme général ((an, bn))nen
la suite (Sy), ou Sy = Z]kvzo(an, bn). On note cette série Y > (an,b,) ou
> (an,by), et on appelle Sy la N-ieme somme partielle de la série. Nous dirons
qu’une série S de terme général ((a,, b,))nen converge si les séries réelles (a,)nen
et (by)nen convergent. On pose alors

Z(an,bn) = (Z an,an> :

De méme, S est absolument convergente si les séries réelles de terme général
(an)nen €t (by)nen le sont.

— Si I est un ensemble non vide et f: I — R? est une fonction, il existe un unique
couple (f1, f2) de fonctions de I dans R tel que f(t) = (f1(t), f2(t)) pour tout
t € I. On écrit f = (f1, f2). Si I est une partie de R, on dit que f est continue,
dérivable, de classe C*, etc. en un point de I (ou sur I tout entier) si f; et f, le
sont. On pose alors [’ := (f], f5). Si [a, b] est un intervalle contenu dans I, on
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dit que f est intégrable sur [a, b] si f et fo le sont, et on pose

/abf(t)dt = (/ab fi(t)dt, /ab fz(t)dt) .

Il est facile de vérifier que la dérivation et 'intégration des fonctions a valeurs
dans R? sont des opérations linéaires. De plus, si ’'on définit le produit de fonc-
tions f = (f1, f2) et g = (g1, 92) de I dans R? par fg = (fig1, fog2), on vérifie
sans peine que si f et g sont dérivables, alors (fg)' = f'g + fg'. Si h est une
fonction d’une variable réelle qui est dérivable et a valeurs dans I, on a aussi

(foh) = (f oh)(h k). Enfin, si f est de classe C* la fonction

F(z) = /$ f(t)dt

vérifie F' = f.
Petit exercice : Vérifier les affirmations dans le paragraphe ci-dessus!

On peut identifier I’ensemble des nombres complexes C & R? via I’application

2
t— R (5.1)
z +—— (Re(z),Im(z)).
Sous cette identification, une suite de nombres complexes (z, ),en est identifiée a la suite
(Re(2n), Im(25,)),,cy de R?, et par définition on dit que (2, ),en converge si (Re(zy))
et (Im(zy)),,cy convergent.

Toutes les notions décrites ci-dessus pour les séries & valeurs dans R? s’appliquent
donc aux séries complexes, S = 3 z, ot (z,) € CV. On peut démontrer comme dans
le cas réel le théoreme suivant, vu en L1 :

neN

Théoréme 5.1.1 (cf. L1) Si S; := Zan et Sy 1= an sont deux séries a termes
complexes ay,, b, qui convergent absolument et ont pour limite ly et ly, alors leur produit
de Cauchy S = ch, ol ¢, = ZZ:O arpbn_1, converge absolument et a pour limite
lil5.

De méme, les notions décrites ci-dessus pour les fonctions & valeurs dans R? s’appliquent
aux fonctions a valeurs complexes f: R — C, et on appelle Re(f) := fi et Im(f) := f,
la partie réelle et la partie imaginaire de f.

Exemple 5.1.2 (La fonction ¢ — ¢", t € R) Ce que nous venons de voir donne un
sens a la dérivabilité des fonctions de R dans C. Alors une question naturelle est :

Que peut-on dire de la fonction qui ¢ t € R associe ¢ € C ? Est-elle continue, de
classe C ? Exprimable en série entiére ?

Pour répondre a cette question, rappelons que par définition, pour tous a,b € R on
e = cos(b) 4+ isin(b) , e = %™ = e cos(b) + ie®sin(b).
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A : : 7 . s’ . . ; [N 1 g /
A T’aide des formules trigonométriques on vérifie facilement que e e+ = gata’+ib+¥)

De plus, pour tout ¢ € R on a (en séparant les termes pour n pair et n impair)

e : )n e nt2n nt2n+1

it
> CF =y iy G 52

n=0 n=0

On reconnait a droite les développements en séries entieres de cos et sin en 0. Nous sa-
vons que ces développements convergent normalement sur tout compact de R. D’apres
la discussion qui précede le théoreme 5.1.1 nous pouvons donc dire que la série (5.2)
converge normalement sur tout compact de R. De plus, sa somme est cos(t) +isin(t) =
e’*. En conclusion, ceci montre que 'application t — e définit une fonction développable
en série entiere sur R, de développement (5.2). Elle est donc de classe C*. En fait, via
l'identification (5.1) on a

f'(t) = (cos(t),sin(t))" = (—sin(t), cos(t)) = ie™.
Plus généralement, pour tout £k € R on a

(e*Y = ike™t, (5.3)

Exemple 5.1.3 (La série ¢*, z € C, et les calculs de sommes) Pour tous réels
a,b € R, en utilisant la formule du binéme de Newton pour développer (a + ib)" on
obtient

> a+zb S Nm—
Z Zznukln_ a* (ib)"™*

S
Il
o
3
o
B
|

A droite on reconnait le produit de Cauchy des séries S°°° oS et Yo n,n (nous
venons de donner un sens a cette derniere série dans I'exemple (5.1.2)). Pulsque ces

b
deux séries convergent absolument, le théoreme 5.1.1 implique que la série "7 atf, )"
converge absolument et que sa somme vaut e®e® = ¢

On peut donc écrire e* = EZO:O 2 pour tout nombre complexe z. En particulier,

pour tout réel t on a :

(e}

= i %elmt)t” = Re (i (e:)n> = Re (ete“> .

n=0 n=0 n=0

Maintenant te” = ¢ cos(t) + it sin(t), donc €' = ¢"“® (cos(¢sin(t)) + i sin(tsin(t))).
En conclusion,

o0 t -
§ SO0 g _ greost) ot sin(1)).

n!
n=0
Comme exercice on peut calculer de maniére analogue, par exemple, les sommes des

= oo sin(2nt) 4n cos(nt
séries Y7, S o 300 | st
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5.2 Les espaces Dy, et C'M>,

Pour toute fonction f: R — C et tout réel t € R notons f(t7) = lim, 4+ f(2)
lorsque cette limite a un sens, et de méme f(¢7) = lim, ;- f(x).

On va désormais travailler avec les espaces de fonctions suivants :

Cor = {f: R — C continue et 2r—periodique}

f: R — C continue par morceaux, 2m—periodique
Dy, = 1
o et telle que Vt € R, f(t) = - (f(t7) + f(t1))
CM,, = {f: R — C continue par morceaux et 2r—periodique} .

Afin de bien comprendre ces définitions, rappelons d’abord qu’une fonction f: R — C
est T-périodique, T' € R, si pour tout =z € R on a

fla+T) = f(x).
En pratique nous utiliserons souvent le fait suivant.

Lemme 5.2.1 Soit [a,b] un segment de R, et f: [a,b] — C une fonction telle que
fla) = f(b). Il existe une unique fonction f: R — C qui soit (b — a)-périodique et
vérifie fiay = f-

Preuve. Les propriétés de f impliquent immédiatement son unicité. Il suffit donc de la
construire. Elle est définie par f(:L’) = f(x —n(b—a)) pour tout z € R, oun € Z est
I'unique entier relatif tel que z —n(b—a) € [a,b[. En fait, a < x—n(b—a) < b implique
nb—a) <x—a< (n+1)(b—a),soit encore n < =2 < n + 1, donc n est la partie

—a

entiere de (x —a)/(b— a). O

Exemple 5.2.2 La fonction f: [—m,n] — C définie par f(0) = f(—m) = f(7) = 0,
constante égale a 1 sur |0, 7[, et constante égale a —1 sur | — m,0[, se prolonge de
maniére unique en une fonction f € Dy, Celle-ci vérifie f(km) = 0 pour tout k € Z,
et f est constante égale & 1 (resp. —1) sur chaque intervalle |2k, (2k 4+ 1)7[, k € Z
(dessiner le graphe de f1).

Rappelons aussi qu’une fonction f: [a,b] — C est continue par morceaux s’il existe
une subdivision finie
a=ap< a1 < ...<Qp1<a,=2"

du segment [a, b] telle que f est continue sur chaque intervalle |a;, a;41[, 7 € {0,...,n—
1}, et admet une limite a gauche finie en chaque point ay,...,a,, et une limite a
droite finie en chaque point ayg,...,a,_1. En d’autres termes, f peut étre prolongée

continuement sur chaque intervalle [a;, a;41] (mais pas plus). On dira que la subdivision
est adaptée a f. Une fonction f: R — C est continue par morceaux si elle I’est sur tout
segment.
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Une fonction T-périodique f: R — C est alors continue par morceaux s’il existe
un segment [a, b] de longueur T'= b — a sur lequel f est continue par morceaux. Cest
clair en pensant au graphe de f, mais justifions-le précisément. Supposons que cette
condition est vérifiée. Tout segment de R est inclus dans 'union d’un nombre fini
d’intervalles translatés [a,b] + nT, n € Z. Chacun de ces intervalles est muni d’une
subdivision, translatée d’une subdivision de [a, b] adaptée a f. Donc leur union aussi.
De plus, pour tout x € [a,b] + nT on a, par T-périodicité,

fa*) = f(2* = nT) = f((x = nT)*).

Ces limites existent, donc f est continue par morceaux sur tout segment de R; en
particulier les limites f(¢~) et f(t*) existent en tout point ¢ € R. Ceci prouve notre
affirmation.

Ces rappels étant faits, notons
V = Vecte{ey: t— ™ k € 7}, (5.4)

ie. V est 'espace vectoriel complexe engendré par les fonctions f: R — C de la forme
f(t) = > percrex(t), o I C Z est un ensemble fini et ¢, € C pour chaque k € 1.
D’apres I'exemple 5.1.2, les fonctions e sont continues. On a clairement des inclusions
strictes d’espaces vectoriels

V C 0271- C DQT( - CMZT&'

On appelle fonctions de Dirichlet les fonctions f € Da,. L'égalité f(t) = $(f(t7) +
f(tT)) devient triviale (ie. f(t) = f(t)) lorsque f est continue en t.

L’espace Dy, est naturellement muni d’une structure d’espace hermitien, qui sera
fondamentale dans la suite. Cette structure est explicitée dans la preuve de la propo-
sition ci-dessous. On se place d’abord dans l'espace (plus gros) C'M,,. Pour tous f,
g € C My, posons

o) =52 [ Fateya

oit 'on note f la fonction ¢ ~+ f(t). Cette expression a un sens, puisque la fonction
t — f(t)g(t) est continue par morceaux et donc intégrable sur [0,27]. Comme elle est
2m-périodique, ses intégrales sur [—m, 0] et sur [r, 27| sont égales (via le changement de
variable ¢ +— t + 27). Donc on peut aussi écrire

Y -
(o) = o [ FDa(o)at
™ —T
Proposition 5.2.3 (a) L’application { , ): Dox X Dy — C est un produit scalaire
hermitien. ‘
(b) Les fonctions ey: t — * k € 7, vérifient

<€k7 €z> = 5k,z

ou Oy est le symbol de Kronecker. Elles forment donc une famille {ey}, orthonormée,
donc libre, de ’espace hermitien Do, .
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Dans la suite on notera
[fll2 :== VA, f)-

L’application || - ||z : Doy — R est une norme, ie pour tous f,g € Doy et A € Con a:
e ||f|]2 = 0 implique f =0,
o [|[Afll2 = [A[|If]l2:
o [/ +gll2 < IIfll2+ [lgll2-
Ces propriétés découlent immédiatement du début de la preuve de la proposition.
Cette norme || - ||2, associée au produit scalaire hermitien ( , ), est notée avec un indice
“2”7 pour la distinguer de la norme sup utilisée dans les chapitres précédents.

Preuve de la proposition 5.2.3. (a) Par définition d’un produit scalaire hermitien, on
doit vérifier que I'application (, ) est une forme sesquilinéaire positive et non-dégénérée,
c’est-a-dire que pour tous f, g, h € Do, et A€ Con a

— (f,9) = (g, f) (symétrie hermitienne)
(f +Ag,h) = (f,h) + Mg, h) (anti-linéarité a gauche)
— (f, ) = 0 (positivité)
— (f, f) = 0 si, et seulement si, f est la fonction nulle (non dégénérescence).
Les trois premieres propriétés sont assez évidentes. Passons a la derniere. Si f est
nulle, clairement (f, f) = 0. Réciproquement, supposons que (f, f) = 0. Fixons une

subdivision —m = a9 < a; < ... < a1 < @, = 7 du segment [—m, 7] adaptée a f;
donc f, et ff = |f|?, sont continues sur chaque intervalle Ja;, aj1[, j € {0,...,n—1}.
On a

(7.0) =5 [ I = 2/ (1Pt

Une somme de termes positifs ou nuls est nulle si, et seulement si, chacun de ses
termes est nul. Comme (f, f) = 0, il s’ensuit que les intégrales dans la somme de droite
sont nulles. Puisque |f|? est positive, continue et d’intégrale nulle sur chaque intervalle
laj, a;j+1], elle est nulle dessus. Donc f est nulle sur [—7, 7]\ {ao,...,a,}. Par passage
a la limite a gauche et a droite aux points a; on a

Yoto =0 (5.5)

flaj) = 5

S + fla)) =

Donc f est nulle sur [—m, 7]. La 2m-périodicité conclut a la nullité de f en tout point.
(b) Pour tous k, [ € Z on a

ill=k)t

1 s
1 T L _ .
<6k,€l> = 2_/ U=kt gp o |:—Z(l — k’):| - 0 sil#k
. 1 sil=k.

Noter qu’on a utilisé la formule (5.3) pour intégrer. Ceci prouve (e, €;) = 0y, et donc

les fonctions ej sont de norme ||egx|ls = 1 et sont orthogonales deux a deux : elles
forment une famille orthonormée de D, (par définition).
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Enfin, toute famille orthonormée de vecteurs d’un espace hermitien est libre : dans le
cas présent, si ey, , . .., e, formaient une famille liée de Do, il existerait A\y,..., A\, € C
non tous nuls tels que v = ZLI Aiex, = 0. Alors l'identité

0= (v.v) = Y Ajlensen,) =D IAf

ij=1 i=1

donnerait une contradiction, puisqu’elle implique \; = ... =\, = 0. O

Remarque 5.2.4 (Fonctions presque nulles) L’identité (5.5) montre le role de la
condition “f(t) = (f(t7) + f(t1))/2” dans la définition du sous-espace Dy, de C' My, :
si f est nulle en ses points de continuité, alors elle I’est partout (toute autre condition
impliquant cette propriété conviendrait, mais celle-ci apparaitra naturellement dans le
théoreme 5.4.4). Par contre, la forme (, ): C My, X C My, — C est aussi sesquilinéaire
et positive, mais elle est dégénérée : pour tout f € C My, ona (f, f) = 0 si, et seulement
si, pour tout intervalle borné I, 'ensemble des points ¢ € I tels que f(t) # 0 est fini.
On dit d'une telle fonction qu’elle est presque nulle.

Dans l'espace Do, muni de la norme || ||2, on dit qu'une suite (f,,) converge vers
f € Doy silim, o0 ||f — full2 = 0. Alors la limite f est unique, car si ||f — fu|la = 0
et |lg — fulla — 0, alors I'inégalité triangulaire ||f — glla < [|f — fall2 + [lg = full2
implique ||f — g|l2 = 0, et donc f = g. Mais dans C'Ma,, si (f,) converge vers f,
alors (f,) converge aussi vers f + h pour toute fonction presque nulle h. En effet,
L+ h = fallz < ULf = fallz + 1[Bll25 |[Bll2 = 0 et |[f = follz = 0 impliquent donc
I|f +h — faull2 = 0. Par exemple, la suite constante nulle (f,,),en converge vers la
fonction nulle, mais aussi vers la fonction f qui vaut 1 en tout point de ’ensemble 7Z
et qui est nulle ailleurs, puisqu’on a ||f — full2 = || fl|2 = 0.

On peut corriger ce probleme en prenant le quotient de C'M,, par le sous-espace
vectoriel des fonctions presque nulles; ce quotient est bien défini, et hermitien. Ensuite
on peut compléter ce quotient, en rajoutant des points (fonctions) de sorte que toute
suite de Cauchy pour la norme || ||z soit convergente (de la méme maniere que R
complete (Q, |- |)). L” espace obtenu sera étudié (entre autres) dans le cours de théorie
de la mesure et intégration, en L3.

5.3 Coefficients de Fourier, inégalité de Bessel

Soit f € C'Ma,.
Définition 5.3.1 Pour tout n € Z on appelle

1
o7

' f(t)e ™ dt

—T

cn(f)

le n-ieme coefficient de Fourier exponentiel de f, et pour tout n € N on appelle

1
o

an(f) _ﬂ F(#) cos(nt)dt, by(f) = % /_ " F(1) sin(nt)dt
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les m-iemes coefficients de Fourier trigonométriques de f. Lorsqu’il n’y a pas d’ambi-
guité sur la fonction f, on note ses coefficients de Fourier ¢, = c,(f), an = a,(f), et

by = bu(f).

Clairement, pour tout entier n on a
1 .
Cr = i(an — iby,).

De plus, si f est a valeurs réelles, alors a, et b, sont réels, et on a a, = 2Re(c,) et
b, = —2Im(c,) € R.

Lemme 5.3.2 Si f est une fonction paire, pour tout entier n on a
2 s
b, =0, a, = —/ f(t) cos(nt)dt.
T™Jo

2 s
Si f est une fonction impaire, alors a, =0 et b, = —/ f(t) sin(nt)dt.
™ Jo

Preuve. Si f est paire, la fonction ¢t — f(t) cos(t) est paire, et donc par le changement
de variable ¢t — —t on obtient

/_ F(#) cos(t)dt = / F(#) cos(t) (—dt) = /O "R ) cos(t)dt.

Alors

an(f) = %/_: f(t) cos(nt)dt = % (/_i —i—/(:) f(t) cos(nt)dt
_ % /0 " F(t) cos(nt)dt.

De méme, la fonction ¢ — f(t)sin(t) est impaire, et un calcul analogue montre que
ses intégrales sur [—m,0] et sur [0, 7] sont opposées. Donc b, = 0. Un raisonnement
similaire prouve le cas ou f est impaire. a

Ce lemme sera commode pour simplifier le calcul de la série de Fourier d’une
fonction paire ou impaire. Pour une fonction sans propriété de parité particuliere,
les coefficients ¢, (f) doivent étre privilégiés. Voir les examples 5.4.8 et 5.4.9.

Rappelons qu'une fonction f: [a,b] — C est de classe C* par morceauz si f est
continue, et il existe une subdivision finie a = ag < a1 < ... < ap_1 < a, = b du
segment [a, b] telle que f est de classe C' sur chaque intervalle ]a;, a;1[, i € {0,...,n—
1}, et sa dérivée f' admet une limite & gauche en aq,...,a,, et une limite & droite en
ag, - .., an_1. Autrement dit, f’ peut étre prolongée continuement sur chaque intervalle
fermé [a;, a; 1]
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Plus généralement, f est de classe C* par morceaux, k € N*, si f est de classe C*~*

sur [a, b] et il existe une subdivision finie a = ag < a; < ... < a,_1 < a, = b telle que
f(k_l) est de classe C' sur chaque intervalle Ja;, a;41[, i € {0,...,n — 1}, et sa dérivée
f*) admet une limite & gauche en ai, ..., an,, et une limite & droite en aq, . . . , y_1.

Cette définition prolonge naturellement celle de fonction continue par morceaux sur
un segment, introduite apres 'exemple 5.2.2. Une fonction T-périodique définie sur R

est de classe C* par morceaux si elle 'est sur un (donc sur tout) segment de longueur
T.

Le lemme suivant, de nature technique, aura un role important dans la preuve du
Corollaire 5.3.5, et surtout du Corollaire 5.4.5, fondamental.

Lemme 5.3.3 Si f est de classe C* par morceauz, alors c,(f*™) = (in)*c, (f).

Preuve. Par une récurrence élémentaire il suffit de prouver le cas k = 1. Sin =0,
on a par définition et 2m-périodicité ¢, (f") = (1/2m)[f(¢)]", = 0. Si n # 0 on procede
par intégration par parties :

(&

cn(f) = [f(t) _Z.ntrﬂ+ L[ f() —int .

—1in m

Le premier terme a droite est nul par 27-périodicité, et le second est ¢, (f). On trouve
donc l'identité de 1’énoncé. O

1 K
Rappelons que ||f||5 = %/ | f(t)|?dt (cf. sous la proposition 5.2.3). On a :

—T

Théoréme 5.3.4 (Inégalité de Bessel) Soit f € CM,,. On a

S ety = 10 1 Zran DI+ )P (5.6)

neZ

et

> el HIF < NI£13- (5.7)

nel

Puisque tout fonction f € C'M,, est intégrable sur [—m, 7], c’est aussi vrai de |f]?
et donc ||f||3 < +o0. Par conséquent ce théoréme montre que la série Y, _, |, (f)[?
est convergente. Nous verrons plus loin que l'inégalité (5.7) est, en fait, une égalité
(Théoreme 5.4.6).

On ne doit pas s’effrayer de voir cette série indexée sur Z. D’abord, I'identité (5.6)
montre qu’elle s’exprime comme série indexée sur N. Mais indépendamment de cela,
on peut noter que Z est en bijection avec N, par exemple via I'application ¢: Z — N
qui a n associe 2n si n est positif ou nul, et —2n — 1 sinon. Comme la série est a terme
général positif, on peut réordonner ses termes via ¢, de sorte a 1’écrire comme somme
sur N.
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Preuve. Montrons d’abord 1'égalité (5.6). On a |co(f)| = |ao(f)|/2 (par définition).
De plus, pour tout entier non nul k, ¢4y (f) = 3(ax(f) F iby(f)) donne

eer(£)? = 5 (o) F ibe() (@) = bal))

(lan(F)2 + 100N 7 e N)ar(F) = i (£IBE()) -

S s ]

Alors
ek (AP + le-r(HFF = 5 (ax(HI? + [ox(£))

et 1’égalité (5.6) s’ensuit immédiatement.

Montrons I'inégalité (5.7). On va utiliser les propriétés des espaces munis de produits
scalaires : c’est ici qu’il est utile de se placer dans le sous-espace Dy, de C' M., qui est
hermitien d’apres la proposition 5.2.3. Ce n’est pas une restriction, car si f € C'Ms,,
et f € D, est la fonction définie par

s ch (t) si f est continue en ¢
HO=\ 506+ 564 son 55

alors ¢,(f) = ¢ca(f), car f et f sont égales hors de I'ensemble (discret) des points de
discontinuités, et donc leurs intégrales sont égales sur tout segment. On peut donc
prouver (5.7) en travaillant avec f plutot que f, et, pour simplifier les notations, sup-
poser tout de suite que f € Day,. Rappelons l'espace V' défini dans (5.4). Soient p € N,
et V, C V le sous-espace défini par

V, = Vectc{ep: t = e* k= —p, ... p}. (5.9)

Il s’ensuit de la proposition 5.2.3 (b) que V, est de dimension 2p+1, et que la famille de
fonctions {ey, k = —p, ..., p} est une base (car génératrice et libre) orthonormée de V.
Le produit scalaire de D, permet de définir la projection orthogonale de Dy, sur V, :
c’est application m,: Dy, — V,, donnée par la formule (cf. cours d’algebre bilinéaire)

p

m(f) =D {en, flen. (5.10)

n=-—p

Par définition on a (e,, f) = ¢,(f). Alors les propriétés de ( , ) et I'orthonormalité de
la famille {ey, k = —p,...,p} impliquent

Imy ()12 = <Z el e S cm<f>em> = 3" leal NP (5.11)

n=-—p m=—p n=-—p

De plus, f — m,(f) est orthogonale a V,, ie. (f — m,(f),v) = 0 pour tout v € V,
(exercice!). Comme 7,(f) € V,, le théoreme de Pythagore nous donne

17115 = 1f = mp(NIE + [Imp NI 2 Nlmp(DI = D lealHI

n=-—p

L’inégalité étant valable pour tout entier relatif p, elle prouve l'inégalité (5.7). a
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Corollaire 5.3.5 Les suites (an(f))nen, (0n(f))nen €t (cn(f))nez convergent vers 0
(pour n — 400, n — £oo respectivement). De plus, si f est de classe C* par morceauz,
alors

cn(f) = o(n_k),n — 400,

et de méme pour a,(f) et b,(f).

Preuve. D’apres U'inégalité (5.7) la série >~ |ca(f)|? converge, donc la suite réelle
(Jen(f)]) converge vers 0. Si de plus f est de classe C¥ par morceaux, alors f*) est
continue par morceaux, et en lui appliquant a son tour l'inégalité (5.7) on obtient

cn(f®) = 0, n = 4o00. Comme (in)*c,(f) = c,(f*) (Lemme 5.3.3), le résultat
s’ensuit. Méme argument pour a,(f) et b,(f). O

5.4 Séries de Fourier, théoremes de Dirichlet et Par-
seval
Soit f € CMay.

Définition 5.4.1 Soit p € N. On appelle p-iéme somme partielle de Fourier exponen-
tielle de f, et p-ieme somme partielle de Fourier trigonométrique de f, les sommes :

S0 = Z cul e
- @ + nzi; (an(f) cos(nt) + ba(f) sin(nt)) . (5.12)
On note _
SN0 = T ane =250+ fj (aa ) cosrnt) + b () sin(rn)

et on appelle série de Fourier de f en t € R, la limite, lorsqu’elle existe, de la suite
complexe (S,(f)(t))pen-

Afin de bien comprendre cette définition, justifions d’abord I’égalité (5.12). On a
co(f) = ao(f)/2. De plus, pour tout n # 0, en collectant les parties réelles et ima-

ginaires de ¢, (f)e™ on trouve :

i

cn(f)e™ = % /_7r f(z) (cos(nz) iz sin(nx)) dz | (cos(nt) + isin(nt))
: —e—ina

=3 (an(f)cos(nt) 4+ b,(f)sin(nt)) + % (an(f)sin(nt) — b,(f) cos(nt)) .
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mais a_,(f) = a,(f) et b_,(f) = —b,(f) impliquent

p
Z a,(f)sin(nt) Z by (f)cos(nt) =0

ce qui prouve (5.12).

Ensuite, on peut donner une interprétation géométrique des sommes de Fourier
partielles S,(f) lorsque f € Dy,. En effet, d’apres l'identité (5.10) on a :

Lemme 5.4.2 Pour tout f € Do, la p-iéme somme de Fourier S,(f) est la projection
orthogonale de f sur V.

Enfin, la série de Fourier S(f), lorsqu’elle existe, est évidemment un exemple de série
trigonométrique, ie. une série complexe de la forme ) _, cp,e™ . otl ¢, € C pour tout
n € Z. L’usage de ce qualificatif “trigonométrique” est justifié par le fait que

V = Vectc{ey: t = ™ k € Z} = Vectc{cos(kt),sin(kt), k € Z}.

L’ensemble des séries trigonométriques forme un espace vectoriel complexe. Le résultat

suivant dit que celles qui convergent uniformément sont des séries de Fourier de fonc-
tions f € C My, :
int

Proposition 5.4.3 Soient S = ) _, c,e™ une série trigonométrique convergeant
uniformément, et f: R — C sa somme. Alors [ est continue 2mw-périodique, et on
a ¢, = cu(f). Autrement dit, S est la série de Fourier de sa somme f.

Preuve. Les sommes partielles de la série S sont continues, donc sa somme f 1'est
aussi d’apres les résultats que nous avons vus dans le chapitre sur les séries de fonctions.
La 27w-périodicité se prouve par passage a la limite :

p p
_ . zn(t+2ﬂ') — . int —
f(t+2m) = Tim ( > cae ) m ( ) cne ) f(t).

n=-—p n=-—p

Enfin, on a

1 " —in
lf) =5 [ S
1 /” <Z -m) o
= — ce™ | e dt
27 Jn kEZ
— Z Sk /” el=ntgs — ¢
2 ) . "
kez " ¢ ,
27r6k,n

On a utilisé la convergence uniforme de S pour échanger les signes somme et intégrale
dans la troisieme égalité. a

Réciproquement, on a :
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Théoréme 5.4.4 (Dirichlet) soit f € CMy,, et S(f)(to) la série de Fourier de f en
un point tg € R. Si tg € R est tel que les limites

o L00 =) = F) S+ h) — S(0)
h—0t+ h h—0t+ h

(5.13)

existent et sont finies, alors S(f)(ty) converge vers (f(ty) + f(t$))/2. En particulier,
si de plus f est continue en ty, ou bien f € Doy, alors

i) = Y eal e = 137 (an() contnto) + b ) sinrnt).

Lorsque f est continue en t,, 'hypothese (5.13) signifie 'existence de dérivées finies
a gauche et a droite en ty (car alors f(tZ) = f(ty)). C’est donc une hypothese de
régularité. Le théoreme nous dit qu’en tout point ot cette hypothese est vérifiée, la
série S(f) converge simplement vers la fonction f € Da, associée & f, comme dans
(5.8).

Avant de prouver le théoreme, tirons-en une premiere conséquence remarquable : si
f est de classe C! par morceaux, le théoreme s’applique en tout point . En fait, sous
cette hypothese plus forte on a :

Corollaire 5.4.5 Si f € CMa, est de classe C' par morceaur, alors S(f) converge
normalement vers f.

Preuve. On a ||c,(f)e™|| = |ea(f)|, donc nous devons montrer la convergence
de la série ) _, |c.(f)]. On aimerait appliquer I'inégalité de Bessel (5.7)...mais elle
n’'implique que la convergence de la série Y., ., [e.(f)|?, et pas, en général, celle de
> ez len(f)]-

Pour montrer que ), |c,(f)| converge, on va vérifier que son terme général tend
assez rapidement vers 0 lorsque n — 400 (penser au critére de Riemann). Pour cela, on
utilise le fait que f est de classe C' par morceaux : sa dérivée f’ définit une fonction dans
C'Ma,, donc l'inégalité (5.7) est valide pour f’ également, et Y, ¢, (f’)|? converge ; on
va comparer cette série avec ) . |c,(f)| en utilisant le lemme 5.3.3 : pour tout n € N
ona (1-— 7”L2|cn(f)|)2 > 0, donc en développant on obtient 1+ n*|c,(f)|* > 2n?|c.(f)|.
Comme |c,(f)|* = |ca.(f))[?/n?, il s’ensuit

% (% 4 |cn(f’)|2> > Jen(f)]-

Comme discuté plus haut, le membre de gauche est le terme général d’une série conver-
gente, ce qui conclut la preuve. a
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Preuve de Dirichlet. On transforme d’abord les sommes partielles S,(f)(¢). On a

b . b 1 [ . .
mt —inx nt
S alfen = 3 (% | st dm) :
n=-—p n=-—p
1 T p ( |
_ in(t—x
=5 ) @ PIEE
1 t+m p ‘
= — t— iny
o= AT > ey
1 [7 P
= %/ ft—vy) Z e"™dy. (5.14)
- ne—p

Dans I'avant-derniére égalité on a utilisé le changement de variable t — x = y (noter
aussi I’échange des bornes), et dans la derniere égalité, le fait que la fonction a intégrer
est 2m-périodique pour translater les bornes, ce qui donne formellement ft:: = ftiﬂ et
done [T = [T+ [T+ [T = [T,

En découpant 'intégrale (5.14) en une intégrale entre — et 0 et une intégrale entre
0 et m, puis en faisant le changement de variable y — —y dans la premiere de ces deux

intégrales (en notant que la somme ne change pas puisque ¢ y devient e "), on
trouve :
1 T p ] 1 0 p ] i p )
. _ my _ _ my _ my
zw/_Wf(t y) D My = /_Wf(t y) Y e dy+/0 flt—y) Y e™dy
n=-p n=-—p n=—p
1 s P ‘ T P '
=5 (/ flt+y) Z emydy—k/ ft—vy) Z emydy> )
0 — 0 —

Maintenant, on note que
T D p iny ™
A e
[ ey = 3 5T =
0 = _ - Jo

{ einy:| ™ { 0 nsin est pair
= 2

in |, —— n sin est impair.
mn

car

Alors on peut écrire, en prenant pour t le point y tel que dans 1’énoncé,

i Cn(f>€mt0 - f(ta) + f(t8_> —

% (/Oﬁ(f(to +y) — f(t)) n;pei"ydy
+/0W(f(to —y) = ftg) D emydy> :
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On a déja rencontré l'identité sin(}) > €™ = sin((p + 5)y). Comme

fllo+y) = flts) _ floty) —fts) ¥
sin(y/2) y sin(y/2)

et lim y /sin(y/2) = 2, 'hypothese du théoreme entraine que la fonction
y—0

fto+y)— f)
T sin(y/2)

a une limite finie lorsque y — 0T, et donc se prolonge par continuité en 0. Il en
va de méme pour la fonction y — (f(to —y) — f(t5))/sin(y/2). Notons g; et go les
prolongements continus en 0 de ces fonctions. Comme f est continue par morceaux, g;
et go le sont aussi. D’apres l'exercice 5 de la feuille de TD4, on a pour toute fonction
continue g sur [0, 7],

™

im [ g(t)sin((n+ 2)t)dt = 0.

n—oo 0 2

Donc

zp: cn(f)ei”to _ f<ta> + f<t8_)

2
n=—p
1 T . 1 T ) 1
Dy g(y)sin((p+ 5)t)dy + [ g2(y)sin((p + 5)t)dy
T \Jo 2 0 2
tend vers 0 lorsque p tend vers +o00, ce qui acheve la preuve. 0O

Théoréeme 5.4.6 (Parseval) Pour toute fonction f € C My, on a

D lel NP = 1111 (5.15)

nez
Preuve. On va d’abord prouver le théoreme en supposant que f est continue. On

procede en suivant les étapes (i) a (iii) ci-dessous, qui s’acheévent avec l'identité (5.21).

(i) Montrons que f est limite uniforme de polynémes trigonométriques : il suffit de
montrer que si € > 0, il existe N € N et v € Vi tels que

If —vl] <e (5.16)

(cf. (5.9) pour la définition de V). Dans un premier temps, on peut approximer f
par une fonction h de classe C' par morceaux et 2r-périodique. En fait, on peut méme
choisir h affine par morceaux. Pour cela, comme d’habitude on définit h sur [0, 2] telle
que h(0) = h(27), et on prolonge h sur R via le lemme 5.2.1. Pour définir A sur [0, 27],
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comme f est continue elle est uniformément continue (théoreme de Heine), et donc il
existe n € N* tel que pour tous z, y € [0, 27|, |x — y| < 27 /n implique

[f(z) = f(y)] < e/4. (5.17)

Alors on pose
h(2km/n) = f(2km/n)

pour tout k € {0,1,...,n}, et on prolonge h sur chaque intervalle I}, = [2kw/n,2(k +
1)w/n] comme fonction affine, ie. de la forme t +— at 4+ b. Alors pour tout k €
{0,1,...,n— 1}, et tous ¢, t' € I}, on a

h(t) = h(#)| < | A0k + 1)m/n) — h(2km/n)| < ¢/4

=fQ(k+1)m/n)—f(2km/n)

ou la seconde inégalité est conséquence de (5.17), et la premiere du fait que h est affine
sur Ij. Par inégalité triangulaire et (5.17) a nouveau, on en déduit, pour tout x € Iy,

|f (@) = h(x)| < |f(z) = f(2kn/n)| + | f(2km/n) —h(z)| < €/2.
———
=h(2kn/n)
Ceci étant vrai pour tous les intervalles I}, il s’ensuit que
If = hl < e/2. (5.18)

Comme h est C' par morceaux et 2r-périodique, on peut lui appliquer le corollaire
5.4.5 : la série de Fourier S(h) converge normalement vers h, donc il existe N € N tel
que [|h — Sy (h)|| < €/2. Alors v := Sy(h) € Vi vérifie I'inégalité (5.16) :

Lf = S < If = Al + [[h = Sn ()] < e (5.19)

(ii) Montrons que ||f — wn(f)||2 est la distance de f au sous-espace Vy de Cy,, ou
N Dop — Vv est la projection orthogonale. C’est-a-dire :

1f =7 (D)lla = jnf {I1f = wll2}

C’est un résultat fondamental du cours d’algebre bilinéaire, mais rappelons-en une
démonstration. Pour tout w € Vy onany(f)—w € Vy, donc (f—nn(f), 7n(f)—w) =0
(cf preuve de 'inégalité de Bessel, (5.7)). Alors par Pythagore,

1 = wll = llw = an(Ollz +11f = wn (DI = If = wn (Ol

ce qui prouve notre affirmation.

(iii) Par I'inégalité de la moyenne on a ||f — Sy(h)|[3 < [|f — Sy(R)|]*. Alors en
utilisant (ii), puis (i) et le fait que Sy (h) € Vv, on en déduit que

1f = an(DIE < [1f = Sn(W)llz < €. (5.20)
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Finalement, on a

Re ((f,mn () < 1CFan (N < NAImn (O

(la seconde inégalité est celle de Cauchy-Schwartz), et par conséquent

1f = an (DI =115 + llan ()2 — 2Re ((f, 7n(f)))
> |If115 + [l (O = 2011w (HIF= (1f 12 = [T ()l]2)*

Donc (5.20) implique | [|f||2 — ||7n(f)||2 | < €. Comme € est quelconque, avec (5.11)

on en déduit
D lea(HP = Jim [an (N5 = 115 (5.21)

N—~o00
nez

Ceci acheve la preuve lorsque f est continue.

Si f n’est pas continue, mais seulement continue par morceaux, il n’existe pas de
fonction & de classe C' par morceaux vérifiant I'inégalité (5.18), donc (5.19), pour tout
e > 0. L’étape (ii) ne dépend pas de la norme sup, || ||, et dans I’étape (iii) tout
repose sur 'inégalité (5.20), qu’on a déduit de (5.19). On va donc modifier I’étape (i),
en remplacant (5.19) par l'inégalité analogue en || ||2, de sorte & obtenir a nouveau
l'inégalité (5.20).

D’abord, il existe des fonctions h de classe C* par morceaux telles que ||f — hl|s <
€/2. Par exemple, I'intégrabilité de f au sens de Riemann garantit I’existence de fonc-
tions en escalier ¢y < f < 9y telles que [|¢; — fll2 <[]t — 1o]]2 < €/4, et on peut
définir A continue et affine par morceaux en modifiant ¢; (par exemple) au voisinage
de ses points de discontinuité de sorte que ||y — hl|a < €/4. Alors

Lf = hlla < NIf = tall2 + |[¢r = hll2 < /2. (5.22)

Comme h est continue, elle vérifie 'égalité (5.21), et il en est de méme de h — Sy(h),
pour tout entier N. Alors

17— Sn(I[3 =D lealh = Sx(h)P = D lealh = Sn(h))]?

nez |n|>N

ou 'on observe que les termes pour |n| < N s’annulent, car

en(h — Sx(h)) = — / " (h(t) — Sn(h) (1)) d1

g % B
1 & ™
_ _ = i(k—n)t g
= c,(h) 5 Z ce(h) /_ﬂe dt = 0.
k=—N : ,
270k n

Il s’ensuit que ||[h — Sy (h)||5 est le reste d'une série convergente (par l'inégalité de
Bessel), donc il existe N assez grand tel que

1h = Sx(R)lls < €/2. (5.23)
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En conclusion, en remplacant (5.18) par (5.22) et en utilisant (5.23), on obtient 'inégalité
||f — Sn(h)]|2 < € en lieu et place de (5.19). Comme indiqué plus haut, la preuve de
(5.21) peut ensuite étre achevée en reproduisant 'étape (iii) a partir de (5.20). O

Remarque 5.4.7 L’inégalité (5.23), qui est valide pour tout € > 0 et toute fonction
continue et 2m-périodique h, démontre que h est limite de la suite (Sy(h))nen dans
I'espace Cy, muni de la norme || ||o. Nous en déduisons ici une autre propriété. Pour
toutes fonctions f,g € Cy, on a

(Sn(f). Sn(9)) = Sy cu(fen(g)-

De plus |[{f — Sn(f), )| < |If — Sn(f)||2-]|g||2 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et
d’apres (5.23), || f — Sy (f)]|2 tend vers 0 lorsque N tend vers +o00. Donc limy_ o0 ( f —
Sn(f),9) =0, et imy_ 400 (Sn(f), 9—Sn(g)) = 0 pour la méme raison. Alors I'identité

(f9) = (f = Sn(f),9) +(Sn(f), 9 — Sn(g)) + (Sn(f),Sn(9))

implique, par passage a la limite N — 400,

(f.9) = Jim {Sn(f),Sn(9)) = > er(fex

kEZ

En conclusion, nous obtenons ici que || f|]2 = v/(f, f) = imn— 100 |[Sn(f)]]2-

Exemple 5.4.8 Soit f: [—m, 7] — C la fonction définie par f(0) = f(—=n) = f(7) =0,
constante égale a 1 sur |0, 7|, et constante égale a —1 sur | — 7, 0[; nous avons vu dans
I'exemple 5.2.2 que f se prolonge de maniere unique en une fonction f € Dy.. On
peut donc lui appliquer les théoremes de Dirichlet et Parseval. Par contre, ]E n’est
pas continue, donc pas de classe C!' par morceaux, et on ne peut pas lui appliquer le
corollaire 5.4.5.

Comme f est impaire, pour tout entier n on a a,(f) =0, et si n # 0,

™ w 0 si n est pair
2 2 t
bu(f) = —/ sin(nt)dt = = {-CQS(" )} - 4 o,
™ Jo ™ n 0 m SIn = zZp — 1.
Donc pour tout ¢t € R on a
~ 4 &
=— Z Sln (2p — 1)t).

7T :

Par exemple, en prenant ¢ = /2 on déduit la formule

Notons ici que cette série ne converge pas normalement, ce qui montre que ’hypothese
du corollaire 5.4.5 est bien nécessaire. De plus ||f||3 = 1, et alors Parseval nous donne

8 1
2 o (2p—1)2

o

= 1.
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Exemple 5.4.9 (...et exercice!) Soit a un réel non nul, et f la fonction 27-périodique
telle que f(z) = e pour tout z €] — 7, 7. On a

(—1)"sinh(am)
m(a —in)

Cn(f) =

Y

ok 2
donc |e, ()P = le-n(f)IP = %

/“ sinh(2am)
o

, et

|f (@) *dz =

—T

Alors Parseval implique :

sinh(am)? N 2i sinh(ar)?  sinh(2am)

—~ m(a® +n?)  2arm

soit encore, en multipliant par 72/2sinh(an)?,

o0

Z 1 _ s 1
“~ a? +n? "~ 2atanh(am)  2a2

Notons que le membre de gauche est une fonction continue de o € R.
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