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CC1 Analyse numérique des équations di�érentielles.
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Les exercices sont indépendants les uns des autres et peuvent être traités dans l'ordre que vous
souhaitez. Barème indicatif sur 10 (2 points bonus). La notation tiendra compte du soin apporté à
la rédaction.

Exercice 1. (6 pts) Soit l'équation di�érentielle

y′ = f(t, y), y(0) = y0. (1)

On considère le schéma suivant (dit du point-milieu):

yn+1 = yn + h f

(
tn +

h

2
, yn +

h

2
f(tn, yn)

)
où l'on note tn = n ·h où h > 0 désigne le pas de temps, et n ∈ N. On suppose que f est su�samment
régulière et que y 7→ f(t, y) est globalement lipschitzienne de rapport L, indépendant de t.

1. (2pts) Estimer l'ordre de grandeur de l'erreur de consistance du schéma quand h→ 0.

2. (2pts) Montrer que, pour tn et h �xés, l'application y 7→ f
(
tn +

h
2
, y + h

2
f(tn, y)

)
est Lipschitzienne.

3. (2pts) On �xe T > 0. Estimer l'ordre de grandeur de max0≤tn≤T |y(tn)−yn| quand h→ 0. Quel
est l'ordre du schéma? Justi�ez vos réponses.

Exercice 2. (6 pts) Soit l'équation di�érentielle y′(t) = f(t, y(t)). On note tn = n · h où h > 0
désigne le pas de temps, et n ∈ N. On considère le schéma suivant (BDF3) :

11

6
yn+1 − 3 yn +

3

2
yn−1 −

1

3
yn−2 = h f(tn+1, yn+1)

C'est un schéma multipas implicite qui permet de calculer yn+1 étant donnés yn, yn−1 et yn−2

1. (1pt) Montrer que le schéma est consistant.

2. (2pts) Montrer que l'erreur de consistance est O(h4) quand h → 0. On supposera la solution
y(t) su�samment régulière.

3. (2pts) (plus di�cile, à admettre si besoin.) Montrer que le schéma est stable.

4. (1pt) Est-ce que le schéma est convergent? Précisez l'ordre de convergence du schéma. Justi�ez
vos réponses.


