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— Présenter la méthode éléments finis ( cas Linéaire)

— Comprendre et Utiliser un code E.F.

— Rapel MMC

— Méthode énergétique - PPV
— Méthode de discrétisation
— Intégration numérique

— Application a la MEF
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\@5/ Pourquoi faire des EF
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PRO-FIL Composites
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@5/ Probléme de Mécanique

DEPLACEMEN DEFORMATION CONTRAINTE

GEOMETRIE MATERIAU

CHARGEMENT




@5/ Probleme de Mécanique

/ N 1. Equations d’équilibre

// 1.1.MMC
f / / 1.2.RDM
/0 / . \ 2. Conditions aux limites

1.En efforts

2.En déeplacement
Le comportement du matériau est ¢lastique lin€aire

(loi de HBok9i de comportement




@gj Probléme de Mécanique

Champ de déplacement

e u(x,y,z) = Ui (21, 22, x3)
/ U(x,y,z) = { v(x,y,z) = Us(x1, T2, T3)

’UJ(ZU,y,Z) — U3(x17$23w3)

f 0 ; / Convention Indice
/) AN

// i,j. k€ {1,2,3}

a7/67/y€ {172}




Owyq 1. Equations d’équilibre

/ / OWF » canfiitiofis aiTimiles
fO/ ﬁ:ﬁd sur Owy
. \

Oi5 — Lijklgkl noté
3. Loi de comportement

Le comportement du matériau est ¢lastique linéaire
(lo1 de Hooke).
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@gj Equations d’équilibre locales

Equations d’équilibre
div (g) + f=py

/ rd drv (g) + f =0
‘/// Equations d’équilibre en coordonnée

So) LN
¢<;j://’ ~ A ‘K\\\\\\\ [ 011 ]

oll 12 ol13 g;g
lo(x)] = | 021 022 023 | ~

ol2
o3l 032 033 -13

| 023 |




. .
’ "E9 S
»

@gj Tenseur des déformations

H] = 6]+ 5 (1] - [2) (Ie] + [9)

— — 2

Tenseur de Green Lagrange

(grad(U) — grad(U)T) =

2=} 2
L (grad(U) + grad(U)T) = § (VU + VUT)

€] =

Hypothese de petite perturbation
faible rotation, faible déplacement, petite déformation




@5/ Elasticité linéaire

Un matériau est dit orthotrope sil a deux plans de symétrie de
comportement mécanique, il y a donc trois axes d'orthotropies.

Iy 9 constantes meécanique pour définir la loi de comportement

1

Exx E, E, E. 0 0 0 Oxx
Syy o o & 0 0 0 Tyy

E _VZZ _VZz i O O O 0]
= | =| B B E: 1 =
2€ 3y 0 0 0 G (1) 0 Oy
2852, 0 0 0 0 G s (1) Oxz
2€yz ] 0 0 0 0 0 Gy2 | Oyz
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Elasticité linéaire

Un matériau est dit ISotrope Transverse s'il a un plan de symétrie de
comportement mécanique, il y a donc un axe d'orthotropie.

Iy 6 constantes meécanique pour définir la loi de comportement

“Vay

&
<

_Vyz

o o o=l

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1
A 0o
8 Gaz 2(14v,.)




@5/ Elasticité linéaire

Pour un matériau Isotrope il y a 2 constantes mécanique pour définir Ia loi
de comportement

Loi de HOOKE 0ij = Aeubij + 2
1+ v v
€ij = —pOij — ZOkkOij
)\ — vE
Coefficient de Lamé (1_E2V)(1+“)

M= o2+)



\@5/ Elasticité linéaire

Pour un matériau Isotrope il y a 2 constantes mécanique pour définir
la loi de comportement

Loi de HOOK Oij = €055 + 2UE;;
1+ v 1%
Eij = Tgij — EUWS@'
Module de compressibilité
E Module de Young
K=" E:“(?’)‘JFZM)
A+
Module de cisaillement Coefficient de Poisson
G b 1
et ILL = —-— p—
2(1+ p) 2 (N4 )

414 |



\@5/ Probléme de mécanique -

Probleme de mécanique

¢

Formulation de type PPV

2

Formulation de type Energie Potentielle

Probleme de minimisation d’énergie

¢
K][Q] = [F]




oD C’estle bord ou
I’on impose des
efforts connus

Dy C’est le bord o I'on impose des déplacements nuls
ou pas'!

u" e CA <=> u' (r)=Uq VxeoD,

uw e CA{0} <=> v (z)=0 VxedD,




\QCJ;/ Probléme de mécanique - PPV %

CNL Yut(a) € C.AL{0)
s P, (u* ([L‘)) + P, (”U,>I< (ZIZ')) = Pace (U* (:E))

Fearl / flz).u” (z)dS2 + / F(x).u* (z)dS







@;} Probléme de mécanique - PPV %

N Vut(z) € C.A{0)
T Pint (u*(2)) + Pogt (W () = Pace(u*(z))

P t(u™(x)) = /f(:c)u*(a:)dQ + /F(a:)u*(a:)dS = Pion(u™(x))

D oD
Pion(u*(x)) :/f(a:)u*(a:)d§2+ / F(z)u*(x)dS
D O0DFr

Paon(u™ (7)) = =L(U™)




Vu(z) € C.A.

Pint(u* (7)) + Pes(u* (7)) = 0

Formulation 1

Pini(u™(z)) + Pion(u™(x)) =0 vU* € C.A.{0}
—K(U,U*)+ L(U")

)
0




@5/ Probléme de mécanique - PPV

PPV <=>Pb (1)

Pipi(u(2)) + Pion(u*(z)) =0 YU € C.A{0]
—K(U,U*) + L(U*) =0 o

YU € C.A.
Cf HAY701Y
1. Equations d’équilibre 2. Conditions aux limites
drv (g) +/=0 g.ﬁ — F  sur Owp
3. Loi de comportement = =

U=U; sur 0wy

Oi5 = Lz’jklgkl noteé g — ég




\@5/ Energie potentielle - PPV

PPV <=> Fv(Ener Pot)

9 (Ia(u)) = K(U,0U) — L(9U) { VU € C.A.

voU € C.A.{0}
- = (Pint(aU) -+ Pdon(aU))
=0

Comme 0U € C.A{0}

Cette formulation est trés adaptée aux méthodes de discrétisation de
type Gallerkine ou Ritz.

Elle est généralement le support pour la méthode par élément finis.

W" ———— e ——rR




\@5/ Méethodes énergetiques - PPV

9 (I4(u)) = K(U,0U) — L(9U) { VU € C.A.

voU € C.A. {0}
— — (Pins(OU) 4 Pyon (0U))




\@;j Energie Potentielle

Dans le cas d’un chargement uni-axiale

-« ENEIgie
" § Potentielle




cJ ité d’énergie de déformation

Y L'énergie de déformation par unit¢ de masse ou densiteé

N = d'énergie de déformation w(s)

sssss

est une fonction telle que la lo1 de comportement s'écrive

 Ow

0ij = p7— = Lijki€ki
J 66 J
la densité d’énergie de déformation est :

/ \.
pw (€)

N\ /7

1
sLijki€ij€ki




cJ . ité d’énergie de déformation

La densité d’énergie de déformation :
/ N\

pw (€) = %Lijklgijgkl

N e
1 _ 1
0 (iLijklgijgkl) — 3 (Lijkl&fijgkl + Lz‘jkl&j@Ekz)
LijkigijO€ki

pOw




@;} Energie Potentielle { .

7. CfHAY701

[énergie potentielle est définie par :

sssss

Iy(u) = / %Lijklgijsmdw— ( / () u(z)dQ + / F(as).u(az)dS)

D
u(x) € C.A{uq}
\_ J

LU'énergie potentielle est définie comme la différence entre
I'énergie de déformation du systeme et le travail des efforts
imposeés et cela pour un champ cinématiqguement admissible




—

Formulation 2 Cf HAY701Y

u(x) € C.A{uq} )
\5 (Hd(U)) =0

u(x) € C.A{uq} . u(x) € C.A{uq}
{ SMyu) =0 & PPV ol { (1) € C.A {0}

u(z) € C.A{uy
{6<H)d<u>> o e P



\&J;/ Energie potentielle

CfHAY701Y
PPV <=>Fv 2
1
Iy(u) = i/L”klawekldw— (/f x)dS) + /F(x)u(:c)dS)
D Dp
%/Uwswdw (/f x)dS) + /F(a:)u(a:)dS)
Dr

_ %K(U, U) — L(U)




@5} Energie potentielle

5PV <o Fy Cf HAY701Y

9 (Ty(u)) = 0 (%K(U, ) — L(U)) VU € C.A.
— % (K(OU,U) + K(U,8U)) — L(3U) { ngEEC'CflA o)
4 )

K(U,U) Forme quadratique symétrique définie positive

L(U) Forme Linéaire
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@5/ Energie potentielle - Discrétisation

4 )
K(U,U) Forme quadratique symétrique définie positive

L(U) Forme Linéaire Cf HAY701Y
N Y

u(r) € C.A{uq} Une fonction continue inconnue a trouver

Discrétisation : Déterminer un nombre fini d’inconnue




@5/ Discrétisation

METHODE DE GALLERKINE PPV

u(x) = é Q:P;(x) + uqg(x) € C.A.
u*(x) = Py(x) € C.A. {0}

METHODE DE RITZ Energie potentielle

n

u(x) = > Q;P;i(x) + uq(x) € C.A.

1=1
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\@5/ Méthode de Gallerkine

La méthode de Gallerkine est adaptée a la formulation variationnelle découlant du P.P.V

Princz:pe : On se donne n fonctions de base {Pi(x)} appartenant au cinématiquement

admissible a zéro et on cherche la solution du Pb(I) comme une combinaison
linéaire de ces fonctions, dans le cas ou il existe des deéplacements impos€s on
rajoute une fonction les realisant.

4 )

u(x)zzn:Ql.Pi(x)+ u,(x) e CA.

u (x)=P.(x) e C.A{0}




@5/ Méthode de Gallerkine "

Les ninconnues du Pb sont : Qz ic{l, - ,n)

Pii(u™(x)) + Pion(u™(x)) =0

PPV : )
~K(U,U*)+L(U*) =0

u(x)zzn:QiPi(x)+ u,(x) e C.A.

u (x)=P.(x) e C.A{0}




@5/ Méthode de Gallerkine

K(U,U*) = L(U*)

U = u(x)= Z::lePz(x) + uq(x) € C.A.
U* = u*(z)= Pi(x) e C.A {0} ie{l,---,n}

ZQZ ) + ug(x), U*) = L(U*)

Une équation , n Inconnues :

Z@K(R-(ac), U*) =L(U") — K(ug(z),U")




@;/ Méthode de Gallerkine

K(U,U*) = L(U*)

ZQZ z) + uq(z) € C.A.

ied{l,--- ,n}
K(Z Q. Pi(x) + ug(x),U*) = L(U*)

Une équation, n Inconnues :

Z QiK(Pi(z),U") = L(U") — K(ua(z),U")




\@5/ Méthode de Gallerkine N

n équations , n Inconnues :

U* =u*(z) = Pi(x) € C.A. {0} Vie{l,--- ,n}

Z@K(PZ-(:I:), U*) =L(U*) — K(uq(z),U")

e r— R R
Z QiK(Pi(z), Pj(z)) = L(Pj(x)) — K(ua(z), Pj(z))




@gj Méthode de Gallerkine

n équations , n Inconnues :

Z QiK(P;(x), Pj(x)) = L(P;(2)) — K(ua(z), P (x))

K]|Q] = [F]

K|  Matrice de RIGIDITE

Q

Inconnues

Vecteur Force

e




K (P, (), P, (z)) = — / Limelt(x) 0 (2)d2

1 T
Hi(2) = 5 (VU + VT Up)

[K] est symétrique




:/f(q;)P( )dQY + | F(x).P;(x)dS —/Lmnkﬁzz(w)-f%n(x)dg

D Dp D




@;/ Méthode de Gallerkine

F Euler-Bernouilli
_ u(z) — (y — ya)v'(z)
Uz ={ o
L
KU, U") =

k
/ Lijklgijgk;ldw
D

ESu'(x)u"™(z) + EIv” (x)v”* (z)dx

|




@gj Méthode de Gallerkine

Exemple 1-D Probleme de flexion en hpp Plan

K(U,U") = / EIv (2)0"* (2)dz

—

!y F
.

v L) = _Eo*(L)

2 fonctions de base % L




@;/ Méthode de Gallerkine

Exemple 1-D v*(z) € {Pi(z), Pa(x)}
7 —
2 d 2 fonctions de base
Z T
7 v(x) = Q1Pi(z) + Q2Pa(x)
=> 2 Inconnues
( T
Pi(x) =cos(—) — 1
K| = K| = [K(Pi(z), Pj(z))] A L




=l

AN




@;/ Méthode de Gallerkine "

Exemple 1-D Pl (.CE) — 005(%) —1 PQ(ZE) = 5132
LT —

Z r .

— ) = [F;




@;/ Méthode de Gallerkine

Exemple 1-D Pl (.CE) — 005(—) —1 PQ(ZE) =X

X

L

—

Y

=l

AN

8]-[%
Q2 —




@5/ Méthode de Gallerkine

X

Exemple 1-D Pl (gj) — Cos(f) —1 PQ(CE) =X
v F
2 ~
T (@) = Qileos(F) — 1) + Qer”
7 L
7 (@) 4FL3( T ) L
VL) = COS\ — ) — — —X
T ET L AET
3
v(L) = R + 1 Valeur Théorique
EI 7T4 4 3
, () FL
FL v(l) = —54=7
— (0.3321278580) SE1

- EI




@5/ Méthode de Ritz
La méthode de Ritz est adaptée a la formulation variationnelle découlant

de I’écriture de 1’énergie potentielle

Principe : On se donne n fonctions de base {Pi(x)} appartenant au
cinématiquement admissible a zeéro et on cherche la solution du
Pb(I) comme une combinaison lin¢aire de ces fonctions, dans le
cas ou 1l existe des déplacements 1mposés on rajoute une
fonction les realisant.

ZQZ -I—ud( ) c C.A.

Zé@z ) e C.A{0}




@5/ Méthode de Ritz g

L’énergie potentielle Cf HAY701Y




&b I N

comme K(u,u) est une forme biliénaire symétrique CfHAY701Y

3

3

5T, — K (; QiPy(x) + ua(z), é 5@3(@) L (é 5@3(@) _0 V5[Q)
K (£ QR 3 00:n0) +
K (ud(a:), zzjl 5@3@:)) 1L (é 5@3@)) — 0 V5 Q)

que ’on peux réécrire sous forme matricielle en utilisant les notation précédentes

S, — 5[Q][K][Q]— 5[Q][F] =0 V6 [Q]
510 ([K] Q] - [F]) —0 W[Q]

ot donc  [K][Q] = [F] ot { ifﬂ

|
=
v
~—~
2

|
2
N
.
~—~
2
v
8



Exemple 1-D hpp le] =

Euler-Bernouilli
Vd U(:E,y) _ { u(x) - (y — yG)v/(x)

1 fonction de base

X

on(z) = (cos(Z5) = 1)
v(0) =0 (L) — l;mz
v o BV o (cos(Z15) = 1)




Exemple 1-D

Vi

RN

L
1
Iy = 5 /EIU” (x)v” (z)dx
O




oo goriz

Exemple 1-D

1
Hd:§

O —

3

~

e\.
G}

G\.
)

SH

8

AN




&

0
0

Exemple 1-D oI,
0 (%K (v (z),v(2)))

AN

Va

EIv’ (x)év” (x)dxr =0

~
=
&
\.0'1
S
&
|
Q\h







\@ﬁ/ Méthodes énergétiques - PPV




@;/ Intégration Numérique

Il est clair que pour résoudre le systéme

Méthode de Newton-Cotes Méthode de Gauss




<

Meéthode de GAUSS integre exactement un polyndme
d'ordre 2n-1 avec n points.

I=J(ax+b)dx=2b:w1f(xl)+w2f(x2)

w,+w, =2

&4 x,w, + x,w, =0 = deux types de solutions




<

Methode de GAUSS integre exactement un
polynome d'ordre 2n-1 avec n points.

1
I:J(ax3+bx2+cx+d)dx:§b+2d:wlf(x1)+w2f(x2)
-1

w,+w, =2
(w, —w,)x, =0

& < 2( N ) P 1
xiw +w)==— |x,=—x,=—
1 1 2 3 \1 2 \/g

\(wl - W, )xl3 =0




-

Extrait Doc ANSYS

t t
L ? K L ? K
4 3 de Te Je
— =S e Qe e —+—m= S
“ "2 Te He Ze
| J l J

Figure 13.1 Integration Point Locations for Quadrilaterals

One element models with midside nodes (e.g., PLANE82)
using a 2 x 2 mesh of integration points have been seen to
generate spurious zero energy (hourglassing) modes.


http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/Hlp_E_PLANE82.html

[ -

&

Extrait Doc ANSYS

The integration points used for these triangles are given in Table 13.2:

"Numerical Integration for Triangles" and appear as shown in Figure 13.3:

"Integration Point Locations for Triangles". L varies from 0.0 at an edge
to 1.0 at the opposite vertex.



http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#aQa5i3b9mlg
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#aQa5i3b9mlg
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#a56e69lmm
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#a56e69lmm

-

@5/ Principe de résolution des EF

SK, SKz2
(Ave. Crit.: 75%)
.05e-

AlbhbdEhbhihis

[0 LSS e ST o Y T N
OO -JWo;nm
PRERREOPRODY

0000000000000
Wobbb bbb WWWW

Plissement des

t O l és Courbure dans le sens travers




@5/ Principe de résolution des EF

Passer d’un probleme continu a discret ( faire le maillage)

Déterminer les équations a résoudre ( Choisir la formulation )

Déterminer les inconnues du probleme ( Choisir I’élément)

Résoudre le probleme ( Choisir de la méthode numérique)

Analyser les résultats ( Post-traiter les fichiers)




\@y Principe de résolution des EF

Passer d’un probleme continu a discret ( faire le maillage)

(http ://www.geuz.org/gmsh/)




@;/ Choix des inconnues du systeme

Approximation des déplacements 2D

u(x,y)=a, +a,x +a,y
v(x,y)=a, +asx +agy

[CL] e Pas tres physique




(- ~

@5/ Choix des inconnues du systéme

Approximation nodale 2D

30 - T
pir))
20

150 - -

(4,7, k) sont les noeuds
100 - -
- T s -
,~_"v‘r. /‘;,10 s :
& 3 ey A A R !
‘) - g h""":.:u:x‘l)\;‘:ix§>\h}:{ (‘x'ﬂ;{d‘<.'x:ﬂ:.:n:xh'x:‘:::f§,;}€;;§\ \A: ol . -
rg 1 2 10 iy 0 Rin g N 10

it hash, Inconnues NODALES (ddl)
[Q]:[%]:[Ui u, U, V., 'V, Vk]




@;} Approximation des déplacements

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]:[qi]:[Ui u, U, V., V, Vk]

Déplacement sur I’'élément

u(x,y) = a1 + axx + azy
v(T,y) = a4 + asT + agy




™ -
. .
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\@5/ Approximation des deplacements

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]:[qi]:[Ui u, U, V., V, Vk]

y, 0 0 0 ][ a; |
y; 0 0 O ao
y. 0 0 O as
0 1 =, v a4
0 1 z; yj as

i 0 1 Lk Yk 1 L ag _




[ ~
. .
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@5/ Approximation des deplacements

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]:[qi]:[Ui u, U, V., V, Vk]




@5/ Approximation des déplacements

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]:[qi]:[Ui u, U, V., V, Vk]

= [N(z,y)]"[Q],
U], = Déplacement = [ %xy ] “1Q],

dans I’élément
[N(x,y)] = Fonctions de forme




@5/ Approximation des déformations

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane

- 8u§n,y) -
81)(:?,?;)
Fosl = 6%( ) | 9v(z,y)
1 u(x, v(x,
: §< 8yy T axy> _
- Ou(z,y)
10 0 07 a2y
_ 0
R T e Y R
- O § § O - 8’0?3?,:(;)
_ Oy i




@5/ Approximation des déformations

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane




@;/ Approximation des contraintes

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane

Oi5 = )\5”5@-]- —|—2/L€7;j [O-aﬁ]e — [D] [ 80‘5]6
A= (1 2V)]%1 ) t
I = [D][B
NS D](B]," Q).
A+ 20 A 0 |
D=1 A A2 0
0 0 21




@5/ Approximation de I’energide de Def. dans un element

N~ N~ N~ N~ N~ N




@5/ Approximation de I’energide de Def. dans un element

Matrice de rigidité élementaire

K]

r 1
]

(&

4€

4€

- B, 1D

(&

est symétrique

B, dwe

DosItive

a trois Valeurs

bropres nulles et trois positives




\@5/ Approximation de I’energide de Def. dans un element

Matrice de rigidité élementaire

K, = [ "B D] (Bl do

(&

Energie de déformation €lémentaire

W, = ' [QL K], [,

Rqg: Dans le cas des interpolations linéaires I'énergie de
déformation élémentaire est directement proportionnelle a la

surface de I'élément considéré.
Y [



@gj Approximation du W des efforts ext dans un élement

Cas d’un eléement qui est en contact avec la frontiere ou
les efforts volumique donnés sont non-nuls

Pa,(u) = [ Fyuds,
—aft Fa(z,y)] U], dse
= ft a(z,y)] [N]dse [Q],
<Fde7Q>[

"Fa.]. [Q




@5/ Approximation de I’énergie potentielle |

Energie de Déformation élémentaire

lge = % K. (Qeer) — <Fea Qe>
— % t[Q]e[K]e[Q]e _ <F67Qe>

Assemblage matrice de rigidité

W= "W, = 5 3 QLK) (@)

e

Matrice de rigidité totale

[K]T — Z [K]e

e
au sens de l/assembla,ge




@5/ Variation de I’énergie potentielle

0 est solution du probleme

u(x)e C.A{u,}/6(I1,(u))

[0] K | [o]-(F.0)

1y
2

I1, =

T L T

P e O -
[~ N

A
SISASISES

+ + . )

CEEE

Lo —AH | H [N Lo

—~
e

=

~—

o




@gj Variation de I’énergie potentielle

u(x)e C.A{u,}/6(I1,(u)) =0 est solution du probleme

m,= >'[o] K | [e]-(F.Q)




@gj Assemblage de la matrice K

Exemple d'assemblage pour une structure simple

21@ 2.?2> @ s T

° 3>
U,

1




\@5} Assemblage de la matrice K

Exemple d'assemblage pour une structure simple

1

ki k| O 7
[K], = k(;l ko ik ki et [Q]= U,
0 k221 kzzz_ | Us_
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@5/ Assemblage de la matrice K o

Exemple d'assemblage pour une structure simple

G

1

(F,.0)=[Q][F],

O] =|u, et [F], =| F,
F3




&

Propriété de la Matrice de rigidité élementaire

Que sont les dof ?

Matrice de comportement

Méthodes d’Intégration numérique




@gj Prise en compte des Cdts aux limites

Meéthode brutale

K| [0]=F), 4 = qa

| K], = [kij], devient :

k11 ... kl(i—1) kli kKl(i+1) ...  kln
KG 1)1 . k(-1 -1) k(-1 () k(i-1(i+1) ... k(i—1n
K],=| L_o 0 kii 0 0 |
kG+01 ... k(i+D)G-1) k(i+DG) kG+tDGE+D ... kGt Dn




\@5/ Prise en compte des Cdts aux limites

M¢éthode brutale qz — q d

— |F], =[fi], devient :
K|Q[F], 1 ot s

f(i'—l)
|F]= ﬁzkii*qd
f(i.+1)

. fn _




@gj Prise en compte des Cdts aux limites

Méthode de pénalisation d; — {4
(K], =[kij], devient : [F], =[fi], devient
-

kIl - kln F(Gi-1)

K]=| @ kitk [F1=| fi+k*q,

| knl - knn_] f(i+1)
L m

oi kK =10 * max(kij) :



\&J;/ Prise en compte des Cdts aux limites

M¢éthode de pénalisation

4; = {4d

( o
k o kil fi

— +
K+kii e ™ kii+K (k+H0q

X

di =44 _qd(1+e)

J

\




@5/ Prise en compte des Cdts aux limites

M¢éthode Lagrangienne

Cette méthode est la plus ¢élégante car elle consiste a relaxer

les T conditions aux limites

R [0]=[s]  @—a
| [ A] — [ A ... Ar] Multiplicateur de Lagrange




289,
@5/ Prise en compte des Cdts aux limites g

M¢éthode Lagrangienne




@gj Prise en compte des Cdts aux limites o3

M¢éthode Lagrangienne

Fo= 101[K] fel- .k [A](A1,, [o]-[s)

S(FV) =0V ("[Q]),0(*[\]) € C.A(0)

1 W[8]-[£]-0 weascmecao




@5/ Prise en compte des Cdts aux limites

M¢éthode Lagrangienne

1 BE)-[3]-0 e stmecao

L'inconvénient principal est d'avoir introduit des inconnues
supplémentaires.

L'avantage c’est que la condition est realisée exactement tout en
conservant la symétrie de la matrice a inverser.

Les i1nconnues supplémentaires donnent des informations
supplémentaires.




@5/ Prise en compte des Cdts aux limites

Méthode Lagrangienne Exem ple
1 @ 2 ?2\
® —
u=1, u,
ko —k u 0
R p— 1 O K —_ ’ — 1 ? F =
Rl =0 0Kl = ) Rl ] Fl= R




@gj Approximation Conforme

A quelles conditions peut on affirmer que

HdIZEHe ou Wt:EWe

elt elt

Considérons le cas 1-D (Poutre) Flexion

W, = % :I (v”(x))zdx = % T M (x)v”(x)dx

X1

— 2[[M(x)v'(x)]x2 — [M'(x)v(x)]:2 + )i[ M”(x)v(x)dx]




@5/ Approximation Conforme

Assemblons deux €léments, et donc leurs €énergies de déformation

M(x) et M'(x) sont continus s'il n'existe pas d'efforts ou de moments
ponctuels

En regroupant les termes de raccord, on observe que :

Ml(xz)(v'l(xz)—v'z(xz)) et M'l(xz)(vl(xz)—vz(xz))




@5/ Approximation Conforme

Ml(xz)(v'l(xz)—v'z(xz)) et M'l(xz)(vl(xz)—vz(xz))

Sl v(x) et v'(x) ne sont pas continue il y a
stockage d'une énergie finie a chaque raccord.

On demande donc que v(x) soit deux fois
intégrables sur I'élément et seulement qu'elle
soit a dérivée continue aux extrémités

Def : Un élément vérifiant ces propriéteés de continuité est dit conforme.

Rq : Dans le cas d'énergie dépendant d'un gradient, €lasticite, il suffit que u(x) soit
continue.




1 2
® ®

1 1,

Barre a champ linéaire (2 noeuds)

Barre a champ quadratique (3noeudsl)

3 2

@ @ ®

9 1 q 3 4 2
Elément réel

Matrice de rigidite élémentaire de I’'élément TDC h




-

Un élément est dit isoparamétrique si on prend les mémes
fonctions d’interpolation pour le déplacement et la géométrie.

3

1 2
\ ® °
2 ql q2

On définit également les éléments super et sous-
paramétriques

[ | Point de définition du déplacement
® Point de définition des cocrdennées

P e 0

| ﬁ .
/
i
Lt . i ¥ o
Element superparameétnque Elément sous-parameétnque

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)




@5/ Element Barre (2ddl)

Elément est utilisé pour traiter les problémes de traction-compression dans une barre

W, = 1 _[ ES(u'(x))zdx ® ®
25 q, q,
Interpolation

u(x)=a, +a,x

u(x)=N,(x)g +N,(x)g, =N,(x)q,




@5} Element Barre (2ddl)

Elément reel Elément de reference
xl ZUZ . \
@ ® ® ® V4
q1 q ) -1 1
Fonction d’interpolation en Fonction d’interpolation
déplacement géométrique
_1_*"h 1- I+r
N(x)=1 I )c=3c1—+x2
) 2 2
X=X,
Nz(xl): 7 ( )+x2 (I’)




@5/ Element Barre (2ddl) |

Calcul de la matrice de rigidité elementaire sur
I’Element de référence




@5/ Element Barre (2ddl)

Calcul de la matrice de rigidité sur I’'Elément de
réference

1 o @ d \
Koy = [*1B)D)Blar | L7
=00 W= [ B
Na(r) = (1_2w) -1 17
:ES 2 2




@gj Element Barre (2ddl)

Calcul de Ia matrice de rigidite sur ’'Elément
reel

dx dr dx

dx L
[K] dx-—dr—adr

ref dr

1
2 2 L
:/Zt [B] [D]Z[B] adr du dudr
1
2
L




Modes propre de déformation ?




&

Lagrange - (les plus simples)

Les fonctions de bases locales de 1’élément fini de Lagrange (K, X, P) a N points sont les N fonctions de P

telles que pfa;) =6, pour 1 <i,j <N

, S Ly I I 3 2
Eléments finis unidimensionnels o——o o o )
q 1 q 2 9 1 9 3 q 2

Elément réel

Elément P P2 Pm
K [a ; b] la ; b] [a; b
) {a,by {a. 3% b} .. fa+i%%i=0,....m)}
P P P, P

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)
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\@Jgj Element Barre (2ddl)

Cas d’un systeme a trois barres

gs| 1 1
p x [Klew = 7
7] 1 2 3 4 v @ -1 1
A (2) e b
L L L
f i : %
1 -1 0 0 [ up T 0
ES| -1 2 -1 0 U9 P
= — = F =
K== 5 30 Q=" w=|t
0 0O -1 1 | Uy | 0
U1 — Ugq = 0 ES 2 —1 U9 o P
T —1 2 us N 0




\@5} Element Barre (2ddl)

Cas d’un systeme a trois barres

N,(x)=1-2"21
2 T o <7 Y _X—x
/} (1) (2) » B 7 Na(x)=——
L L L

sur I’élément 1

i U9 | i %P | U(CE‘) = Nz(x)qz

N(z) = ESu'(z) = N;j(z)q;




\@Jgj Element Barre (2ddl)

Cas d’un systeme a trois barres

X—X
N(x)=1- 2=
71 : P o3 ipr * <
7 o & N X=X
oL oL | L % . |
' ! ' sur I’élément 1
2L
[U2 ] _ [ spsl u(gj) p— Nz(x)QZ
us 31575})
3Ly __ (2) /3L (2) /3L
u(5) = Ny(5)ue + N7 (). us
_ 1 2L 1 L _
o 2°3 SP—I_ 2°3 SP
_  1PL
o 2 ES



Deux remarques :

Les matrices de rigidites ¢€lémentaires se déduisent
de la matrice de rigidité ¢lémentaire de référence

Comme l'interpolation des déplacements est linéaire,
les contraintes et les déformations sont constantes sur
|'élément.




Elément sub-paramétrique :

\&J;/ Elément Barre (Hermite)

Géométrie Linéaire - continuité de déplacement et de sa dérivée

u="(N,Ny,N3,Ng)u,

L + L ] - §
-1 0 1
(a) Elément de référence

Fonction d’interpolation en déplacement

1
Ny = Z(l - &2 +98)

1
N, = g(éz - DA =9

1 2
N3=Z(1+5) 2-¢)

|
Ny = g(fz - D +9)

T T A )
u, = (ul,u,x,,ug,u,x,')

u, etu, u, etu,
. e
X, Xz

(h) Segment rée! (2 neends, 4ddl)

Fonction d’interpolation géométrique

1- 1+
é+x2 g
2 2

x =x,G{(€) +x,G,(&)

xle

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)



\@5} Déterminez K - Hermite

Déterminez K et résoudre

\
-ﬁ-’)—&—
| w——

[

-
(o 9%

=

SS:;:\*:{E\(
N

(1) (2) 3)

Comparer avec Lagrange

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)



cos?(a)
cos(a)sin(a)
—co0s?(a)
—cos(a)sin(a)

cos(a)sin(a)  —cos
sin?(a) —cos(

—cos(a)sin(a) cos?(a)

—sin?(«) cos(a)si

—cos(a)sin(a)
—sin?(a)
cos(a)sin(a)
sin?(a)




\@5} Element Barre (2ddl)

Probleme Continu

Probleme Discret

| 2

¢ —=€
9 1,
F1 F2



@ @ ® @ @ ®
9 1 q 3 ! 2 ! 1 q 3 q 2
Elément réel Elément de référence

Déplacement
u(x) = a, + a,x + a,x’

u(x)=N,(x)q, + N,(x)q, + N3(x)q; = N;(x)g

Fonction d’interpolation
u-)=q, [N,(-1)=1 [N,(0)=0 [N,(1)=0
u(0) =g, <1N,(~1)=0:N,(0)=0er{ N,(1)=1
=g,  [N,(-1)=0 [N,(0)=1 [N;(1)=0

NS




@gj Elément Barre (3ddl)

Fonction o 0 L
d’interpolation du q, q, 9,
déplacement Elément de référence
Fonction
d’interpolation
N,(r) = ’"(’"2_ ) géométrique
< _r(r+1)
o I L LY
N3():(1 r) : 2 ’ 2

Gy(r) +2,Gy(r)




@gj Elément Barre (3ddl)

1 1 0 1
K.y = [ B [D][B)dr e
B Elément de référence
B Nl ] - 2r—1 7]
on '[Bl=| Ny | = | &
i Ng’r i i —2r i

K], =B (M) NN




2
® ®

Elément réel




@5/ Element Barre (3ddl)

9 ; ) (-Zvl,fr)2 Nl,erQ,?“ Nl,rNS,fr' ]

[K]e — E/ES (NQ,T)Z N2,7“N3,7“ dr
—1 L Symm (Ng,f,a)Q i

Méthode de Newton-Cotes Méthode de Gauss




@gj Element Poutre (4ddl)

Problemes de flexion .1 2 o
V1 V2
Energie de déformation de flexion : e1 0,

W, = %/ (EIv’ (z)?) dx

X1

Inconnues nodales réelles

. 0
[Q] — [U17917U2792] ou 9% — 8_:3 (:Bz)




@gj Element Poutre (4ddl)

Problemes de flexion .1 2 o
. , . . \% Vv
Energie de deformation de flexion 1 2
Ecriture matricielle :




@gj Elément Poutre (4ddl)

Problemes de flexion Eléement de réeféerence
1 ) N
1
Wref — 5 / (E[U” (7“)2) d'r _1. T V4
1
Inconnues nodales sur FOHCUOP d’{lst?fP01at10n
I’élément de réfence geomeltrique
Q)" = [v1, 07, v2,65] x:xll—r+x21+r
ou 2 2
v = lel(r) + szz(r)

67; — E(—l ou 1)







@5/ Element Poutre (4ddl)

Eléement réel
v(x) = Ny (x)vy + No(x) 01 4+ N3 () ve + Ny () 0

Element de reference
v(r) =Ny (r)vy + No (1) 07 + N3 (r)vo + Ny (1) 65

Fonction d’interpolation du déeplacement

{Nl(r):%(Qqu)(r—l)Z, No(r)y=2(1—7r3)(1—r)
Na(r)y=1@—-r)(r+1)°, Ny(r)=31(2—1)(14r)

1l —1r 1+7r
5 T ¥

— ZC1G1 (7“) —+ ZEQGQ (7“)

r — I



° -
. .
’ "E%N
»

@gj Element Poutre (4ddl)

1

Wier = %/ (EIv” (T)Z) dr

—1

Mise en place de la matrice de rigidité elementaire

Nl,rr'vl+N2,rr9{_|_N3,7“7“7)27‘—|_N4,7"r95
“QI (Bl

Nl,rr”l""NQ,rrel %+N3,TTU2T+N4,TT92%
t [Q] t [Nl,rr (N2,rr%) N3,rr (N4,rr%) ]
="'[Q]"[B]

2
770 (1)

A




° -
. .
’ "E9 S
»

@gj Element Poutre (4ddl)

1
T g

—1

Mise en place de la matrice de rigidité élementaire

Lo@) = '[Q'[B,
[B]e — [Nl,xzazNZ,:chS,aszél,xa:]
B, = (&) =SB
— 12 [Nl,’rr (d_;lzNQ,'rr) N3,7“7“ (d_?fNél,rr)]




@gj Element Poutre (4ddl)

Mise en place de la matrice de rigidité élementaire

T2

1
We = 5 /Elv” (z)*dx

L1

"[QI K], Q]

1
2




@gj Element Poutre (4ddl)

Mise en place de la matrice de rigidité elementaire - poutre

flexion -

1

- |
el I3

—1

(Nl,r'r)2

SYm

L
§N1,TTN2,T7“

2
L (N )

Nl,'rrNS,rr

L
§N2,TTN3,TT

(N3,T7“)2

dr




\@Jgj Elément triangulaire - 2D

Nous allons illustrer ce qui précede dans un cas simple : €élasticité plane, éléments

triangulaires a trois noeuds.

En élasticité plane

0;j€ij = O11€11 T 022€22 + 012€12 + 021€21

= O011€11 + 022€22 + 012712

o€ = {e}'E{e} avec {e} = vy




\@5/ Element triangulaire

avec, en contraintes planes,

et, en déformations planes,

D = A A+2u 0




[ -~

@5/ Vocabulaire

Lagrange - (les plus simples)

Eléments finis bidimensionnels

8) a;

A

/ — \a' / / ) < .

& l— 2, a, a

83 33
Llément Py Pa
K whangle de sommets {@;,ap,a3}  triangle de sommers {4,. 22, a3}
. ¢ ui+ta .. s e
b3 {ay,az,as} {a, = =34 1%<i,j<3}
P P, P>
Flément Q.
K rectangle de sommets {@y,as, a3, a4}t de cdtés paralleles aux axes.
z {ay,az,as, a4}
P Q.




\@5/ Element triangulaire

Nous utilisons des éléments triangles a trois noeuds, encore appelés triangles
a déformation constante (TDC).




\&J;/ Element triangulaire

On utilise les fonctions d’interpolation

S(ijk) ,
qui vérifient a 1’évidence
1

Li(M) + Li(M) + Lp(M) =1 , Li(j) =6, , MEe(jk)= Li{(M) =0

. plqlr!
/A [PLALE dS = 2A




\@5/ Element triangulaire

Le champ de déplacements est donné par




\&J;/ Element triangulaire

le champ de déformations est donné par

3 U1

u2

_ us

g =Bl )

1 v2
- UB —

Liy Loy L3z, O 0 0
[B] — 0 y 0 Ll,y L2,y L3,y
Ll,y L2,y LS,y Ll T L2 T L3 x




\&J;/ Element triangulaire

La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

avec e ’épaisseur de la plaque

S(ABC) = =

1 x4 ya
1 xp yB
1 z¢ yc




\&J;/ Element triangulaire

La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

avec e ’épaisseur de la plaque

on obtient, pour le triangle (1,2, 3) de surface A

Y3z — Y2
0

Lo — I3

Y1 — Y3
0

X3 — 1

Y2 — 1
0

L1 — X2

0
T2 — I3
Ys — Y2

0
r3 — I
Yir — Y3

0
L1 — X2

Y2 — Y1 |




@gj Element triangulaire

La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

avec e ’épaisseur de la plaque

Pour k], comme il n’y a pas de dépendance en x,y

k] = eA [B]' E [B]

La suite du calcul est aisée mais fastidieuse.




\&J;/ Element triangulaire

Exemple : barrage masse

Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h. c

On travaille en déformations planes. (3) T




\QCJ;/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

Exemple : barrage masse

Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h.

Le chargement comporte une pression hydrostatique
sur la face AC de densité |,

F = pg(2h—y)Z

ainsi que le poids propre du barrage, force volumique de densité

—pbg Y-
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@5/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

Il est évident que les éléments 1, 2, et 3 ont méme matrice de rigidité
élémentaire. Pour ces éléments, en numérotant les noeuds 1 = A, 2 = F,
et 3 =1D, il vient

h —h 0 0 0 O

Bl = — 1] 0 0 0O a 0 —a
C 24 a 0 —a h —-h O
) s
- ) —
- (D) ©




Exemple Barrage - Elément triangulaire
On obtient:

[ (A +2u)h? + pa? —(A+2u)h?  —pa? (A4 w)ah —uah
— (A + 2u)h? (A + 2u)h? 0 —Aah 0
—na? 0 ua? —uah pah
(A4 p)ah —Aah —pah (N +2u)a® + ph®  —ph?
—uah 0 pah —1h? uh?
I —Aah Aah 0 — (A + 2u)a? 0
C
© )
D E T Y
® 5
W) (2)




De méme, pour DEF, en numérotant 1 = F, 2= FE, et 3 =D,

Exemple Barrage - Elément triangulaire

0O -h h 0O 0 O

Bl=—|0 0 0 a —a 0
2801 a —a 0 0 —h h
et
[ pa? —pa? 0 0
—pa®  (AN+2u)h? 4+ pa?  —(\+2u)h? —Aah
] = e 0 — (A + 2u)h? (A + 2u)h? Aah
— 4A 0 —Aah Aah (A + 2u)a?
—pah (A4 p)ah —Aah —(A\+2p)a?
| pah —uah 0 0
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@5/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

En introduisant les notations
a = A+2u)h* , B =pa® , v = A+pah , § = pah

e = Xah , ¢ = (A+2u)a* , 0 = ph?

et, pour la matrice de rigidité globale,

K] = - [K K] (K, = K,,)

K K

—vUu —vv

— T 4A




\QCJ§/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

a+p 0 0 —3 0 o
0 o 0 0 0 —a
K = & 0 08 -p 0 0
—uu YA —0 0 —0 2(Oé—|—ﬂ) PN 0
0 0 0 20 2a+p) -2
|« —a 0 0 —203 2+ ) |
Co+0 0 0 —¢ 0 R
0 0 0 0 0 -y
K - °¢| 0 0 ¢ =0 0 0
A 6 0 =9 2(0+0) 20 0
0 0 0 —20  2(¢+0) —26
. -0 0 0 0 ~26 2¢+0) |
4y 0 0—¢ 0 5 -
0 0 0 0 —¢ ¢
—u 4A -0 0 —€ v —§—€¢ S+
0 ) € - —¢€ v 5 —¢
| —¢€ —0 0 d+e —0—c¢ ¥ |
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@5/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

Ici, les déplacements imposés sont :

Ug = U = Up = vyq = v = vgp = O.

alors que les déplacements des noeuds non liés sont solution de

3 _3 0 0 ) 5 ” Fe,
-3 2(a+p) —2« —€ v —) — € Up Fpy
0 —2a 20+ 3) € —€—90 ¥ ug | | Fea
0 —€ € o) —¢ 0 ve | | Foy
—0 Y —0 — € —gb 2(@5 + (9) —260 UD FDy

i ) —0 — € Y 0 —20 2(¢—|—9) |1 L YE | i FEy |




\QCJ;/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

donc, pour les réactions d’appui, les relations

Rz 0 —ﬁ 0 0 —€ 0 Ue
RBZL‘ 0 0 0 0 € wD
Lipa — 0 0 _25 0 04+€ —0—c¢€ UE
Ray | | O =6 0 0 —0¢ 0 e
Rpy 0 0 0 0 0 0 v

. Rpy 0 0+e —0—¢ 0 O —2¢ | | vg
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@5/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

Le calcul des forces nodales équivalentes est immédiat. Pour chaque élément e

qui contient le noeud n, on a, en se limitant aux forces surfaciques

On obtient finalement Fsi = / F; (f) Z(f) dS
0N e
DEC AFD Total ¢
Feo, pge h? /6 0 pge h? /6 (3) T
y
2 2 2 o X
Fpa pge2h?/3 | pge2h®/3 | pge 4h=/3
O @)

Faz 0 pge 5h?/6 | pge 5h? /6 A F B




\QCJ&/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

Les forces nodales équivalentes pour le chargement volumique sont obtenues
sans difficulté :

pour chaque noeud n, la contribution de 1’élément e comportant le noeud n est

Pt = 0
vo Ae
Fn,el,y — —pPrg € ?

ou A, est la surface du triangle concerné.




\QCJ;/ Exemple Barrage - Elément triangulaire

alors y a plus qu’a résoudre ce systeme

G — 0 0 —4 5 1T we %
_6 2(0& + 6) —2« —€ Y —) — € up %
0 20 2Aa+p) e —e—9 Y up | _ 0
0 —e € ¢ —¢ 0 ve ppge A
5 g —0—€¢ —¢ 2(¢+0) —20 VD g e A,
| 0 —0 — € g 0 —20 2004+0) | | vE AN

Merci a M.E. Haglund
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\@5/ Element triangulaire

Exemple : barrage masse A faire avec Ansys
Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h. c

On travaille en déformations planes.

h=10 m @

a=10m D E T




Element sur la convergence au maillage

3 méthodes :

Méthode r : Pour un maillage et un type d’élément donné, il s’agit de déplacer les nceuds,
en fonctions des indicateurs d’erreur.

Méthode h : En conservant le méme type d’élément, on les subdivise dans les zones les
plus sollicitées selon le ou les indicateurs d’erreur choisis.

Méthode p: A nombre d’éléments constant, dans les zones les plus sollicitées, on va
modifier les éléments en introduisant des fonctions de formes polynomiales
d’ordre plus élevé, dites hi€rarchiques.




