L2 Mathématiques Université de Montpellier
HAX403X Analyse 4 Année universitaire 2021-2022

Corrigé de ’examen de session 1
Vendredi 20 mai 2022

Durée : 3h

Exercice 1 (5 points) On considére, pour tout n € N, les fonctions f,: [0,1] — R
définies par

fu(x) = sin(na?) exp (%) '

On note || full = sup,epo [ fn(@)]-
1. Montrer que la suite (f,) converge uniformément sur tout intervalle |a, 1], a > 0.

Pour tout a > 0 et z € [a,1] on a
| fo(@)] < exp (2 — nz®) < exp (2 — na’)

donc ||fn|] < exp (2 — na®). Alors lim,, s, ||fa|] = 0, ce qui montre que la suite
(fn) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, 1].

2. Montrer que (f,) ne converge pas uniformément sur [0, 1].

On vérifie immédiatement que la suite (f,,) converge simplement vers la fonction
nulle sur tout 'intervalle [0, 1]. Puisque la convergence est uniforme sur tout inter-
valle [a, 1] avec a > 0, il suffit de trouver une suite (x,,) de [0, 1] qui converge vers
0 et telle que lim,,_, 1 o fn(z,) n’existe pas ou est # 0. Comme le terme exponentiel
est ce qui écrase f, hors de 0, il suffit de choisir (z,,) telle que la suite (nz3) est
bornée, et la suite (nx?) ne tend pas vers un multiple de w. On peut prendre par
exemple z,, = n~ /2, ou z,, = n~'/3; dans ce dernier cas on a

fa(n™Y3) = sin(n'/3) exp(1/(1 4+ n=Y%))
~ sin(n'/?), n — +oo0,
or on sait que la suite (sin(n!/3)), n’a pas de limite lorsque n — +o0o. Donc
lim,, ., fn(z,) n'existe pas, ce qu’il suffisait de démontrer.

3. Montrer que la suite (|| fn||)n est bornée.

C’est évident : || f,|| < €? par exemple (voir la majoration de la question 1).



4. Déterminer lim,, ., o fol fo(z)d.

On découpe l'intervalle [0,1] en [0,¢] et [e,1], o1 0 < € < 1 est quelconque. On a

I/fn d:c|</ ()l
gAmem+Lﬁmmm

1
< ||fn||-6+/ | fo(2)|da.

Dans la derniere inégalité on a utilisé 'inégalité de la moyenne. Comme la conver-
gence de (f,,) est uniforme sur [e, 1], on a

lim /1 ()| = /1 i |fu(e)ldz = 0.

n—-+0o

Donc il existe N € N tel que n > N implique f |fu(z)|dx < e, soit encore
|f0 fa(x)dz| < (||fal] + 1)e. Puisque 0 < ¢ < 1 est quelconque et (||fn]|)n est

bornée, cela montre que
1
li dr =
[ a)de =0

Exercice 2 (7 points) Cet exercice est en deux parties indépendantes.

Partie I. (2,5 points) Déterminer la série de Fourier de la fonction 2w-périodique f: R —
R définie par f(z) = |x| si |z| < w. En déduire que

+o0o 1 2

> -
Ze@nr1Z 8

La fonction f est continue et paire, donc ses coefficients de Fourier b,(f) , n > 1, sont

nuls, et a,(f) = 2 [z cos(nz)dz, n > 0. On a ag(f) = 7, et avec une intégration par
2=t

T n?

partie on obtient a,(f) = . Comme f est de classe C! par morceaux, le théoreme

de Dirichlet nous donne

cos((2k + 1)x)
|SL’| ___Z 2]{Z+1 ,.CL’G[—F,T('],

ol le membre de droite est la série de Fourier de f. L’identité demandée vient en prenant
xz=0.

Partie II. Soient (b,),>1 une suite réelle et a un réel, o > 3, tels que
b, =o(1/n%) , n — +o0.

1. Démontrer que la somme f de la série de fonctions Y | bysin(nz) est de classe
C! surR.

Le sup de |b,sin(nz)| sur R est b,, qui est un o(n~?) par hypothese. Donc par
comparaison avec la série convergente > 1/n?, la série de fonctions Y7 | b, sin(nz)
converge normalement sur R. Méme chose pour la série dérivée. D’apres le théoreme
de dérivation pour les séries de fonctions (il faut I’énoncer!), cela implique que f
est C! sur R.



2. A laide de résultats vus en cours (et que l'on énoncera précisément) :

(a) justifier sans calculs que

1 s
VneN,n>1, b, = —/ f(z) sin(nz)dz (1)
™ —T

La série de fonctions Y, b, sin(nz) converge uniformément sur R (question
précédente), donc d’apres le cours (précisément, la Proposition 5.4.3) c’est la
série de Fourier de sa somme, f. Or les coefficients b, (f) sont définis par I’égalité
(1).

(b) justifier l'inégalité :

/ fapar< [ f(2)%da.

Les fonctions f et f’ sont continues 2w-périodiques, on peut donc leur appliquer
le théoréme de Parseval : ||f[l> = 15707 |ba|?, et |[f']]2 = 3D ne, Inby/* (on a
f'(x) = Y77 nb, cos(nx)). Donc ||f]l2 < [|f|]2, ce qui implique I'inégalité (par
définition de la norme ||.|[2).

3. Calculer les intégrales [”_sin(mx)sin(na)dx pour tous m,n > 1 entiers, et en
déduire une autre preuve de l'égalité (1).

D’abord on linéarise (fait en TD!!) :
sin(ma) sin(nz) = (cos((m — n)t) — cos((m + n)t),

™ . . . . ,o.
donc [7_sin(mx)sin(nz)dz = 0 si m # n, et = 7 si m = n. Comme la série
Y o2 by sin(nz) converge uniformément on peut intervertir intégration et somme :

LT f(z)sin(nz)de =307 byt [T sin(ma)sin(nz)dz = b,.

eT_e—T

2
1. Calculer le développement en série entiére de sinh au voisinage de 0 et son rayon
de convergence.

Exercice 3 (8 points) On note le sinus hyperbolique sinh(z) = ,x eR.

o0 ™

On sait que e* = > (& donc sinh(z) = >°7 (25—:1), Le rayon de convergence
est +0o (reégle de D’Alembert).

T

Soh(@) est continue sur R, et développable en série

2. Montrer que la fonction f: x —
entiere au voisinage de (.

La fonction f est clairement continue sur R\ {0} (comme quotient de deux fonctions
continues, le dénominateur étant nul en x = 0 seulement), et le développement
limité de f en 0 a l'ordre 3 est (NB : un simple équivalent suffit)

1 2
‘ zl—x—+o(:v3).

DL(f,3) = _
(/:3) I—l—ﬁ—?—i—o(wi”) 1+§—?+0(x2) 3!

Donc f est définie et continue en 1, et f(1) = 1. D’apres le cours, I'inverse d’une
fonction développable en série entiere en 0 et non nulle au voisinage de 0 est
développable en série entiere au voisinage de 0. C’est le cas de f, d’apres ce qu’on
vient de voir.



3. Notons > a,z" le développement en série entiere de f en 0. Déduire des propriétés
de parité de f que aspiq = 0 pour tout entier naturel n.

La fonction f est paire, et nous savons que a,, = @ (NB : f est de classe C* au
voisinage de 0 puisque développable en série entiere). En dérivant n fois la relation
f(=z) = f(z), * € R, on trouve f™(0) = (—=1)"f™(0), donc f™(0) = 0 si n est
impair.

Dans la suite de ['exercice on n'utilisera plus ce développement en série entiére.

4. (2 points pour cette question) Déterminer le domaine de R sur lequel la série de
fonctions Z:ﬁ% ze~ DT converge simplement, et les intervalles de R sur lesquels
elle converge normalement.

Le terme générale f,(z) = ze~@"*1% ne tend vers 0 que si x > 0, il est nul en

0, et si # > 0 c’est un o(n2). Donc la série diverge grossierement pour z < 0, et
par comparaison de séries a termes généraux positifs, elle converge simplement sur
0, +o0].

Pour la convergence normale, on peut calculer || f,||[,+o0[ POUr tout a > 0. On a
f'(x) = e=@)7(1 — (2n + 1)z), donc (tableau de variation) f est croissante sur
[0,12nlﬁ] et décroissante sur [3-t, +00[. Si a > 0, pour tout n assez grand ‘(tel que
5o < @) on a donc || ful|a,reof < fn(a); comme f,(a) = o(n~?) (par croissances
comparées), on obtient que la série Z:::()) re~ (@)% converge normalement sur
[a, +00]. St a =0, || fullp.40cf = fulzg) = 6(25+1), donc la série ne converge pas
normalement sur tout intervalle qui contient 0 dans son adhérence. En conclusion,
les intervalles de R sur lesquels la série converge normalement sont de la forme

la,+o00], a > 0.

5. (2 points pour cette question) Exprimer la somme de cette série en fonction
de f, puis pour tous 0 < a < b, exprimer ["intégrale fab f(x)dx comme une série
numérique.

Pour tout > 0 on a

— —(2n+1)x —x — —2z\n re 1
ZLEG = xe Z(e ) = m = §f(ilf)
n=0 n=0

Soient a,b € R tels que 0 < a < b. L’intégrale est bien définie car f est continue
sur [0,4+o00[. D’apres la question précédente, la série converge normalement sur
le segment [a,b]. Par le théoréme d’interversion pour les intégrales de séries de
fonctions, on déduit

b +oo  np
/ f(z)de =2 Z/ ze~ VT g
a n—o0“Ja

Une intégration par parties donne

b —(2n+1)b —(2n+1)a —(2n+1)a —(2n+1)b
he—(nHlb  ge—(nila  —Cntla  o—(ntl)
/ —(2n+1):cd _
xre T =

2n+1 * 2n +1 +(2n—|—1)2 (2n+1)%

Donc

be—(Zn—l—l)b ae—(Zn-‘,—l)a e—(2n+1)a 6—(2n+1)b )

b o0
:2 -
/af(w)dw ;( 1l o4l @nt1)2  @ntl)p



6. En déduire la valeur de l'intégrale f0+oo f(z)dz.

-7 2 e +oo 1 _ 5 5, N 17 ;
On pourra utiliser lidentité ) '~ G = 8 démontrée a l’exercice 2.

Ona [ f(z)dr = limy, o f; f(@)dz et [ f(z)de = lim, o [ f(v)dz. Ces
deux intégrales sont bien définies car f est continue sur [0; 00|, et intégrable car
f(z) = o(z7?), z — +o0. Pour calculer ces limites, on utilise le théoréme d’inter-
version limite/somme pour les séries uniformément convergentes. C’est possible,
400 ge—(2n+l)z 400 e—(@2ntl)z
n=0 2n+1 € n=0 (2n+1)2
ment sur tout U'intervalle [0, +00[; c’est clair pour la seconde, et pour la premiere

e1e —(2n+1)z
on utilise |[*5 —5—

car les séries de fonctions convergent normale-

| [0,400] = m (méme méthode qu’a la question 4). Donc

o f(z)dz = lim /bf(w)dx

b——+o0

—+00 b
— I 2§ —(2n+1)z
b—gi-noo ( 0 /a e e

+oo pe—(@n+1)b ,o—(2n+1)a e~ (2n+1a e—(2n+1)b
= lim 22 — + + _
b—+o00 2n+1 2n+1 (Qn + 1)2 <2n 4+ 1)2

n=0
+o0 _ _ — —
b (2n+1)b (2n+1)a (2n+1)a (2n+1)b
_ 22 lim _ € 1 ae i (& _ (&
S brtoo 2n+1 2n+1 (2n+1)2 (2n+1)2
+oo a67(2n+1)a 67(2n+1)a

2n +1 * (2n +1)%

De méme
+o0 +oo +oo a67(2n+1)a 67(2n+1)a
dr =1 dr =2 li
i f(z)dx = lim f(x)dx :Oag%< 1 +(2n+1)2)
+oo
1
=2 —_—.

nz% (2n+1)2

Avec l'identité >°°0 m =T on en déduit [ f(a)de = .



