
Exercice 77

Question préliminaire : montrer que
e

x�1

x
> 0,8x , 0.

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante, on a e
x > 1 = e

0
si et seulement si x > 0.

Cela permet de voir que
e

x�1

x
> 0,8x , 0.

On considère la fonction F : R! R telle que F(0) = 0 et

F(x) = ln

 
e

x � 1

x

!
, 8x 2 R � {0}.

1. Déterminer le DL3(0) de la fonction F.

Le DL3(0) de x 7! e
x�1

x
est

e
x�1

x
= 1 + x

2
+ x

2

3!
+ x

3

4!
+ o(x

3
). Le DL3(0) de u 7! ln(1 + u) est ln(1 + u) =

u� u
2

2
+ u

3

3
+ o(u

3
). En faisant le changement de variable u(x) = x

2
+ x

2

3!
+ x

3

4!
+ o(x

3
) dans le DL précédent

on trouve, pour x au voisinage de 0,

F(x) =

 
x

2
+

x
2

3!
+

x
3

4!
+ o(x

3
)

!
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+
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+
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+ o(x

3
)

!2

+
1

3
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2
+

x
2

3!
+

x
3

4!
+ o(x

3
)

!3

+ o(x
3
)

=

 
x

2
+

x
2

3!
+

x
3

4!

!
� 1

2

 
x

2
+

x
2

3!
+

x
3

4!

!2

+
1

3

 
x

2
+

x
2

3!
+

x
3

4!

!3

+ o(x
3
)

=

 
x

2
+

x
2

3!
+

x
3

4!

!
� 1

2

 
x

2

4
+

x
3

3!

!
+

1

3

 
x

3

8

!
+ o(x

3
)

=
x

2
+

x
2

24
+ o(x

3
).

2. Déduire de la question 1. la limite de la suite

un = n

⇣
ln(n) + ln(e

1

n � 1)

⌘
, n � 1.

On remarque que un = nF(
1

n
) = n

⇣
1

2n
+ 1

24n2 + o(
1

n3 )

⌘
= 1

2
+ o(1). Ainsi, lim

n!1
un =

1

2
.

3. Montrer que lorsque x! +1, on a le développement asymptotique

F(x) = x � ln(x) � e
�x + o(e

�x
).

Pour x > 0, on a F(x) = ln (e
x � 1) � ln(x) = ln (e

x
(1 � e

�x
)) � ln(x) = x � ln(x) + ln(1 � e

�x
).

Comme lim
x!+1

e
�x = 0 et que le DL1(0) de u 7! ln(1 � u) est ln(1 � u) = �u + o(u), on obtient le

développement asymptotique souhaité lorsque x! +1 : F(x) = x � ln(x) � e
�x + o(e

�x
).

3.4. Donner la tangente et la position par rapport à la tangente en ln(4) de la fonction F. On utilisera le

fait que ln(4) ' 1, 38.

Un calcul direct donne pour x > 0

F
0
(x) =

e
x

ex � 1
� 1

x
et F

00
(x) = � e

x

(ex � 1)2
+

1

x2
.

Comme ln(4) < 3

2
, on remarque que F

00
(ln(4)) = �4

9
+ 1

ln(4)2 > 0. Cela montre qu’au voisinage du point

(ln(4), F(ln(4))) le graphe de la fonction F se trouve au dessus de sa tangente en ln(4).
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Exercice 76

(a) f(x) =
p
x(2 + x)e

1
x = e

1
x x

q
1 + 2

x =
+1

x
�
1 + 1

x + o
�
1
x

�� �
1 + 1

2

�
2
x

�
+ o

�
1
x

��

=
+1

(1 + x+ o(1))

✓
1 +

1

x
+ o

✓
1

x

◆◆
=
+1

2 + x+
1

x
+ o(1) + o

✓
1

x

◆
=
+1

{2 + x}+ 1

x
+ o

✓
1

x

◆
.

Ainsi, f(x) � {2 + x} =
+1

1

x
+ o

✓
1

x

◆
indique que l’asymptote de f est la droite d’équation

y = 2 + x et que le graphe f se trouve au dessus, puisque
1
x + o

�
1
x

�
> 0.

(b) f(x) = x

✓
1 +

1

x
+

1

x2
+

1

x3

◆ 1
3

=
+1

x

"
1 +

1

3

✓
1

x
+

1

x2

◆
+

(1/3)(1/3� 1)

2

✓
1

x

◆2

+ o

✓
1

x2

◆#

=
+1

⇢
x+

1

3

�
+

2

9

1

x
+ o

✓
1

x

◆
: le graphe de f est au dessus de l’asymptote d’équation y = x+ 1

3 .

(c) Un calcul rapide donne f(x) =
+1

�
x
2
 
�e

x�x2 �e
�x2

+o

⇣
e
x�x2

+ e
�x2
⌘

=
+1

�
x
2
 
�e

x�x2

+

o

⇣
e
x�x2

⌘
: le graphe de f est au dessous de l’asymptote parabolique d’équation y = x

2
.

Exercice 77
Pour cet exercice, nous donnons seulement le départ du calcul : le développement asymptotique

allant ensuite de lui-même, par produit ou en utilisant les DL classiques.

(a) Il suffit d’utiliser le DL3(0) :
p
1 + u = 1+1/2u�1/8u2+1/16u3+o(u3) ; puis de remplacer

u par
p
x, qui tend bien vers 0 quand x tend vers 0.

(b) f(x) =
p
x

s

1 +
1p
x

=
+1

p
x(. . .), en utilisant le même DL3(0) de

p
1 + u qu’à la question

(a), où u = 1p
x

tend bien vers 0 quand x tend vers +1.

(c) f(x) =
1

x

 
1

1 + ln x
x

!
=
+1

1

x
(. . .), en utilisant le DL2(0) de

1

1 + u
, où, par croissance

comparée, u = ln x
x tend bien vers 0 quand x tend vers +1.

Exercice 78

I. Etude de la fonction

(a) La fonction f(x) =
e
x � e

�x

ex + e�x
n’est autre que la classique ”tangente hyperbolique” : f(x) =

tanhx =
sinhx

coshx
. Pour x > 0, le développement de Taylor-Lagrange à l’ordre 0 de la fonction f

sur l’intervalle [0, x] est f(x) = f(0) + (x � 0)f 0(✓), avec ✓ 2]0, x[. On a donc f(x) = x
1

cosh2 ✓
.

Comme cosh t � 1, 8t 2 R, on a la relation demandée : 8x > 0, 0 < f(x) < x.

(Les calculs sont rapides à faire si l’on a oublié les propriétés des fonctions hyperboliques.)
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(b) Il s’agit d’un DL, similaire à celui de tanx, facile à retrouver, et laissé en exercice.

Voici une vérification avec Wolfram Alpha, ainsi qu’un graphe de la fonction f où l’on voit bien

que 0 < f(x) < x pour x > 0 : DL et graphe

(c)
1

f(x)2
� 1

x2
=

1

x2

 ✓
x

f(x)

◆2

� 1

!
=

1

x2

 ✓
1

1� x2/3 + o(x2)

◆2

� 1

!

=
1

x2

⇣�
1 + x

2
/3 + o(x2)

�2 � 1
⌘
=

1

x2

��
1 + 2x2

/3 + o(x2)
�
� 1
�
=

2

3
+ o(1) �!

x!0

2

3
(cf. 75-(d)).

(d) f(x) :=
e
x � e

�x

ex + e�x
=

1� e
�2x

1 + e�2x
=
+1

(1� e
�2x)(1� e

�2x + e
�4x + o(e�4x))

= 1� 2e�2x + 2e�4x + o(e�4x) (où u = e
�2x

tend bien vers 0 quand x tend vers +1.).

II. Etude de la suite

(a) La fonction f étant strictement croissante (cf. I-(a)), la suite (un) est strictement monotone

(cf. cours). Elle décroit car, toujours d’après I-(a), u1 := f(u0) < u0 (cf. cours et TD, la récurrence

est immédiate).

Elle est, de plus, minorée par 0, puisque u0 > 0 et f(x) > 0 pour x > 0 (la récurrence est

évidente). Elle est donc convergente vers la solution de l’équation f(l) = l. Comme f(0) = 0 et

f(x) < x pour x > 0, la limite de (un) est l = 0.

(b) lim
n!+1

vn = lim
n!+1

1

f(un)2
� 1

u2
n

= lim
x!0

1

f(x)2
� 1

x2
=

2

3
, d’après I-(c) et en posant x = un.

(c) Posons wn =
1

n

n�1X

k=0

vk. D’après le lemme ce Cesàro, on a limwn = lim vn = 2
3 .

Mais, par télescopage, on a wn :=
1

n

n�1X

k=0

✓
1

u2
n+1

� 1

u2
n

◆
=

1

n

✓
1

u2
n

� 1

u2
0

◆
.

Ainsi lim
1

nu2
n

� 1

nu2
0

= lim
1

nu2
n

=
2

3
; ce qui donne lim

p
nun =

3

2
, soit un ⇠

+1

3

2
p
n

.

Exercice 79

(Préliminaire) Pour x 6= 0, le développement de Taylor-Lagrange à l’ordre 0 de la fonction

exp : x ! e
x

(indéfinimenent dérivable) sur l’intervalle [0, x] est exp(x) = exp(0)+(x�0)exp0(✓),
avec ✓ 2]0, x[. On a donc e

x = 1 + xe
✓
, et ainsi

ex�1
x = e

✓
> 0.

(a) F (x) = ln

✓
(1 + x+ x

2
/2 + x

3
/6 + x

4
/24 + o(x4))� 1

x

◆
= ln

�
1 + x/2 + x

2
/6 + x

3
/24 + o(x3)

�

= (x/2 + x
2
/6 + x

3
/24)� (x/2 + x

2
/6)2 + (x/2)3 + o(x3) = · · · = x/2 + x

2
/24 + o(x3).

(On peut vérifier que le terme en x
3

disparaît bien par ce petit test .)

(b) Posons x = 1
n . On a lim

n!+1
un = lim

x!0

1

x

✓
ln

✓
1

x

◆
+ ln (ex � 1)

◆
= lim

x!0

F (x)

x

= lim
x!0

x/2 + x
2
/24 + o(x3)

x
= lim

x!0
1/2 + x

2
/24 + o(x2) =

1

2
. Test

(c) F (x) = ln

✓
e
x � 1

x

◆
= ln

✓
e
x 1� e

�x

x

◆
= x� lnx+ln(1�e

�x) =
+1

x� lnx�e
�x+o(e�x)).
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Exercice 87

On cherche à établir un développement asymptotique de la série harmonique Hn =
Pn

k=1

1

k , n � 1.

On pose ak =
1

k �
R k+1

k
dt
t , pour tout k � 1.

(1) Montrer que ak =
1

2k2 + O(
1

k3 ).

On a ak =
1

k � (ln(k + 1) � ln(k)) = 1

k � ln(1 + 1

k ) = 1

2k2 + O(
1

k3 ) (dans la dernière égalité, on a utilisé le

DL2(0) de x 7! ln(1 + x)).

(2) En déduire que la série
P

ak converge. On note � :=
P1

k=1
ak.

Comme ak = O(
1

k2 ), la série
P

ak est absolument convergente.

(3) Montrer que le reste Rn =
P1

k=n ak admet le développement asymptotique : Rn =
1

2n + O(
1

n2 ).

Posons ak =
1

2k2 + ✏k. Alors Rn =
1

2
R0n + R00n avec R0n =

P1
k=n

1

k2 et R00n =
P1

k=n ✏k.

Comme x > 0 7! 1

x2 est décroissante, on a pour tout k � 2,

Z k+1

k

dt
t
 1

k2

Z k

k�1

dt
t
.

En sommant ces inégalités, on obtient
1

n  R0n  1

n�1
, 8n � 2. Cela montre que R0n =

1

n + O(
1

n2 ).

D’autre part on sait que ✏k = O(
1

k3 ). Cela entraine que la suite (R00n) est dominée par R000n =
P1

k=n
1

k3 .

En utilisant encore la comparaison “série - intégrale” on voit que R000n ⇠ 1

2n2 et donc R00n = O(
1

n2 ). Cela

termine la preuve de la question.

(4) En déduire que la série harmonique admet le développement asymptotique suivant :

Hn = ln(n) + � + 1

2n + O(
1

n2 ).

En sommant la relation
1

k = ak +
R k+1

k
dt
t entre 1 et n � 1, on obtient

Hn � 1

n =

n�1X

k=1

ak +

Z n

1

dt
t
= � � Rn + ln(n).

Soit Hn = ln(n)+�+ 1

n �Rn. Comme Rn =
1

2n +O(
1

n2 ), on obtient finalement Hn = ln(n)+�+ 1

2n +O(
1

n2 ).

1
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Exercice 88

Considérons une suite réelle (xn) formée de termes strictements positifs. On suppose que la suite (
xn+1

xn
)

admet le développement asymptotique suivant :

xn+1

xn
= 1 +

↵

n
+ O(

1

n2
).

(1) Montrer que la série
P

(ln(
xn+1

xn
) � ↵n ) est convergente.

Sachant que le DL2(0) de x 7! ln(1 + x) est ln(1 + x) = x � x2

2
+ o(x2

), on a

ln

 
xn+1

xn

!
= ln

 
1 +
↵

n
+ O(

1

n2
)

!
=
↵

n
+ O(

1

n2
).

Cela permet de voir que la série
P

(ln(
xn+1

xn
) � ↵n ) est absolument convergente.

(2) Montrer qu’il existe une constante C > 0 pour laquelle on a : xn ⇠ Cn↵. On utilisera le fait que
Hn = ln(n) + � + o(1), voir l’exercice 87.

Considérons la suite convergente

(�) Sn =

nX

k=1

ln

 
xk+1

xk

!
� ↵

k
=

nX

k=1

⇣
ln(xk+1) � ln(xk)

⌘
� ↵

nX

k=1

1

k
= ln(xn+1) � ln(x1) � ↵Hn.

Utilisons le fait que Hn = ln(n) + �n avec (�n) convergente. En exponentiant la relation (�) on obtient

xn+1 = Cn n↵

avec Cn = x1eSn+↵�n . La suite (Cn) converge vers une limite C > 0. On a ainsi montré que xn+1 ⇠ Cn↵.

On peut conclure que xn ⇠ Cn↵ car n↵ ⇠ (n � 1)
↵

pour tout ↵ 2 R.
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