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Dans ce chapitre

Algorithmes

o Méthode d’Euler

o Méthode de Runge-Kutta classique
Généralités

@ Application aux équations de mouvement des systemes en mécanique classique
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Equations différentielles ordinaires

Une équation différentielle ordinaire du premier ordre est une équation dont I'inconnue est
une fonction d'un seul paramétre z(¢) et qui implique la dérivée de cette fonction &(t).

On s'intéressera ici aux problemes de Cauchy (ou “problemes aux valeurs initiales”) ou
on donne une EDO et une condition initiale z(0) = xo.

Théoreme de Cauchy-Lipschitz : On donne I'EDO
&(t) = f(z(t),1)

avec f une fonction suffisamment réguliere (par exemple, dérivable par rapport a son
premier argument). Alors, pour tout zo € R, il existe un voisinage U de t = 0 et une
fonction unique x sur U qui vérifie 'EDO ainsi que la condition initiale (0) = xo.

Notre objectif sera de trouver une approximation numérique de cette fonction solution =
une liste de valeurs de fonction approximatives x(t1), (t2), ..., z(tn).
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Equations différentielles ordinaires

Motivation physique importante : Les équations de mouvement F=maen mécanique
peuvent s'écrire comme un systéme d'EDO du premier ordre. Les fonctions inconnues
sont les positions et les vitesses (ou plus généralement les coordonnées généralisées et
leurs moments conjugués).

Avec les positions et vitesses donnés a t = 0, on pourra les trouver pour tout t.
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Méthode d'Euler

Pour 'EDO #(t) = f(x(t),t) avec la condition initiale (0) = xo, on souhaite obtenir la
solution sur tout un intervalle [0, 77, c.-a-d. une liste de N valeurs de fonction

z1 = xz(h),z2 = z(2h),z3 = x(3h),...,on = x(Nh) avec Nh =T.

X, x(1)
X3
X >
4
N t
Xo
\‘XN
t=0 t=h t=2h }T{ t=Nh=T

Méthode d’Euler : Développement limité pour h suffisamment petit,
1., :
5 (0) B®
On néglige les termes O(h?) et supérieurs; on substitue I'EDO £(0) = f(z(0),0) et la
condition initiale z(0) = zo :

a(h) = (0) + #(0) b+ 7 (0) 1 -

1 = xo + hf(xo,O) .
De méme : Une fois x,, connu, on obtient x,+1 par développement limité et substitution,

Tnt1 = Tn +Enh =xn + h f(xn,nh).
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Méthode d'Euler

On obtient ainsi successivement les z1, x2, z3,...2ny = z(T) :

Tnt+1 = Tn + h f(zn,nh) |

# Résoudre 1’EDO dx/dt = f(x(t), t) avec la méthode d’Euler
#
# Arguments:
# f = fonction & deux arguments = membre de droite de 1’EDO
# x0 = x(0) condition initiale
# h = pas d’incrément en t
# N = nombre de points a calculer
#
# Renvoie une liste de N+1 valeurs [x(0),...,x(Nh)]
def euler(f, x0, h, N):
x = [x0] # une liste qui contient initialement xO
xn = x0

for n in range(N):

xn += h * f(xn, hx*n)

x += [xn] # ajouter xn & la liste des x
return x
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Méthode d'Euler : Un simple exemple
Pour p.ex. f(z(t),t) =x(t)+tetzo=0:
z(t) =x(t) + t, z(0)=0.

Solution analytique :
zt)=¢ —t—1.

Solution numérique sur [0, 1] avec incrément h = 1072 :

from euler import euler # la fct. euler du fichier euler.py

def f(x, t):
return x + t

solution = euler(f, 0.0, 1.E-2, 100)

Affichage :

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(np.linspace(0, 1, 101), solution)
plt.show ()

v
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Méthode d'Euler : Un simple exemple

0.014

0.012

0.010
0.6

0.008

3

,;\U.'-'l T 0.006
) 0.004
0.2
0.002
0.0 0.000
UU UZ U] t UA(; OAB lU 0.0 0.2 04 . 0.6 0.8 1.0
Solution numérique z(t) Az (t) = |Tnumérique (t) — Zanalytique (£)|

@ On s'apercoit que I'erreur numérique Az at =T = 1 est &~ 0.014 et alors du méme
ordre que h = 0.01. Explication : 3 chaque pas on néglige des termes O(h?) dans le
développement limité; il y a N = 1/h pas pour arriver a t = 1.

@ La méthode d'Euler est une méthode du premier ordre : I'erreur numérique globale
est de |'ordre h.

@ Pour améliorer la précision numérique par un facteur 2, il faudrait calculer ~ 2x plus
de points.
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Exemple physique

On regarde un objet qui se déplace dans un milieu fluide et qui est ralenti par une force
de trainée dépendant de la vitesse, F'(v),

F(v) = fiv+ fa0?, fi = ctes.

L'équation de mouvement est alors F' = ma = mo = f1 v + f2 v, ou

f2

a=——, 3= - positives (trainée opposée au mouvement).
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Exemple physique

o Petites vitesses, écoulement laminaire : v = —a v (loi de Stokes) avec solution
v(t) = voe @t
o Grandes vitesses, écoulement turbulent : trainée  v2, ¥ = —Bv? donc
— vo
v(t) = 15w

o Cas général : exemple d'une équation différentielle de Bernoulli,

v(t) =

Qvo
e“t(a+ Bvo) — Buo

Calculons une solution numérique pour comparer avec la solution exacte.
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Exemple physique

# Constantes physiques:

alpha = 1.
beta = .5
vOo = 2.
Constantes numériques:

= B # intervalle de temps
=T / N # pas d’incrément

def f(v, t):
return -alpha * v - beta * v*x2

from euler import euler
solution = euler(f, vO, h, N)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(np.linspace(0, T, N+1), solution)

plt.show ()

#
T
N = 1000 # nombre de pas & calculer
h

v
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Exemple physique

Solution numérique pour a =1, 8 =2, vo = 3 calculée avec N = 1000 points :

3.0 A —— solution numérigue
——- approximation de petite vitesse
»s ——- approximation de grande vitesse
2.0
£ 151
1.0 A
0.5
0.0
T T T T T T T T T
(4] 1 2 3 4 5 6 7 8
t
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Exemple physique

Différence entre la solution numérique pour a =1, 8 = 2, vo = 3 avec N = 1000 points

et la solution exacte v(t) = W

0.000 +

—0.005 §

—0.010 1

—0.015 1

vit)

—0.020 4

—0.025 1

—0.030
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Systemes d'EDO

Un systeme de n équations différentielles du premier ordre avec n fonctions inconnues :

:E(t) = fz(l'(t), y(t)7 Z(t)v ) t)
y(t) = fy(x(t)7 y(t)v Z(t)a [ERE) t)
£(t) = fo(z(t), y(@), 2(t),..., 1)

Il faut n conditions initiales £(0) = o, y(0) = yo, 2(0) = zo, ... pour un probléme de
Cauchy bien posé.

Pour le résoudre, on se sert de la méme méthode qu'avant, en regroupant les n fonctions
inconnues z, y, z,... et les n fonctions des membres de droite f;, fy, fz,... dans des
fonctions vectorielles @ et f :

—

i(t) = flit), t)

Aprés développement limité et substitution :

—

@t + h) = a(t) + h f(@(t), t) + O(h?)

Méthode d’'Euler n-dimensionnelle.
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EDO du second ordre

Application importante : équations du second ordre qui peuvent toujours se transformer
en deux équations du premier ordre. Par exemple :

.1 .
= RF(:E, z, t)
Introduire une fonction inconnue auxiliaire v(t) par
V=1
On obtient un systéeme de deux EDO du premier ordre :
T =
b= L P, v, )
= — Z, U,
m

Plus généralement : en d dimensions,
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Exemple

Une bille de masse m se déplace sans friction sur la surface d'un étonnoir conique qui est
décrite par I'équation (en coordonnées cartésiennes)

avec a > 0 une constante. La gravité agit en direction négative des z. On souhaite
résoudre les équations de mouvement.

o~ &
1o

X

Le lagrangien en coordonnées cylindriques (7, ¢, z) est
1 .
L= 3™ (7;2 + 2%+ r2¢2) —mgz.

En remplagant z = ar on obtient

L= %m ((1 + )i + r2<;'32) —mgar.
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Exemple

L'équation de mouvement pour r est donnée par |'équation d'Euler-Lagrange

4oL oL _
dt o7  or
ce qui donne
02 1 ga

T:m2(1—|—a2)rf3_1+a2'

Ici le moment cinétique ¢ = mr?¢ est une constante du mouvement car g—{; =0
(invariance par rotations autour de I'axe des z).

Avec v, = 7 on obtient la forme suivante des équations de mouvement :

= U

o 02 1 ga
" m2(1+a?)r3 1402
: 4

¢_mr2
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Exemple

Importer la bibliotheque numpy, initialiser les constantes :

import numpy as np

# Constantes physiques:

g = 9.81 # accélération gravitationnelle en m/s”2
alpha = 1. # pente du cdne

m = 1.E-3 # masse de la bille en kg

# Constantes numériques:

h = 1.E-4 # pas d’incrément

N = 50000 # nombre de pas a calculer

# Conditions initiales:

ro = .1 # rayon

vo = .2 # vitesse radiale

phi0 = 0.0 # angle

omega0 = 4. # vitesse angulaire

# Moment cinétique (constant pour ce probléme):
1 = m *x rO*x*2 *x omegaOl
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Exemple
Résoudre les équations de mouvement par la méthode d'Euler :

def euler(f, u0, h, N):
u = np.empty([N+1, 3]) # variables dynamiques
ul0] = uo # uli]l] = ligne i du tableau u
for n in range(N):
uln+1] = uln] + h * f(ulnl)
return u

# La fonction vectorielle des membres de droite des e.d.m.
# u = un vecteur & 3 composantes (r, v et phi au temps t)
def f(u):

r, v, phi = u

fr = v

fv = 1x%x2 / (m**2 * (1 + alpha**2) * rx*3) \

- g * alpha / (1 + alphax*2)
fphi 1 / (m * r*x*2)
return np.array([fr, fv, fphil)

u0 = np.array([r0, vO, phiO])
solution = euler(f, u0, h, N)
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Exemple

Trajectoire pendant 5 s r(t)

Visiblement |'amplitude en 7 de la solution numérique est croissante malgré la
conservation d'énergie (artéfact numérique). Pour I'éviter on peut soit réduire h et
augmenter N soit utiliser une méthode numérique plus puissante.
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Méthode de Runge-Kutta classique
Probléme : Résoudre le probléeme de Cauchy z = f(z(¢),t), x(0)==xo¢.

Euler : Etant donné x(t), pour obtenir z(t + h) : développement limité autour de z(t),
ne retenir que le premier terme,

z(t 4 h) = z(t) + hi(t) + O(h®) = z(t) + h f(x(t), t) + O(h?).

Runge-Kutta : Etant donné z(t), pour obtenir z(t + h) : combinaisons linéaires de
plusieurs développements limités autour des valeurs intermédiaires = (t + 7;) avec
0 < 7 < h. Pour p;, &, 7 bien choisis, I'erreur local devient (’)(hN) avec N > 1:

a(t+h)=z(t)+hY piki+OMLY), ki=flr+& t+m), 0<p <Ll

i=1

Variante la plus importante : Méthode de R-K du 4éme ordre, "RK4", “RK classique”

1 1 1 1
2(t+h) =z(t) +h (gkl + gha + ks + 6k4> +O(h%)

ki = f(z(t), 1), ko= f <:c(t)-i—gkl7 t+g) ,
’“Ff(w(tHSk% t+%) ; ko= [f(x(t)+hks, t+h).
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Méthode de Runge-Kutta classique
@ La méthode RK4 est beaucoup plus précise que celle d'Euler.

Elle nécessite plus d'évaluations de la fonction £ (4 par pas, pour Euler c’est une
seule), mais en pratique cela est plus que compensée par le fait qu'il faut beaucoup
moins de pas pour atteindre la méme précision.

Elle est presque aussi facile a implémenter que la méthode d’Euler (4 lignes de plus).
o Elle aussi peut étre appliquée aux systemes de plusieurs EDO.

Exemple : Pour I'exemple de la bille dans I'étonnoir, remplacer la fonction euler par une
fonction rk4 :

def rk4(f, u0, h, N):
u = np.empty([N+1, 3]) # variables dynamiques
ul0] = u0 # ul[i] = ligne i du tableau u
for n in range(N):
k1 = f(ulnl)
k2 = f(uln] + h/2 * k1)
k3 = f(uln] + h/2 * k2)
k4 = f(uln] + h * k3)
uln+1] = uln] + h * (k1/6 + k2/3 + k3/3 + k4/6)
return u

-
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Méthode de Runge-Kutta classique

Plus de croissance artificielle visible du maximum de r(t) grace a une meilleure précision
de I'algorithme.
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Précision numérique, Euler vs. RK4

o Avec la méthode d'Euler on néglige des termes O(h?) a chaque pas. Apres
N = O(1/h) pas, 'erreur accumulée est alors O(h).

@ Redoubler le nombre de pas = I'erreur est réduite par la moitié

o Avec la méthode RK4 les termes négligés sont O(h®), I'erreur accumulée est O(h?)
(“methode du 4&me ordre”)

o Redoubler le nombre de pas = I'erreur est réduite par un facteur 2* = 16.

01004 —— N = 10000 0.0075
womd T N = 20000 0.0050
— N = 40000

0.050 0.0025

0.025 0.0000

Ar(t)
o

0.000 0.0025

0.025 —0.0050

—0.0075

—0.0100

Erreur en fonction de N : Euler RK4
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Résumé : EDO, problémes de Cauchy

Pour numériquement résoudre un probléme aux valeurs initiales en mécanique :

@ Choisir un systéme de coordonnées (en prenant en compte la symétrie du systeme,
les contraintes éventuelles. . .)

o Trouver les équations de mouvement par le formalisme de Newton (F' = ma) ou de
d oL _ 9L _ ; s _ _OH . _ 0H
Lagrange (3; 5,2 — 5, = 0) ou de Hamilton (pi = —5.~, ¢ = 5,-).

@ Avec Newton et Lagrange, les e.d.m. sont du second ordre = transformer en
systeme d'équations du premier ordre.

o Résoudre les e.d.m. avec la méthode-d*Euler méthode RK4 (plus puissante).

Résultat : un tableau de coordonnées et vitesses/quantités de mouvement a
différents ¢.
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Algebre linéaire numérique
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Dans ce chapitre

Généralités
@ Systemes d'équations linéaires
@ Diagonalisation des matrices
Algorithmes
o La méthode de Gauss
o La décomposition LU

o La décomposition QR et I'algorithme QR
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Résoudre un systeme d'équations linéaires

On cherche une solution des n équations linéaires a n inconnues .,

a1 1 +a222+ ...+ ainTn = b1

G211 + a2 T2 + ...+ a2n Ty = b2

Gn1T1+ Gn222 4+ ...+ Ann Tn = bn
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L’algorithme de Gauss

L'algorithme de Gauss est une méthode pour résoudre ces systemes d'équations linéaires.
En notation matricielle :

ail e Qln T1 bl

ani ot QAnn Tn bn

Regardons la matrice n x (n + 1) suivante :

a1 -0 a1 b
M =
an1 e Ann bn
Observation : La solution (z1,...,z,) du systéme est inchangée par les transformations

élémentaires :
@ échange de deux lignes de M
@ multiplication d'une ligne de M par un nombre # 0

@ ajout d'une ligne de M a une autre
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L’algorithme de Gauss

Par une suite de transformations élémentaires, on transforme M en forme triangulaire
supérieure :

! ! i ! /
ap; Q2 vt ai n—1 A1n b1
’ / / /
0 a22 az n—1 A2n by
/ / /
M = 0 0 a3 n—1 a3pn b3
! ! /
0 0 : 0 Gp—1,n—1 Gp—1,n n—1
i /
0 0 - 0 0 Apn by,
.o .. .
Ici a;; =05sii>j.
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L'algorithme de Gauss

Pour transformer M en matrice triangulaire supérieure :
© Si la matrice ne contient qu'une seule ligne, rien a faire : terminer.

@ S'il y a au moins un coefficient non nul dans la premiére colonne :

o Si aj1 = 0, échanger la premiere ligne avec une autre dont le premier coefficient est
# 0. On appellera a1 le coefficient pivot, il est désormais # 0.

o Eliminer tous les coefficients aj1 de la premiére colonne au-dessous du pivot :
Ajouter (—ay1/a11) fois la premiere ligne a la k-éme ligne.

© Répéter a partir de 1. avec la sous-matrice de M que |'on obtient en supprimant la

premiére ligne et la premiere colonne.

En pratique, on choisit souvent comme pivot le plus grand coefficient de chaque colonne,
pour minimiser les erreurs d'arrondi. Pour nous il suffira de choisir un élément quelconque

(non nul).
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L'algorithme de Gauss

On a maintenant transformé M en forme triangulaire supérieure,

! ’ ! ! /
ay;  ayz a1n—1 A1n b1
! ! ! /
0 axp - agn—1 QA2n by
M = :
! 1 /

0 0 Ap—1,n—1 Ap—1,n n—1
! /
0 o - 0 A, by,

sans avoir changé la solution (z1,...,25). Ensuite on calcule successivement les x; :

oz, =by/an,
 Tn_1= (b1 — an_1nTn)/An_1.n_1, avec T, déja connu
o ...
o x;i = (b — > ., aixTk) /ai;, avec les zx pour k > i déja connus
o ...
o 21 = (b — Y 4o, a1x®k) /ai1, avec les x;, pour k > 1 déja connus
Si un des aj; est zéro, il n'y a pas de solution, sauf si le numérateur b; — 3, _ . ajjx est

aussi zéro (dans ce cas la solution pour z; n'est pas unique).
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L’algorithme de Gauss

Exemple : On cherche la solution Z du systéme d’'équations AZ = b avec

2 4 -2 1 0
1 2 3 4 - -3
A= -1 1 2 2 ’ b= 2
0 3 -2 0 0
@ Au début :
2 4 -2 1 0
1 2 3 4 -3
M -1 1 2 2 2
0 3 -2 0 0

@ Premiere colonne : le pivot est 2. On ajoute donc (—1/2)-fois la premiere ligne a la
deuxieme et (1/2)-fois la premiére ligne a la troisieme. Pour la quatrieme ligne il n'y
a rien a faire.
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L’algorithme de Gauss

2 4 -2 1 0
oo 4 I -3
M_031gz

03 -2 0 0

@ Deuxiéme colonne : on ne peut pas prendre 0 comme pivot. Alors d'abord on
échange la deuxiéme ligne ave la troisieme :

2 4 -2 1 0
;103 1 2 2
M‘004§—3

03 -2 0 0

Puis, rien a faire pour la troisieme ligne. Ajouter (—1)-fois la deuxieme a la
quatrieéme pour éliminer Mjs.
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L’algorithme de Gauss

2 4 =2 1 0
, o3 1 3 2
M=l0oo 4 =3
00 -3 -3 -2

@ Troisiéme colonne : le pivot est 4. Ajouter (3/4) de la troisieme ligne a la quatrieme :

2 4 -2 1 0
;o3 1 2 2
M‘004§—3

00 0 £ -4

Maintenant M’ est triangulaire supérieure et on peut calculer la solution Z :

o tay=-1 = x4 =-34
o dwz+ layg=4x3-119= -3 = z3=29

e 3wy +as+ Sas=322+29-85=2 = 2= 58

22

° 2z +4wy —2x3+ w4 =271 4+ 22 —58—-34=0 = =%
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L'algorithme de Gauss

Une procédure auxiliaire :

import numpy as np

# Transforme une matrice n*(n+l1) en forme triang. supérieure
def triangulariser (M):
n = M.shape [0] # le nombre de lignes
for i in range(mn): # boucle sur les premiéres n colonnes
for k in range(i, n): # chercher pivot sous la diagonale
if M[k, i] != O: # pivot trouvé dans ligne k 7
M[[i, k], :1 = M[[k, i], :] # échanger lignes i et k
pivot = M[i, i] # mémoriser pivot
break # quitter boucle sur k
else: # tous les éléments sous la diagonale sont zéro?
continue # alors rien & faire pour cette colonne
for k in range(i+l, n): # éliminer tout sous la diag.:
facteur = -M[k, i]/pivot # ajouter (facteur)
M[k, :] += facteur * M[i, :] # ...x(ligne du pivot)
# a la ligne k.
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L'algorithme de Gauss

def gauss(A, b): # trouver la solution x de Ax = b
n = A.shape[0] # le nombre de lignes
M = np.empty((n, n+1)) # la matrice M
M[:, :n] = np.copy(A) # copier A dans les léres n colonnes
M[:, n] = np.copy(b) # copier b dans la derniére colonne
triangulariser (M) # aprés, M est triangulaire supérieure

x = np.empty(n) # on mettra la solution ici
for i in range(m-1, -1, -1): # parcourir lignes en arriére
sigma = 0. # la somme des x que l’on connait déja
for k in range(i+l, n): # ... * les M_ik correspondants
sigma += M[i, k] * x[k]
if M[i, i] == 0: # Matrice singuliére?
if M[i, n] - sigma == 0: # faut résoudre Oxx[i] = 0 7
print ("Attention, solution pas unique!")
x[i] = 42
else: # faut résoudre Ox*x[i] = (non nul)?
print ("Erreur , pas de solution")
return
else: # sinon on peut diviser par M[i, il
x[i] = (M[i, n] - sigma) / M[i, il
return x

v
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La décomposition LU

Les opérations élémentaires sur une matrice carrée A peuvent se représenter par des
multiplications matricielles.

Ajouter r fois la j-éme a I'i-eme ligne (i # j)

A — T(i T)A

A
T(;,5;r) = la matrice identité avec le coefficient (i, j) remplacé par 7 :

1

Tii i) =
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La décomposition LU

Les opérations élémentaires sur une matrice carrée A peuvent se représenter par des
multiplications matricielles.

Echange de I'i-eme et la j-éme ligne :
A — P(iyj)A
P; ;) = la matrice identité avec les lignes i et j échangées :

1

P = 1
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La décomposition LU

La décomposition LU d'une matrice n x n A est la décomposition

PA=LU

@ U est une matrice n X n triangulaire supérieure

(zéro au-dessous de la diagonale principale)

@ L est une matrice n X n triangulaire inférieure

(zéro au-dessus de la diagonale principale)

@ P est une matrice de permutation n X n
(un produit des matrices du type P(; ;).

La matrice U est le résultat de I'application de I'algorithme de Gauss a la matrice A. En
prenant note des transformations effectuées pendant le déroulement de I'algorithme, on
peut aussi déterminer L et P.
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La décomposition LU

Rappel : pour éliminer la j-eéme colonne, I'algorithme de Gauss procéde en deux pas,

o (Potentiellement) un échange des lignes P jy :

o Siaj; =0, on cherche une autre ligne ai, avec ay; # 0 et on I'échange avec la j-eme

ligne. Opération réprésenté par P ;) avec k > j.

o Si déja aj; # 0, pas besoin de changer le pivot. Opération “nulle” réprésentée par

Pipn=1.

o Ensuite, (n — j — 1) opérations du type T(; j,,.,) (Ui =j+1...n):
Ajout de r;-fois la ligne j du pivot a la ligne ¢ (ol r; = —aij/a;;)

Ces dernieres peuvent étre regroupées dans une matrice Fliirigrorn) donnée par
Firgarn) = T1gim 0 TGr2,5imi42) - Tlnggira) . oU explicitement

F(j;rj+1--»Tn) =

HAP603P, U Montpellier

1

Ti+1

Tj+2

Tn

176 / 199



La décomposition LU

On peut alors représenter les transformations de I'algorithme de Gauss schématiquement
comme suit :

Fon—130) Plan—1) Fln—20) -+ Pla2) Flag) Py A= U

@ A est la matrice a transformer
o U est le résultat de I'algorithme de Gauss, une matrice triangulaire supérieure

@ Les P(; ;) correspondent aux changements de pivot (P(; jy = 1 si pas de changement
nécessaire)

o Les F(j§7'j+1~~~7”n) correspondent a I'élimination de la j-eme colonne

On inseére 1 dans I'équation ci-dessus, en utilisant P; jyP(; ;) = 1 :

Fin—10) Plan—1) Fln—2i%) - Pa2) Flaz) Po2) Praz) - Plan—1y-
“Pln—1) - Plus) Py Paay A=U

On peut montrer : La premiére ligne de cette expression,
L = Fin-13) Peen—1) Fan-2i0) - Ple,2) Ftn) Ple2) Pie) -+ Pl

est triangulaire inférieure.
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La décomposition LU

On est arrivé a la représentation suivante de la triangularisation de la matrice A :

LPly 1) Pug) Pugy PuyA=U

ou
L= Frn_1;4) Plen—1) Fln—2;%) = P(x,2) F1;5) Pis2) Ps,3) - Pleyn—1)

est une matrice triangulaire inférieure.
L'inverse d'une matrice triangulaire inférieure est également triangulaire inférieure. On
définit
L =01
P = Pup—1y - Prez) Py
et on multiplie par L a la gauche aux deux cotés :

LLPA=LU

alors
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La décomposition LU

Pour calculer la décomposition LU, PA = LU :

o U = le résultat de I'algorithme de Gauss appliqué a A
@ P = le produit de tous les P; ;) (échanges de lignes effectués dans la procédure).
o Démarrer I'algorithme de Gauss avec P = 1.

o Quand on échange les lignes i et j, multiplier P a gauche par P(Z-,]-).

r—1
o L=L7" =P PunFyyPoz Fouy  Peon-n F,l
avec les F{;;,) correspondant aux éliminations de colonnes.

o Démarrer avec L = 1.

o Quand on échange les lignes i et j, multiplier L & droite par P; ;).
o Lors de I'élimination de la colonne j, multiplier L a droite par le F(;Al*) correspondant.
-1
Facile a calculer car (F(j;’fj+1yTj+2w-7‘n71y’fn)> = F(j;*rj+1,*Tj+2,---7*’fn71y*7“n)‘

o Enfin multiplier L a gauche par P.
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La décomposition LU

Exemple : On cherche la décomposition LU de la matrice

2 4 =21
1 2 3 4
A= -1 1 2 2
0 3 -2 0

@ Audébut : U =A, L=1,P=1
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La décomposition LU
@ Premiére colonne :
pas de changement de pivot, P; ;) = P11y =1, P+ P, L+ L
ajouter (—1/2)(premiére ligne) a (deuxieme ligne) :

1
1
L+—L| 2 L
1
1
ajouter (1/2)(premiere ligne) a (troisieme ligne) :
1
L+ L 1 1
-1 1
1
rien a faire pour quatrieme ligne : L < L.
Maintenant
1 1
1
s 1 1
— 2 —
L=| & . , P= .
1 1
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La décomposition LU

@ Deuxiéme colonne : Maintenant

2 4 -2 1
oo 4 %
U‘oslg
03 =2 0

Uz2 = 0 : il faut changer le pivot. On échange donc la deuxieme et la troisieme

ligne :
03 1 %
=10 o0 4 2
0 3 -2 0
1
Pujy = Pags = ? (1) , P+ PogsP, L+ LPyg.
1
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La décomposition LU

Maintenant
1 1
10 1 0 1
— 2 J—
L= -3 10  P= 1o
1 1
2 4 -2 1
03 1 3
U= 00 4 2
0

0 3 -2
Rien a faire pour la troisieme ligne : L < L.
Ajouter (—1) fois (deuxieme ligne) & (quatriéme ligne) :

1

1 0 0 O
1 _ 010
L+ L 1 donc L= _% 10 0
1 1 0 1 0 1
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La décomposition LU

@ Troisieme colonne : Maintenant

2 4 -2 1
03 1 3
U‘004§
0 0 -3 -2

pas de changement de pivot : P(; jy = Pz3 =1, P+ P, L+ L
ajouter (3/4)(troisiéme ligne) & (quatrieme ligne) :

1 1 0 0 0
1 | 2 o 1 o0

L+ L 1 donc L= _% 1 0 o
-3 1 0 1 -3 1

o Finalement : L + PL.
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La décomposition LU

Enfin :
2 4 -2 1
03 1 2
U_004§
00 0 3
1 0 0 0
-+ 1 0 0
= 2
L‘%()lo
0o 1 -2 1
1 000
0010
P=101 0 0
00 0 1
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La décomposition LU : Applications
Une fois calculée la décomposition LU d’'une matrice carrée A, on peut facilement
resoudre tous systemes d'équations de la forme AT = b pour un b quelconque :

AF=0b & LUZ=Pb & Lj=1b avecj=UZ b =Pb

o Déterminer §/ 3 partir de Lij = b’ :
y1 =b1/Ln
y2 = (b — Laiy1)/ L2

Yn = (U — Y Lukyn)/L

k<n
o Calculer £ a partir de UZ = ¢ (voir derniere étape de la méthode de Gauss) :
In = yn/Unn
Tn—1 = (yn—l - Un—l,nxn)/Un—l,n—l

—ZUlkl’k)/Uu

k>1
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La décomposition LU : Applications

def resoudre(L, U, P, b): # trouve x dans LUx = Pb

n = U.shape[0] # les matrices sont n fois n
bprime = P @ b # le vecteur b’ = Pb
y = np.zeros(n) # le vecteur y
for i in range(n): # initialiser y
sigma = 0

for k in range(i): # k entre 0 et i-1
sigma += L[i, k] * yl[k]
y[i]l = (bprime[i] - sigma) / L[i, il

x = np.zeros(n) # le vecteur x

for i in range(n-1, -1, -1): # i entre 0 and n-1,
sigma = 0 # en arriére
for k in range(i+1l, n): # k entre i+l et n-1

sigma += U[i, k] * x[k]
x[i]l = (y[i]l - sigma)/U[i, il
return x
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La décomposition LU : Applications

Calcul de I'inverse : La décomposition LU permet de calculer le vecteur & dans le
systeme d'équations AZ = b. En appliquant cette méthode n fois avec b = les n vecteurs
de colonne d'une matrice B, on obtient n vecteurs de solution : les vecteurs de colonne
d'une matrice X qui vérifient I'équation matricielle

AX =B.

Si B=1, alors X = A~! I'inverse de la matrice A.

def inverse(A): # trouve 1l’inverse de A
L, U, P = LU.decomp_LU(A)
n = A.shape [0]
Ainv = np.empty((n, n)) # 1’inverse de A, vide au début
iden = np.identity(n) # 1’identité (i-éme ligne = e_i)
for i in range(n):
Ainv[:, i] = resoudre(L, U, P, iden[i])
return Ainv
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L'efficacité de la méthode de Gauss et la décomposition LU

o Le temps de calcul pour faire tourner la méthode de Gauss ou sa variante la
décomposition LU est proportionnel 3 n® pour une matrice n x n.

Si la taille de la matrice augmente par un facteur 10 = le programme prend 1000 x
plus de temps! Pour n = 100 cela prend une fraction d'une seconde, pour
n = 10000 c’est déja infaisable en pratique.

o Pareil pour calculer I'inverse et le déterminant avec la décomposition LU.

o D’autres algorithmes, souvent plus efficaces, existent pour les matrices de forme
spéciale (matrices creuses. .. ).

Remarques concernant notre implémentation :

@ Pour minimiser le besoin de mémoire et du temps de calcul, il convient de ne pas
paramétrer les permutations par une matrice P mais avec un vecteur p qui contient
les mémes informations.

@ Pour minimiser le temps du calcul, on ne construira pas L par une séquence de
multiplications de matrices (qui coiitent cheres, ~ n® opérations) mais plus
directement.

o D’autres optimisations sont possibles pour les applications en pratique.
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Les valeurs propres et les vecteurs propres d'une matrice

Soit A une matrice réelle n x n qui est symétrique : AT = A.

Theoréme : |l existe une matrice orthogonale S telle que ST AS = D est une matrice
diagonale.

(Rappel : S orthogonale g sTs=1;D diagonale C'g D zéro hors la diagonale principale .)

Dans ce cas les coefficients de la diagonale principale de D sont les valeurs propres de A,
et les colonnes de S sont les vecteurs propres de A.

(Rappel : XA € R valeur propre de A % 35 € R™ non nul, le vecteur propre, tel que AT = \7.)

Probleme :

Soit A une matrice symétrique donnée. On cherche ses valeurs propres et ses vecteurs
propres correspondants. Equivalent : on cherche S et D.
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L’algorithme QR

Un algorithme classique pour trouver les valeurs propres et les vecteurs propres d'une
matrice est I'algorithme QR. Ici on va discuter une version simple. Des algorithmes plus
modernes sont généralement plus efficaces et plus stables, mais aussi plus compliqués.

L'algorithme QR repose sur la décomposition QR d'une matrice carrée A,
A=QR

ol () est une matrice orthogonale et R est une matrice triangulaire supérieure. On définit
la suite Ay par
AO = A7 An+l = RnQn

avec A, = Qn R, la décomposition QR de A,,. On peut montrer que cette suite
converge, sous certains conditions, vers une matrice triangulaire dont les coefficients
diagonaux sont les valeurs propres de A. La matrice S est le produit de toutes les
matrices Q..
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L’algorithme QR

Algorithme :
@ Démarrer avec S = 1.

@ Si A est triangulaire supérieure, terminer. Valeurs propres = coefficients sur la
diagonale principale de A, vecteurs propres = colonnes de S.

@ Trouver la décomposition QR de A, A = QR.
© Répéter a partir de (2) avec A + RQ et S + SQ.

A vous de I'implémenter (— exercices) !

HAP603P, U Montpellier Outils de simulation 192 / 199



La décomposition QR

Pour implémenter I'algorithme QR, il faut savoir calculer la décomposition QR d'une
matrice A. Il y a plusieurs méthodes; un simple algorithme est la méthode modifiée de
Gram-Schmidt :

o L'idée est de orthonormaliser les colonnes de A par une suite de transformations qui
peuvent étre representées par des matrices triangulaires supérieures. Si alors ¥; et ¥;
sont deux colonnes différentes, on souhaite que ¥; - ¥; = 0 et ¥; - ¥; = 1.

@ On définit la projection de @ sur ¥ :

@ Pour tout vecteur de colonne ; :
o Normaliser, ¥; + ¥;/||T;]| (si ¥; n'est pas nul)
o Soustraire de chaque colonne derriére ¥; sa projection sur v; ,
17]' (—ﬁjfprﬁiﬁj Vj>i
o Maintenant ¥j; est orthogonal a tous les ¥; avec j > i (et a toutes leurs combinaisons
linéaires)

o Ainsi on obtient les vecteurs de colonne de Q. Poser R = Q1A = QT A.
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La décomposition QR
Exemple (Méthode modifiée de Gram-Schmidt) :

2 0 1
A=Q= 2 4 -1
-1 2 3
Normaliser la premiére colonne : /22 4 22 4 (—1)2 = 3, alors
2
2 9 1
Q + 24 -1
1
-1 2 3

Le produit scalaire entre la 1ere et la 2éme colonne est 2 x 0+ 2 x 44 (—1) x 2=2. I
faut donc soustraire 2x (1ére colonne) de la 2&éme colonne.

Le produit scalaire entre la lére et la 3eme colonne est

2 %1+ 2 x(=1)+ (—3) x 3= —1, on soustrait alors (—1)x(1&re colonne) de la 3¢me.

Q +

Wl Wi Wi
wloo Wl wlut

w00 W|0o ol

Maintenant la premiere colonne est normalisée et orthogonale aux deux autres.
194 / 199



La décomposition QR
Exemple (Méthode modifiée de Gram-Schmidt) :

Normaliser la deuxieme colonne : 1/(—4/3)2 + (8/3)2 + (8/3)2 = 4, alors

W] Wik wlwt

Q «~

Wl Wi Wi
W WiN ol

La produit scalaire entre la 2éme et la 3éme colonne est 1. Il faut donc soustraire la 2eme
de la 3éme colonne.

2 1
2 2
1 2 2

Maintenant les premieres deux colonnes sont normalisées, orthogonales I'une a |'autre et
orthogonales a la troisieme.

Il ne reste qu'a normaliser cette derniére :

W Wi ol

Wi Wl wiN

Q «~

Wl WiN Wi
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La décomposition QR

Exemple (calcul de R) :

On a
2 2 1
3 3 73
A =
2 _1 2
3 3 3
et alors
2 2 1
3 3 73 2 0 1 3 2 -1
-1 1 2 2
2 _1 2 -1 2 3 0 0 3
3 3 3
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La décomposition QR
Deux fonctions auxiliaires :

import numpy as np

# pour calculer la norme de v:
def norme(v):
return np.sqrt(np.sum(v**2))

# pour calculer la projection de w sur v:
def projeter(v, w, epsilon=1.0E-10):
vnorme = norme (v)
if vnorme < epsilon: # proj. sur vect. nul = vect. nul
return np.zeros (v.shape [0])
resultat = np.copy(v)
resultat *= v Q@ w
resultat /= vnorme**2
return resultat
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La décomposition QR
Orthogonalisation de Gram-Schmidt :

def gram_schmidt (A, epsilon=1.0E-10):
n = A.shape [0]
resultat = np.copy(A) # on y mettra le résultat

for i in range(n): # Gram-Schmidt modifiée:
v = resultat[:, i]l] # pour tout vecteur de colonne v:
vnorme = norme (v)

if vnorme >= epsilon: # normaliser (sauf si nul)
v /= vnorme
for j in range(i+l, n): # de toute colonne aprés v:
# soustraire sa projection sur v
resultat[:, j] -= projeter(v, resultat[:, j], epsilon)
return resultat

Décomposition QR :

def decomp_QR(A, epsilon=1.0E-10):
Q = gram_schmidt (A, epsilon)
R=Q.T @ A
return Q, R
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Algebre linéaire avec SciPy

La bibliothéque SciPy contient des méthodes pour I'algorithme de Gauss, la
décomposition LU, la décomposition QR et de nombreuses autres : décomposition en
valeurs singulieres, décomposition de Cholesky, fonctions matricielles, méthodes
optimisées pour des matrices spéciales. . .

Pour les vraies applications dans la physique numérique, il est préférable de se servir de
ces méthodes optimisées au lieu de nos implémentations du cours < faits maison .

On les trouve dans la sous-bibliotheque scipy.linalg :

import numpy as np
import scipy.linalg as la
A = np.array([[5, 3, -11, [3, 2, -41, [-1, -4, 011)

Ainv = la.inv (A) # inverse

d = la.det (A) # déterminant

vals, vecs = la.eig(A) # valeurs/vecteurs propres
Pinv, L, U = la.lu(A) # déc. LU: Pinv~-(-1) A =L U
Q, R = la.qr(A) # décomposition QR

Le travail de calcul dans cette bibliothéque reste sur des routines en C, C++ et
FORTRAN optimisées qui sont beaucoup plus vite que des routines en Python.
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