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Correction des exercices « ® » des feuilles 5 et 6

Exercice 47

Soit xyg € R U {—00, +00} et £ € (R* U {+0o0}) \ {1}. On suppose que f(x) ~ g(x) et que lim g(x) = ¢.
X0 X—X0

Montrer que In f(x) ~ In g(x). Est-ce encore vrai pour £ = 17
X0

Par définition, il existe une fonction €(x) définie au voisinage de x, vérifiant

lim e(x) = 1.

X— X0

{ f(x) = g(x)e(x) au voisinage de xo,

Cela donne la relation In(f(x)) = In(g(x)) + In(e(x)). Si lim glx) = € € (R* U {+00}) \ {1}, alors

hm In(g(x) = In(£) € (R U {&c0}) \ {0}, et ainsi lim }“gg;; o Sion pose (x) = 1 + }gg;gg;, ona

lim n(x) = 1.

X—X0

{ln( f(x)) = In(g(x))n(x) au voisinage de xy,

On a démontré que In(f(x)) ~ In(g(x)).

Considérons la situation suivante : f(x) = e*, g(x) = e en xo = 0. On voit que f(x) > g(x) mais

In(f(x)) = x n’est pas équivalent en 0 a In(g(x)) = x*
Exercice 48

Soit f : R* — R* une application continue telle que Vx € R*, f(x) < 2f (%‘)
(1) Justifier que f admet un maximum sur [0, 1].
(2) Montrer que Yk € N, f(x) < 2"f(i).
(3) Pour tout x > 0, on pose ko(x) = minfk € N[5 < 1}. Justifier Iexistence de ko(x) et montrer que
ko(x) < X 4 1.
(4) Montrer que f(x) = O(x]ﬁ;%)
(1) Comme la fonction f : [0, 1] — R est continue, la quantité M := SUP,c10.1] f(x) est finie.

(2) Les relations Vk € N, Vx € R, f(x) < 2¢f (ik) se démontrent facilement par récurrence.

(3) Comme hm = 0, 'ensemble {k € N|5z < 1} est non vide. Ainsi I’entier ko(x) est bien défini car

toute partie non Vlde de N admet un plus petit élément. Par définition 1’entier ko(x) — 1 n’appartient pas
a{k € N|5; < 1} : ainsi 37755 > 1. En prenant le logarithme on obtient la relation ko(x) < 1‘“‘ + 1.

(4)Ona
fx) < 2k0(X)f(3k0(x)) < 2{%+1M = ZMX%, Vx> 0.

On obtient donc que f(x) = O (x%)
+o00
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Exercice 57

On considere la fonction f : R — R, donnée par
= si x#0
fx) = { R

(1) Calculer le développement limité de f a I’ordre 3 en O.

Remarque générale : On remarque que f est C* sur R — {0}. Donc, tous nos efforts vont se concentrer
sur I’étude du comportement de la fonction en 0.

On a, pour x au voisinage de 0,
X 1
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On obtient finalement le développement limité a 1’ordre 3 en 0 suivant :

et donc

(*x)  f)=1-ix+Lx+0(x).

(2) Montrer que f est continue.

Le développement limité (%) montre que lim,_,o f(x) = 1 = f(0). Donc f est continue en 0. On a donc
montré que f est continue.

(3) Montrer que f est de classe C'.

Le développement limité (x) nous permet de conclure que f'(0) = lim,_ w
direct donne

= —%. Un calcul

1 xe* ef(1l-x)—-1
'(x) = - - Vx # 0.
FO= e ey -

La dérivée f” est donc définie sur R par les relations

e (1-x)—1 .
P = { —(exl_ly st x#0

= si x=0.

Nous allons vérifier que f est continue en 0. Le DL a I’ordre 3 de x — ¢*(1 —x) — 1 en O est
-0 -1=(1+x+3c+ 40 +0()) (1 -x) - 1 = —4x° — 1 + o(x?).

D’autre part, au voisinage de 0, on a (¢* — 1)* = (x + 1x* + 0(x?))* = x* + x° + o(x*). Finalement,

@ )= —%xz - %x3 + o(x®) _ -1 %x + o(x)

2

2+x3+0(x3 l+x+ok)
Cela montre que f’(0) = lim,_,o f"(x), donc f’ est continue en 0. Nous avons montré que f est de classe
C'.

(4) Montrer que f est de classe C.

= (—% - %x)(l - x)+o(x) = —% + éx + o(x)

Le DL (&) montre que f”(0) = lim,_, w = %. Un calcul direct montre que
by e ((x=2)e" +x+2)
f (x) - (ex _ 1)3 ’

Au voisinage de 0, nous avons e*((x — 2)e* + x +2) = %3 +o(x*) et (e* — 1) = x* + o(x*). Cela montre
que lim,_, f"(x) = % = f”(0), donc f”’ est continue en 0. Nous avons montré que f est de classe C.

VYx #0.




Exercice 58

On considere la fonction g : R — R, donnée par

e x si x>0
g(x) ={ .

0 si x<0.

(1) Montrer que pour tout n € N, il existe un polynome P, tel que ¥x > 0, g"(x) = e P, (i)
On montre cela par récurrence sur n € N.
(2) Montrer que pour tout n € N, g"™(0) = 0.

Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.

(1) Pour n =0, on a g(0) = 0 par définition.
(2) Supposons que g"™(0) = 0. Soit N le degré du polyndme P, : il existe ¢ # 0 tel que P,(f) ~ ct".
Ainsi, au voisinage de 0", la fonction ”
e3P, (%) -0 et

x 0+ CxN+l

tend vers 0 lorsque x — 0*. On a montré que g”*"(0) = 0.

(3) En déduire que g est de classe C*™ sur R. Quels sont ses DL en 0 ?

La fonction est C* sur R — {0}, comme composée de fonction C*. Ensuite on remarque que pour tout
n €N,

lim g™ (x) = 0 = g™(0).

x>

Cela permet de conclure que g est de classe C* sur R.
Le DL de g al’ordre n € N en 0 est g(x) = o(x").
(4) Existe-t-il une autre fonction ayant les mémes DL en 0 que g ?

Oui, la fonction identiquement nulle.



