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Devoir maison

Le but de cet exercice est de démontrer la formule de Stirling :

n! ∼
√
2π e−n nn+

1
2 .

Pour cela on considère les suites

In =

∫ π
2

0
sin(x)ndx et Un =

e−n nn+
1
2

n!
, n ∈ N.

A - Étude de la suite (In)

A.1 Montrer que limn→∞ In = 0.

A.2 Montrer que In+2 =
n+1
n+2In, ∀n ∈ N. On effectuera une intégration par partie.

A.3 Vérifier que (In) est décroissante, et en déduire au moyen de la question A.2 que

lim
n→∞

In
In+1

= 1.

A.4 Montrer que

I2p =
π

2

(2p)!

(2p p!)2
et I2p+1 =

(2p p!)2

(2p+ 1)!
, ∀p ∈ N.

B - Étude de la suite (Un)

On considère la fonction f(x) = ln(1 + x)− 2x
2+x , x ≥ 0.

B.1 Montrer que ln(Un+1

Un
) = (n+ 1

2)f(
1
n), ∀n ≥ 1.

B.2 Montrer que f(x) ≥ 0,∀x ≥ 0. En déduire que (Un) est croissante.

B.3 Montrer que ln(Un+1

Un
) = O( 1

n2 ). On effectuera un DL à l’ordre 3 de f en 0.

B.4 Montrer que la suite (Un) est convergente.

B.5 Soit ` = limn→∞ Un > 0. Montrer que n! ∼ `−1 e−n nn+
1
2 .

B.6 Calculer des équivalents simples des suites (I2p) et (I2p+1). En déduire que `−1 =
√
2π.
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