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Corrigé du controle continu 1
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Exercice 1 (Cours & TD) Voir le cours.

Exercice 2 (10 points) Etudiez la convergence simple, uniforme, et uniforme sur les
compacts des suites de fonctions (fy,)nen+ définies ci-dessous :

L. fa(z) = 5, +sin(z), pour x € [0, +00[;

Pour tout = € [0, +oo[ on a lim, ;o 5, = 0, donc (f,) converge simplement
vers sin: [0, +oo[— R. Pour tout n € N* et € [0,400[ on a 0 < - < 1

+n
et lim, s 0 77 = 1, donc [|f, — sin|| = sup,e(p 100 775 = 1. Ceci montre que
lim, 400 || fn — sin|| # 0, donc la convergence de (f,) n’est pas uniforme sur
[0, +00[. (Noter qu'il suffit d’obtenir I'inégalité |[f, — sin|| > lim, 400 25 = 1

pour conclure). Enfin tout segment [a,b] de [0, +oo[ est inclus dans un segment
de la forme [0, M], et 0 < sup,ea 755 < M done limy o0 || fn — sin||pag =

lim,, 4 o0 % = 0. Comme le segment [0, M] est quelconque, ceci montre que la
convergence de (f,,) est uniforme sur les compacts de [0, +o00].

2. fu(x) = e7*(cos(nx) — 1), pour x € [0, +00], puis pour x € [a,+oo[, a > 0;

Pour tout n € N* on a f,(0) = 0, et pour tout x > 0 linégalité |f,(z)| <
e 2% (| cos(nz)| + 1) < 272" implique lim, 4o fn(z) = 0. Donc (f,) converge
simplement vers la fonction nulle f sur [0,4+o00[. Considérons la suite de points
T, =+, n €N Ona f,(z,) = e ?(cos(1) — 1), donc la suite (f,(z,)), constante et
non nulle, ne converge pas vers f(0) = 0. On déduit de la question de cours 1 que
la convergence de (f,) n’est pas uniforme sur [0, +oo[. De plus, tout segment de
[0, +00[ qui contient 0 contient une infinité de termes de la suite (x,,), donc le méme
argument montre que la convergence de (f,) n’est pas uniforme sur ces segments,
et donc sur les compacts de [0, +oc[. Enfin, pour tout a > 0 on obtient comme plus
haut l'inégalité 0 < sup,epy 4o [fn(2)] < 27", done limy, o0 || fol|ja,400f = 0, ce
qui montre que la convergence de (f,,) est uniforme sur [a, +oo[ (donc évidemment
sur les compacts de [a, +00[).

3. fulz) =n%x(1—2)", pour z € [0,1], ot o € R est un parametre fixé (on discutera
suivant la valeur de o).

Pour tous n € N* et @ € R on a f,(0) = 0 = f,(1), et pour tout = €0, 1],
In(1 —z) < 0, donc f,(z) = zn®e""1=2) — ( lorsque n — 400 par croissances
comparées. Ceci montre que (f,) converge simplement vers la fonction nulle f
sur [0,1], quel que soit a € R. Pour estimer || f,||, fixons n € N* et étudions les
variations de f,. Pour tout z €]0,1[ on a f/(z) = n®(1—z)" (1 —z(n+1)), donc

fl(z) > 0 si, et seulement si, z € |0, #1] Le max de f, est atteint en x = n+r1, et
. 1 e
[foll = f(s57) = 7% 75 (1—+15)". Maintenant (1——15)" = e"MU=i) e (faire
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un DL de In & Pordre 1) et n®—5 ~ n*~" lorsque n — +00. Donc || fo|| ~ n®~'/e.

Ceci montre que la convergence de (f,,) est uniforme si @ < 1, et non uniforme si
a > 1. Idem évidemment sur les compacts.

Exercice 3 (8 points) On pose fo(z) =0, et fri1(z) = /x + fu(x) pourx >0 etn € N.
On va étudier la suite de fonctions (f,).

1. (Dans un premier temps la conclusion de cette question peut étre admise afin
d’avancer dans ’exercice) Montrer que pour tout x > 0 et n € N on a

0 < foulz) < 1++V1+4x.

I est évident que 0 < f,(x) pour tout z > 0 et n € N. Montrons l'inégalité
falz) < 14 /14 4x par récurrence. Elle est évidemment vraie lorsque n = 0.
Supposons-la vraie pour un entier k, il suffit de vérifier qu’elle est vraie pour k4 1.
Or pour tout z > 0 on a

frrr(@) = 1+ VI+4a) = Va+ fulz) = (1+ VI +4a)
_ ot fi(@) — (1 + V1 +42)?
Vot (@) + (1 + VT + 4x)
_rt (4 VI+ ) = (2+2V1 + 4o + o)
a VT + fi(l@) + 14+ 1+ 4
< —1 -3z —+1+4z
T Vot fule) 1+ V1 dx

Le membre de droite est négatif pour tout x > 0, donc fry1(z) <14 1+ 4z, ce
qui acheve la preuve.

2. Montrer que (f,) converge simplement, et expliciter soigneusement { = lim,,_, . fy.

La question 1 montre que pour tout z > 0 la suite (f,(z)) est bornée. La fonction
gz: [0, +00[—= R, y — /z + y, est croissante, et f,,+1(z) = g.(fn(x)) pour tout n €
N. Comme f; > fy, on en déduit f,.1(z) > fn(x), ie. la suite (f,(z)) est croissante.
Toute suite réelle croissante et majorée converge, donc ¢(z) := lim,, ., fn(z) € Ry
existe. En x = 0 on a f,(0) = 0 directement avec la définition, donc ¢(0) = 0. Par
passage a la limite n — 400 dans la relation f,11(z) = g.(f.(z)) (licite puisque
g est continue), on obtient {(z) = \/z + {(z), Aot l(z)* —l(z) —x = 0. Siz >0

cette équation donne
1++v1+4x
l(x) = — s

(I’autre solution, négative, est exclue puisque f,,(z) > 0 pour n > 1). En conclusion,
(fn) converge simplement vers la fonction

¢: [0,400] — R

0 siz=0
T — ATie
# six > 0.



3. La suite (f,,) converge-elle uniformément sur Ry ? Sur [1,2] ?

La fonction limite ¢ n’est pas continue en 0 alors que les fonctions f,, le sont, donc
d’apres le cours la convergence de la suite (f,) n’est pas uniforme sur R,. Sur le
segment [1,2], ¢ et les fonctions f, sont continues, et nous avons vu que la suite
(fn(x)) est croissante pour tout point x, donc le théoreme de Dini implique que la
convergence est uniforme.

4. Démontrer que pour tout x >0 etn € N on a

() = )]

(@) @

|fn+1(x> - f(l’)| <

On remarque que fo1(z) —€(x) = g:(fu(2)) — g2 (£(2)), o1t g2 (y) = VT + Yy comme
a la question 2. Alors on applique 'inégalité des accroissements finis a g, sur le

segment [f,(z), (z)]; puisque ¢, (y) = 2\/+Ty’ on obtient

1
|frri(x) = (2)] < | fulz) —Ll(z)]  sup ——F—=
- yelfn(@)b(z)] 2V T + Y

_ o)~ (@)
- 2z + fu(o)

C’est le résultat demandé.

5. En déduire que (f,) converge uniformément sur tout intervalle |a, +o00| avec a > 0
(on pourra remarquer que f, — { est une fonction bornée pour tout n > 1).

On applique I'inégalité (1) au numérateur de son membre de droite, et ainsi de suite
jusqu’a descendre & |fi(z) — ¢(z)|. Comme f,11(z) > fo(z) > ... > fi(z) = /z,
pour tout x > 0 et n € N on obtient

s |fi(x) — {()]
|fn+1<l‘) g( )| < 2”fn+1(x)fn(x> - fl(l’)
_ 1A~ )

2" fr(z)"
Maintenant, un calcul simple montre que fi(z) — {(z) = _ng— %; cette

fonction est continue sur [a, +oo[, a > 0, et a une limite finie en 400, donc elle est
bornée. Soit donc M > 0 un majorant de f; —¢ sur [a, +o00[. Pour tout = € [a, +00],
fi(z) = /& > +/a, alors I'inégalité précédente implique

M
(2va)r

Sia > 1/4, alors 2¢/a > 1 et lim,, o0 || fa41(2) — |ja 400 = 0. Ceci prouve la
convergence uniforme sur tout intervalle [a, +o0o[, @ > 1/4. Enfin, si0 < a < 1/4 on
démontre la convergence uniforme de (f,) sur le segment [a, a'], o @’ > 1/4, comme
nous l'avons fait a la question 3 sur I'intervalle [1,2]. La convergence uniforme sur
les intervalles [a, '] et [@’, +00] implique la convergence uniforme sur [a, +00].

|[foa (@) — l(2)] <




