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Tous documents et appareils électroniques sont interdits.

La notation tiendra compte de la précision de vos arguments.
En particulier, si vous utilisez un résultat du cours, énoncez
et vérifiez toutes ses hypotheses.

Baréme sur 22 points.

Exercice 1 (Cours & TD)

1. (2 points) Soient I un intervalle de R, (f,)nen une suite de fonctions continues
fn: I = R qui converge simplement vers une fonction continue f, et (z,) une suite
de points de I qui converge vers x € I.
(a) Montrer que si (f,) converge uniformément, alors (f,(z,)) converge vers f(x).
(b) Donner un contre-exemple lorsque (f,,) ne converge pas uniformément.

2. (2 points) Soient I un intervalle de R, et (f,,) une suite de fonctions f,,: I — R.
Démontrer que si (f,) vérifie le critere de Cauchy uniforme, alors (f,,) converge
uniformément.

Exercice 2 (10 points) Etudiez la convergence simple, uniforme, et uniforme sur les

compacts des suites de fonctions (f,)nen+ définies ci-dessous :
L. fu(x) = S5, +sin(x), pour € [0, +oof;
2. fu(z) = e **(cos(nz) — 1), pour € [0, 400], puis pour x € [a, +o0[, a > 0;
3. fo(x) =n%(1 —2x)", pour x € [0,1], ot @ € R est un parametre fixé (on discutera
suivant la valeur de «).

Exercice 3 (8 points) On pose fo(z) =0, et fr11(z) = /& + fu(x) pourx > 0et n € N.
On va étudier la suite de fonctions (f,,).

1. (Dans un premier temps la conclusion de cette question peut étre admise afin
d’avancer dans [’exercice) Montrer que pour tout x > 0 et n € N on a

0< fulz) <1+ V1+4z.

2. Montrer que (f,,) converge simplement, et expliciter soigneusement ¢ = lim,,,  » f.

3. La suite (f,,) converge-elle uniformément sur Ry 7 Sur [1,2]?
4. Démontrer que pour tout x > 0 et n € N on a

|[fn () — £(2)|
|[frr(z) — £(z)] < )

5. En déduire que (f,,) converge uniformément sur tout intervalle [a, +00] avec a > 0
(on pourra remarquer que f, — ¢ est une fonction bornée pour tout n > 1).



