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1. Questions isolées (8 points)

a. Soient E, F deux espaces vectoriels normés et T : E → F une application linéaire continue. Montrer
que pour tout xo ∈ E et tout r ≥ 0, on a

sup
‖x−xo‖E≤r

‖T (x)‖F ≥ ‖T‖ r.

b. Soient E un espace vectoriel normé, et V un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Soit
x ∈ E. On pose d(x,V) = inf{‖x − v‖; v ∈ V}. Montrer qu’il existe vo ∈ V tel que ‖x − vo‖ = d(x,V).

c. Soit (`2, ‖−‖2) l’espace de Hilbert des suites réelles de carré sommable. Montrer que le sous-ensemble
K = {(un)n∈N; |un| ≤ e−n, ∀n ∈ N} est un compact de `2.

d. On pose cn(x) =
√

2
π

cos(nx) pour tout n ∈ N. Montrer que {cn, n ∈ N} est une base Hilbertienne de
l’espace de Hilbert L2([0, π]).

2. Exercice 1 (6 points)

Soit (`2, ‖ − ‖2) l’espace de Hilbert des suites réelles de carré sommable. Soit g : [0,+∞[→ R une
fonction continue bornée. À tout t ≥ 0, on associe l’application linéaire Gt : `2 → `2 définie par la
relation : si u = (un)n∈N alors Gt(u) = (g(tn)un)n∈N.

(1) Montrer que Gt : `2 → `2 est une application linéaire continue.

(2) Soient to ≥ 0 et u ∈ `2. Calculer la limite limt→to Gt(u) ∈ `2.

On travaille maintenant avec la fonction e(x) = exp(−x) et l’application linéaire associée Et : `2 → `2.

(3) Montrer que E1 : `2 → `2 est un opérateur compact. On pourra utiliser la question isolée c..
(4) Pour tout u ∈ `2, on considère t > 0 7→ 1

t (Et(u) − u) ∈ `2. Montrer que la limite

lim
t→0+

1
t
(Et(u) − u)

existe dans `2 si et seulement si
∑

n∈N n2u2
n < +∞. On utilisera le fait que θ(x) = 1

x (e−x − 1 + x)
est une fonction continue bornée sur [0,+∞[.
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3. Exercice 2 (4 points)

Pour tout réel y, on note E(y) ∈ Z sa partie entière et [y] ∈ [0, 1[ sa partie décimale : [y] = y − E(y). On
considère un élément φ ∈ L2([0, 1]) et on forme la suite (φn)n≥1 définie par φn(x) = φ([nx]), x ∈ [0, 1].

(1) Montrer que pour tout h ∈ C0([0, 1]) on a 〈φn, h〉 = 〈φ,Hn〉 avec

Hn(x) =
1
n

n−1∑
k=0

h
(

x + k
n

)
, x ∈ [0, 1].

(2) Calculer ‖φn‖2 pour n ≥ 1.

(3) Montrer que la suite (φn) converge faiblement.

4. Exercice 3 (6 points)

Soit E = C([0, 1],R) l’espace vectoriel des fonctions réelles continues sur [0, 1], que l’on muni de la
norme ‖ f ‖∞ = supx∈[0,1] | f (x)|.

On introduit, pour tout f ∈ E, la fonction T ( f ) : [0, 1]→ R définie par :

T ( f )(x) =

 1
x

∫ x

0
f (t)dt si x ∈ ]0, 1],

f (0) si x = 0.

(1) Montrer que pour tout f ∈ E, la fonction T ( f ) est continue.

(2) Montrer que T : E → E est une application linéaire continue.

(3) Quelle est la norme d’opérateur de T ?

(4) Soit p ∈ R[x] une fonction polynomiale. Quelle est la limite de la suite (T n(p))n∈N dans
(E, ‖ − ‖∞) ?

(5) Montrer que pour tout f ∈ E, la suite (T n( f ))n∈N converge dans (E, ‖ − ‖∞).


