








Corrigé : A-stabilité de la méthode BDF2 et
application

1. Étude de la stabilité

On applique la méthode BDF2 à l’équation test de Dahlquist

y′ = λy.

Le schéma BDF2 est

3yn+1 − 4yn + yn−1

2h
= f(tn+1, yn+1).

Comme f(t, y) = λy, on obtient

3yn+1 − 4yn + yn−1

2h
= λyn+1.

En multipliant par 2h :

3yn+1 − 4yn + yn−1 = 2hλyn+1.

On introduit la variable
z = λh.

On obtient alors

(3− 2z)yn+1 − 4yn + yn−1 = 0.

Facteur d’amplification

On cherche une solution sous la forme

yn = ξn.

Alors

yn+1 = ξn+1, yn−1 = ξn−1.

En substituant dans la relation :

(3− 2z)ξn+1 − 4ξn + ξn−1 = 0.

On divise par ξn−1 :

(3− 2z)ξ2 − 4ξ + 1 = 0.
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Le facteur d’amplification ξ vérifie donc

(3− 2z)ξ2 − 4ξ + 1 = 0.

Domaine de stabilité

La méthode est stable si les solutions ξ de cette équation vérifient

|ξ| ≤ 1,

et les racines de module 1 sont simples.
Supposons maintenant

ℜ(z) < 0.

Dans ce cas

3− 2z

a une partie réelle strictement positive.
On peut réécrire l’équation sous la forme

ξ2 − 4

3− 2z
ξ +

1

3− 2z
= 0.

On observe que lorsque ℜ(z) < 0, on a∣∣∣∣ 1

3− 2z

∣∣∣∣ ≤ 1

3
< 1.

L’analyse des racines montre alors que les deux racines sont situées stricte-
ment à l’intérieur du disque unité.

Ainsi

|ξ| < 1.

La méthode est donc stable pour tout

ℜ(z) < 0.
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Conclusion

Le domaine de stabilité contient tout le demi-plan gauche

{z ∈ C | ℜ(z) < 0}.

Par définition, une méthode possédant cette propriété est dite A-stable.
La méthode BDF2 est donc A-stable.
Avec la méthode BDF2, même avec un pas relativement grand, la solution

numérique reste bornée contrairement à ce qui pourrait se produire avec une
méthode explicite.

C’est précisément pour cette raison que les méthodes implicites A-stables
comme BDF2 sont particulièrement adaptées aux équations raides.

3


