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Correction des exercices « ® » de la feuille 3

Exercice 29

A toute suite a = (a,) de termes positifs on associe R(a) := lim sup (an)% € [0, +o0].
Calculer R(a) pour les suites a, = n*, a, = q" eta, = q”z.

La suite (n")% = exp(i In(n)) converge vers exp(0) = 1. Donc R(n”) = 1.

La suite (q”)% = g est constante donc R(¢") = q.

Comme (¢")+ = ¢", on voit que R(¢") = 0sig € [0, 1[, R(g™) = 1 sig = 1 et R(¢g") = +c0 si ¢ > 1.

Montrer que R(a) = 0 si et seulement si Vr > 0, lim a,r" = 0.

R(a) := limsup (an)% est égale a la limite de la suite décroissante A, := sup{(ak)%, k > n}. Alors
lim,_,., A, = 0 est équivalent au fait que Ve > 0, AN > 1,Vn > N, A, < €. Mais

Ay <€ < a; <€, Yk > N.
Finalement on voit que

R(a) =0 & Ve > 0,la suite (aze ¥) est bornée & Vr > 0, lim a,7”" = 0.

n—oo
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La derniere équivalence utilise le fait que a,r"* = %Vn avec V, = a, (%) une suite bornée.

Montrer que R(a) = +oo si et seulement si Vr > 0, la suite (a,r"),>; n’est pas bornée.

Par définition, lim sup (a,,)% = 400 8i et seulement la suite ((an)%) n’est pas bornée, c’est a dire VC > 0,
dn > 1, a, > C". Cette derniere phrase est équivalente a VR > 0, dn > 1, a,R" > 1. Cette derniere

phrase signifie que Yr > 0, la suite (a,r"),en n’est pas bornée. Pour tout k > 1, il suffit d’écrire
a,r" = 10"a,R"

avec R = 5. On voit que a,R" > 1 = a,r" = 10" > 10",

Exercice 30
Soit u := (u,) une suite telle que la suite (u,,; — u,) converge vers 0. Notons AD(u) I’ensemble des
valeurs d’adhérences de la suite (u,,).

Donner un exemple ou AD(u) = 0.

Il suffit de prendre u,, = In(n). On voit que u,.; — u, = In(1 + %) converge vers 0. D’autre part, comme
lim,,_,, u,, = +00, on a AD(u) = 0.

Supposons maintenant que AD(u) # (0. Montrer que si a < b sont deux valeurs d’adhérences de la
suite (u,), alors [a, b] € AD(u).

Soit @ €]a, b[. Soit € > 0 et N € N. Montrons qu’il existe k > N tel que |@ — u;| < €. Quitte a prendre
un € plus petit, on peut supposer que € < b%.

Par définition, il existe N; € N tel que |u,1 — u,| < €, Yn > N;. De plus, comme a, b € AD(u), il existe
D,q > max{N;, N} tels que |u, —a| < eet|u, — b| < €.
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On remarque que la condition € < l% impose que p # g et que u, < u,.

Supposons que p < g. L’autre cas se traite de la méme facon.
ler cas : @ < u,. Comme « €]a, b[, on aura alorsa < @ < u, < a+ € :donc|a —uy| < e.
2éme cas : @ > u,. Comme pour le cas précédent, on montre que |a — u,| < €.

3éme cas : u, < @ < u, On considere I’ensemble X := {k € {p,...,q},uy < a}. Comme g ¢ X,
k,=maxX <g-1letdonck,+1€e{p,...,q} N X°. Onadonc

U, <@ < Up, 4.

Sachant que |uy, ;1 — uy,| < €, on en déduit que |uy, — | < €. Icik, > p > N.O

Exercice 31 : Lemme sous-additif

Soit (u,) une suite telle que
Upsm < Up + Uy,  Ym,n > 1.

Le but de I’exercice est de montrer que (*2) tend vers £ := inf{’%’, k> 1} €RU{—c0}.

n

Soitk > 1etr€{0,...,k— 1}. Montrer que uyy, < ku, + u, pour tout g > 1.
On pose uy = 0. Cela permet d’étendre la relation : u,,,, < u, + u,, Yn,m > 0. Soitk > letr €
{0,- -,k —1}. On montre par récurrence sur g € N que
(Hq) Ukg+r < q Uy + Uy

(Hy) est vraie. Supposons (H,) vraie : uyg., < q Uy + u,. Alors

Uk(gr1)r = Uggrrsk < Urgrr + U < (g + Dug + u,.
La relation (H,,) a été démontrée.

En déduire que lim sup -* < =, pour tout k > 1.

n -

Soit k > 1. Tout entier n > 1 admet une division euclidienne par rapport a k : n = kq + r avec

ref{0,--- ,k—1}etqg e N. Alors

u + k C
(1) Do Do 9 TW B M M M M Mk Tk
n kq+r kg +r kg+rk n  k n  k n
avec Cy = sup{ug, - - - , Ug—1}-
D’apres (1), la suite (=) est majorée. Soit ¢ : N — N strictement croissante, telle que lim,,_q Z;;; =

lim sup = € R. L’inégalité (1) donne

Ugn) _ Uk Ci

< — , Yn>0,Yk > 1.
en) k@)
Pour k > 1 fixé, on voit que lim,,_, L& = (). Cela montre que
e(n)
u n
2) limsup = = lim 22 < % vk 1
n noeo@(n)  k
Conclure.

ler cas : Supposons que lim sup = = —oo. Alors lim,_,, =* = —oco = inf{7,k > 1}.

2eme cas : Supposons que limsup “* € R. D’aprés (2), la suite (+2) est minorée et donc bornée. Mon-
trons qu’elle est convergente vers inf{7t,k > 1} € R. Soit ¢ : N — N strictement croissante, telle que

“J(;l; = liminf =* € R. La relation (2) montre que

lim,, e

_ u, U
lim sup — < —2

n =y
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En passant a la limite, cela donne lim sup =* < lim inf =. Comme on a toujours liminf =* < lim sup -2,
on a montré que limsup -* = liminf =*. Cela implique que la suite (-*) est convergente. Notons £ € R
sa limite. Il reste a vérifier que £ := inf{%, k > 1}.

La relation £ = lim sup ”;—" < % Vk > 1, implique que £ < inf{"k—k,k > 1}.Maisona:Vn>1,
. U . Uy
f{—,kz 1}3 f{—,kz }
in . in . n

Sachant que £ = lim inf % = lim, e inf{”f, k > n}, on obtient que
Uy

i f{—,kz 1} <t
m k

On a bien montré que ¢ := inf{%,k > 1}.



