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Correction des exercices « & » de la feuille 1

Exercice 9

1

N . s 2 _ n 1 _ 1 —
On considere les suites de terme général u, = i o 17 €t va = u, + —. Comme w1 — u, = Dl

0,Vn € N, la suite (u,) est croissante. D’autre part
1 1 1

Vsl = Vi wr Dl T DDl
1

= m(ﬂ+2—(n+l)2)
1

- (i-n+D< > 1.
i Dmsni Tt h=0 Vnz

La suite (v,),»; est décroissante. Comme lim,, ., u, — v, = 0, on peut conclure que les suites (u,),>; et
(vn)n>1 sont adjacentes : ainsi elles convergent vers une méme limite e.

Comme les suites (u,),>1 €t (v,,),>1 sont strictement monotones, on a

1
U, <e<v,=u,+—, VYn>1.
n.n

N =
Cela montre que n!(e — u,) €10, %[, Vn > 1.

| . . .
On remarque que nlu, = }|_, 7y est un nombre entier. Supposons que e soit rationnel : e = % avec

p,q > 1. Alors pour tout n > ¢, le nombre nle = p”;’ est entier car ¢ divise n!. Alors, pour tout n > g,
n!(e — u,) serait un nombre entier contenu dans 1’intervalle ]0, 1[. C’est contradictoire.

On a montré que e est un nombre irrationnel.
Exercice 10

Soient 0 < uy < vy deux réels. On considere les suites (u,) et (v,,) définies par les récurrences suivantes :
Upi1l = UV, €t Vyp) = ”";v” , Yn € N. Un calcul direct donne

u, +v,
Vel —Upy1l = —FZ— — VUpVy
2
1 2
= 3 ( .+ Vu,” =2+ u, \/vn)
1 2
= 5(\/vn - \/un) >0, VneN.
Comme vy > uy par hypothese, on a montré v, > u,, Yn € N. Cela entraine que
u, +v
Uptl = VUV 2 U, €0 Vyy = - 5 - <

pour tout n € N. La suite (u,) est croissante tandis que la suite (v,) est décroissante.

Yn—Un

2

—\2
(\/ﬂ_ un) SVn_urz:(\/v_n_ Vun)(\/v_n+ Vun)

Comme +/v, — \u, > O cette derniere inégalité est équivalente & /v, — \u, < /v, + u,, une inégalité

qui est évidemment vérifiée.

La relation v,;; — U,y < est équivalente a



2

Les relations 0 < v, — i, < 25, Vn € N entrainent que

[vo — uol
|Vn - unl < o s VYn € N.

Ainsi lim,, v, —u, =0

Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une limite commune.
Exercice 11

Supposons que la suite (u,) converge vers ¢ € R. Il existe donc N € N, tel que |u, — ] < % sin>N.Si
p=Netg>N,alors u, —u,| < |u, — €]+ u, — €] < % Comme u, € Z, ¥n € N, larelation |u, — u,| < %
implique que u, = u,. On a donc montré que la suite est constante a partir du rang N : u, = € € Z,
Vn>N.

Exercice 12

Soienta > 1 et b > 1 des périodes respectives des suites (u,) et (v,) : Ugyq = Uy €8 Viyp, = Vi, Yk € N. On
remarque alors que pa est une période de (u,) pour tout p > 1, et que gb est une période de (v,) pour
tout g > 1. Ainsi ab est a la fois une période pour (u,) et pour (v,). On voit donc que ab est une période
de la suite (u, + v,).



