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1. Schéma de Heun.

(a) Montrer que la quadrature de Gauss-Radau

/0 g(x) dz ~ 1/4- g(0) + 3/4 - g(2/3)

est exacte pour tout g polyndéme de degré inférieur ou égal a deux.

(b) Soit I’équation différentielle autonome : y' = f (y) avec la fonction f (qui ne dépend que
de y) supposée de classe C*. On définit le schéma de Heun de la maniére suivante :

uy = Yo + (%)'f(yo)
us = yo + (B)- flua)

Y1 = Yo + h'(if(yo)"‘%f(uia))

Montrer que l'erreur de consistance du schéma y(to + h) — y; est en O(h?).

Indication : Montrer que y" = f'(y) - f(y) et que y” = f"(y) - (f())* + (f'))*- f(y).

(c¢) Soit t, =nh, 0 <n <N =T/hotuh >0 est le pas de temps constant. On note y, la
suite obtenue en appliquant le schéma de Heun a chaque pas de temps. Donner 'ordre de
I'erreur globale y(t,) — y, en fonction de h.

2. Exemple de schéma multipas instable.

(a) Montrer que la méthode multipas, ott on note t; =ty + jh, j € N :

Vit2 + 4y — 5y = h(4f(tj1,y41) + 2(L5,y5))

admet une erreur de consistance en O(h?)

(b) Calculer la suite y,, en fonction de yg et y; dans le cas ot f = 0, qui correspond a I’équation
différentielle 3/ = 0. Que constatez-vous si y; — o est trés petit mais non nul ? On dit que
le schéma est instable.

3. Schéma BDF2 (d’aprés examen janvier 2016)

(a) Soit h > 0 et tg € R. On définit t; = tg + h et ty =ty + 2h et on se donne 3 valeurs réelles
Yo, Y1, Y2. Soit le polyndme d’interpolation ¢(t) qui vérifie ¢(t;) = y;, i € {0,1,2}. Quel est
le degré de q(t)?

Exprimez le polynéme ¢ en fonction de tg, yo, y1, y2 et h, en utilisant la méthode de votre
choix.

(b) A T'aide de 'expression calculée précédemment montrer que

22 — 2u1 + 340
h

q(t2) =

Vous pouvez faire la suite de [’exercice méme si vous n’avez pas calculé correctement q.



(c) Soit I’équation différentielle y/'(¢t) = f(¢,y(t)). On note t, =n-h o n € N.
Le schéma BDF2 (backward differentiation second order) est donné par

3

1
éyn+1 - 2yn + §yn71 = hf<tn+17 ynJrl)

C’est un schéma multipas implicite qui permet de calculer y,,.; étant donnés y,, et y,,_1.
Utiliser la question précédente pour expliquer les coefficients du schéma.

(d) On fixe y, et y,_1. On suppose que y — f(t,y) est lipschitzienne de rapport L. Montrer
que, pour h suffisamment petit, 'application

2 1
Yy = g (2yn - éyn—l + hf(tn+1,y))

est contractante. Quelle méthode proposez vous alors pour calculer ¥, solution de

3

1
§yn+1 - zyn + §yn71 = hf(thrla ynJrl)'

(e) On suppose que f = 0. Soit y,, la suite vérifiant

3 1
“Yn _2n “Yn— =0
5 Y1 y+23/ 1

Montrer que ¥, reste bornée ( pour cela étudier la suite récurrente a ’aide de ’équation
caractéristique.) On dit que le schéma est stable.

(f) Montrer que le schéma est consistant et donner 1'ordre de grandeur de l'erreur de consis-
tance, en supposant que f est réguliere.

(g) Est-ce que le schéma est convergent ? Quel est 'ordre de l'erreur globale y,, — y(t,) ?

. Exemple d’équations différentielle raide.
On a appliqué a I'équation différentielle e y/(t) = —(y(t) —cos(t)), y(0) = 0, la méthode d’Euler
(explicite), la méthode d’Euler implicite y,11 = ypn + hnf(tni1, Yns1) et la régle du trapéze
implicite ou schéma de Crank-Nicolson

n

h
Yn+1 = Yn + 7(}0(1;717 yn) + f(tn—i-la yn—l—l))-

En cherchant une solution particuliére sous forme a cos(t)+bsin(t), calculer la solution exacte.
Réponse : y(t) = exp(—t/e)C + cos(t) + € sin(t) + O(e?).

(a) Montrer que le schéma d’Euler explicite avec un pas de temps constant h > 0 donne avec
t,=nh
Ynt1 = (1 = h/€) yn + (h/€) cos(ty,).
(b) En déduire que y, = (1 — h/e)" C' + cos(t,,) + € sin(t,,) + O(he).
(¢) En déduire que la solution numérique est bornée ssi h < 2e.

(d) Montrer que le schéma d’Euler implicite avec des pas constants donne avec t, = nh
(14 h/€) Yns1 = yn + (h/€) cos(tpi1)
dont la solution peut étre écrite sous la forme
Yo = (1 +h/e) " C + cos(t,) + € sin(t,) + O(he)

Montrer que ¥, reste bornée quel que soit le pas h.



(e) Commenter les résultats calculés numériquement avec MATLAB pour € = 1/50.

Eulr expicte sur dyd=-50°(y-costt), (0}<0
Resutats avec pas= 1.975/50 ot 1.875/50 vs solufion exacte

002 0 06 08 1 12 14 16
Elr explicte sur oylat=-50'(y-cos(f) y0}<0
Resutats avec pas=2.1/50 vs soluton exacte

l
0 02 04 06 0 ot 12 14 1h
Eulrimplicte sur ay/at=-50'(y-cos(f)) y0}<0
Résultats ave pas= 2.1/50 et 1.875/50 vs solufon exacte

002 0 06 08 1 12 14 16
Crank-Nicolson - mplict - sur cyic=-50'(y-cos{x]), y{0}=0
Resultats avec les pas 2.1150 et 1.875/50 vs soluton exacte




