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On rappelle un résultat important.

Théoreme : Soit E un espace de Banach réflexif. Alors toute suite bornée de E admet une sous-suite
faiblement convergente.

La preuve de ce résultat utilise deux résultats auxilliaires :

Proposition 1 : Soit E un espace de Banach réflexif et F un sous-espace vectoriel fermé. Alors F est

réflexif.
Proposition 2 : Soit E un espace de Banach réflexif. Alors E est séparable si et seulement si E* est
séparable.
La preuve de la proposition 1 se trouve dans les notes du cours (voir section 4.3).
On se propose de donner une preuve de la proposition 2. Pour cela il suffit de montrer I’implication
E” séparable —  E séparable,
car elle induit I'implication E = (E*)" séparable —  E* séparable.

Soit (fi)rew une suite dense dans E*. Pour tout k € N, il existe x; € E tel que ||xi|| = 1 et fi(xe) = |[fxll
(c’est une conséquence de la réflexivité). Montrons que F := Vectg(xi, k € N) est dense dans E : cela
terminera notre preuve car F' est dénombrable.

Supposons le contraire : ’adhérence F est un sous-espace vectoriel distinct de E. D’apres le théoréme
de Hahn-Banach, il existe f € E* non nul tel que f(x) = 0,Vx € F. Comme (f;)ren une suite dense
dans E*, il existe une sous-suite (f,))rer qui converge vers f.

Sachant que f(x,) = 0,Vn € N, on obtient

fewll = 1fi(xew) = f(Xew) < i = f1I, Vk e N.
Cela implique que || f|| = limy— || f |l = 0. C’est contradictoire avec 1’hypothese f # 0.



