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Introduction

Ce texte est le support du cours "Bases d’Analyse fonctionnelle" de la premiére année du
Master de Mathématiques de I’Université Paris et Marie Curie. Le but de ce cours est d’acquérir
une maitrise élémentraire mais solide d’outils qui sont fondamentaux pour la compréhension
de mathématiques intervenant aussi bien dans le cceur de la discipline (géométrie, probabilités,
équations aux dérivées partielles) qu’en physique, en mécanique, ou bien dans les applications
des mathématiques a 'analyse des grands systémes, I'analyse d’image, statistique. . ..

Tout d’abord, quelques remarques générales pour utiliser ces notes. Tout d’abord, il ne
s’agit pas d’un traité. Certains résultats classiques sont absents comme le théoréme de Cauchy-
Lipschitz parce qu’exposés dans d’autres cours, ou bien traités dans un cas particulier comme
le théoréme de Stone-Weierstrass. Il arrive que des démonstrations faciles qui ne sont que
des applications simples des définitions soient esquissées et méme omises. Il est évident que
leur rédaction détaillée constitue un excellent exercice d’apprentissage. D’une maniére géné-
rale, le lecteur désireux d’acquérir de bonnes connaissances des concepts introduits devra se
réapproprier les démonstrations du cours.

Des démonstrations qui, soit ne sont pas considérées comme centrales dans le cours soit
sont considérées comme trop difficiles, sont présentées dans ces notes en petits caractéres. Elles
ne sont pas traitées en cours mais sont 14 pour satisfaire la curiosité d’auditeurs motivés.

La structure de ces notes est la suivante : Dans le premier chapitre, sont exposées les
notions de base de la topologie des espaces métriques avec notamment les notions d’espaces
complets et d’espaces compacts. Il s’agit d’un chapitre dont les résultats doivent absolument
étre maitrisés.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des espaces vectoriels normés. L’exemple fon-
damental des espaces de fonctions y est traité. L’'un des points clefs est la compréhension du
changement induit sur la topologie par la dimension infinie (cas notamment des espaces de
fonctions). Le théoréme d’Ascoli qui donne un critére de compacité pour les parties des es-
paces de fonctions continues est une illustration des difficultés qui surgissent dans le cadre de
la dimension infinie.

Le troisiéme chapitre est consacré a la notion de dualité. Bien que bref, il est fondamental.
La notion de dualité est a la base de la théorie des distributions, qui a révolutionné I’analyse &
I'orée de la seconde moitié du XXiéme siécle. Cette théorie sera étudiée aux chapitre 8 Outre
le concept d’application linéaire transposée, on explique dans ce chapitre la procédure dite
d’identification du dual d’un espace de Banach & un autre espace de Banach ainsi qu’une
notion affaiblie de la convergence qui est définie dans le cadre du dual d’un espace de Banach :
la convergence dite "faible étoile".

Le quatriéme chapitre est un classique : il est consacré a 1’étude des espaces de Hilbert qui
sont une extension & la dimension infinie des espaces euclidiens.



Le cinquiéme chapitre est consacré a 1’étude des espaces de puissance p iéme intégrale par
rapport & une mesure. On rappelle sans démonstration les résultats fondamentaux de la théorie
de l'intégration. La notion fondamentale de convolution des fonctions est définie et étudiée,
puis appliquée a la théorie de I’approximation.

Le sixiéme chapitre est consacré a ’étude du probléme dit de Dirichlet dans un domaine
borné. L’objectif de ce chapitre est de démontrer que pour toute fonction f de carré intégrable
sur un ouvert ) connexe borné de R?, il existe une unique solution u dans un espace fonctionnel
que l'on définira (I'espace dit H{(€2) et appelé espace de Sobolev) telle que, en un sens élargi,

on ait
d 0%u B
_Zazz =f
g=1""

et tel que la fonction w soit nulle sur la frontiére de I'ouvert 2. On trouve la solution en
cherchant si la borne inférieure (sur ensemble des fonctions continfiment dérivable sur € et a
support compact dans ) de la fonction

est atteinte. Nous verrons a I’ceuvre beaucoup de concepts et de résultats établis précédemment.
On y trouve en germe beaucoup des idées de la théorie des distributions étudiée au chapitre 8

Le septiéme chapitre est consacré a 1’étude de la transformée de Fourier sur I'espace R?
des fonctions intégrables et a plusieurs de ces appications. Fondamental, ce chapitre est crucial
pour les deux suivants.

Le huitiéme chapitre est consacré a la présentation de la théorie des distributions dites
tempérées. Le choix de ne présenter que cette théorie et non la théorie générale des distributions
tient & une volonté de simplicité. L’idée fondamentale est que lorsque 1'on sait définir une
opération sur les fonctions trés réguliéres et trés décroissantes (par exemple sur l'espace de
Schwartz), on sait par dualité la définir sur 'espace des distributions tempérées qui généralise
les fonctions et qui contient des objet trés singuliers. Ce chapitre est bien sir illustré d’exemples
qui doivent étre connus et maitrisés sans quoi cette théorie ne peut étre ni comprise et ni
appliquée.

Le neuviéme et dernier chapitre consiste en la présentation de quelques applications des dis-
tributions tempérées aux équations aux dérivées partielles, notamment le calcul de la solution
fondamentale du laplacien dans I’espace R3 qui fournit une méthode explicite de résolution de
I’équation de Laplace dont tout I'espace R? cette fois et I'étabissement de formule de résolution
pour I'équation de la chaleur et I’équation des ondes. Ce chapitre ne donne bien siir qu’une
toute petite idée des applications de la théorie des distributions qui a révolutionné I’étude des
équations aux dérivées partielles lors de la seconde moitié du XXiéme siécle.



Chapitre 1

Espaces métriques

Introduction

Ce chapitre condense des résultats de base sur les espaces métriques. La premiére section
présente la notion trés intuitive et naturelle de distance et montre comment elle permet une trés
grande généralisation des notions (familiéres dans les cas réel ou complexe) de suite convergente
et de fonctions continues. Cette notion de distance permet aussi de définir les notions abstraites
d’ouverts et de fermés qui sont utilisés constamment en analyse fonctionnelle.

Dans le deuxiéme section, on introduit la notion d’espace complet, espace dans lequel toute
suite de Caucy converge. Cette notion est fondamentale : ce sont dans ces espaces que 1'on
peut démontrer que des suites convergent sans avoir a priori aucune idée sur la limite. Il s’agit
la d’un outil fondamental et d’usage trés fréquent en analyse pour démontrer des théorémes
d’existence. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz en est 'une des illustrations.

Dans la troisiéme section, on introduit le concept d’espace compact. La pratique de ’ana-
lyse fonctionnelle nécessite de dépasser la représentation élémentaire des compacts dans les
espaces RY.

L’ensemble de ce chapitre est assez abstrait. Les exemples, illustrations et applications de
des notions fondamentales présentées dans ce chapitre seront fréquentes dans la suite du cours.

1.1 Définition des espaces métriques

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble, on appelle distance sur X toute application d de X x X
dans RT telle que

dlz,y) = 0<=uz=y
d(z,y) = d(y,z)
dlz,y) < d(z,z)+d(zy)

Le couple (X, d) est appelé un espace métrique.

Quelques exemples
— Prenons X =R et d(z,y) = |z — y|. Cela définit un espace métrique.
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— Prenons X = RY et choisissons les différentes distances suivantes :

N 1
def 2
de(z,y) = (Z(%‘ - ?Jj)2>
j=1
def
deo(,y) = 12;3%%\] ‘xj - y]|

N
det
di(z,y) = Y |y -yl
j=1

— Plus généralement, considérons une famille finie (X, d;)1<;j<n d’espaces métriques. On

N
poseX:HXj. On définit
j=1
X X R+ XxX — RT
X — N
DOO{ (z,2') — 12%13\,%(%’;3/]‘) et D (z,2') +— Zdj(wj,yj) (1.1)

Jj=1

Ces deux applications définissent des distances sur X.
— Prenons & nouveau X = R, considérons une application injective f de R dans R et
définissons

dy(z,y) = [f(x) = f(W)l-

L’application dy est une distance sur X.
Comme le montre 'exercice suivant, on peut définir une distance sur 'espace des suites
)
d’un espace métrique.

Exercice 1.1.1. Soit (X,d) une espace métrique et (an)nen une suite de réels strictement
positifs telle que
Z ay < 0.
neN
On considére Iensemble XV des suites d’éléments de X. On définit alors
XNx XN — RF

D (x,y) — Z min{an, d(z(n),y(n))}.

neN
L’application D est une distance sur X~.

Définition 1.1.2. Soient (X, d) un espace métrique, x un point de X et o un réel strictement
positif. On appelle boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon «, et 'on note B(z, «)
(resp. By(x,«)) I'ensemble des points y de X tels que d(x,y) < o (resp. d(z,y) < a).

La notion de distance permet de définir de maniére trés simple et générale, le concept de
limite d’une suite et celui de fonction continue.

Définition 1.1.3 (convergence des suites). Soient (zy)nen une suite d’éléments d’un espace
métrique (X, d) et £ un point de X. On dit que la suite (x,,)nen converge vers £ si et seulement si

Ve>0, Ing/ n>ng= d(z,,t) <e.
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Exercice 1.1.2. On considére un espace métrique (X,d) et la distance D, définit sur X~
a l'exercice 1.1.1. Une suite (zp)pen d’éléments de XN converge vers x au sens de D, si et
seulement si
Vn e N, lim d(zp(n),z(n)) =0.
p—o0

Définition 1.1.4 (continuité des fonctions). Soient (X,d) et (Y, ) deux espaces métriques.
On considére une fonction f de X dans Y et un point xg de X. La fonction f est continue
en xq si et seulement si

Ve>0, 3a>0/dx,z) <a= i(f(z), f(z0)) < e.

Proposition 1.1.1 (composition des fonctions continues). Soient (X,d), (Y,9) et (Z, p) trois
espaces métriques, f et g deux fonctions respectivement de X dans'Y et de'Y dans Z. Soit g
un point de X tel que f soit continue en xg et g le soit en f(xg). Alors la fonction g o f est
continue en xg.

Démonstration. La fonction g étant continue en f(zg), on a

Ve >0, Ja >0/ 6y, f(z0)) < a= p(g(y),(go f)(x0)) < &.

La fonction f étant continue en xg, on a

38 >0/ d(z,z0) < B = 0(f(x), f(z0)) < .

Le réel 5 étant ainsi choisi pour chaque ¢, on en déduit alors que

38 >0/ d(z,20) < 8= p(go f(x),(go f)(x0)) <e.
Ceci conclue la démonstration. O

Proposition 1.1.2 (suite et fonctions continues). Soient (X,d) et (Y,0) deux espaces mé-
triques, f une fonction de X dans Y et (x,)neny une suite d’éléments de X. On suppose
que (Ty)nen converge vers £ et que la fonction f est continue en £. Alors la suite d’éléments
de Y définie par (f(xy))nen converge vers f(¢).

La démonstration de cette proposition est analogue & celle de la proposition précédente et
est laissée en exercice au lecteur.

Définition 1.1.5 (Intérieur et adhérence, ouvert et fermé). Soit (X,d) un espace métrique
et A une partie quelconque de X.

— On appelle intérieur de A et I’'on note ;l I’ensemble des points x de X tels qu’il existe
une boule ouverte B(x,a) (avec a > 0) incluse dans A.

— On appelle adhérence de A et I'on note A I'ensemble des points x de X tels que, pour
toute boule ouverte B(x, a) (avec o > 0), I'intersection de B(x, «) avec A soit non vide.

— On dit que A est dense dans X si et seulement si A = X.

o
— On dit que A est ouvert si et seulement si A = A.
— On dit que A est fermé si et seulement si A = A.

Remarque Il est clair d’aprés la définition que A C A C A.

Exercice 1.1.3. Soit A une partie finie d’un espace métrique (X,d). Alors A = A.
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Proposition 1.1.3. L’intérieur d’une boule ouverte est elle-méme. L’adhérence d’une boule
fermée est elle-méme.

Démonstration. Soit y un point de la boule ouverte B(x, «), considérons la boule ouverte de
centre y et de rayon o — d(x,y) (qui est un nombre strictement positif). D’aprés 'inégalité
triangulaire, on a

d(z,z) <d(z,y) +d(y, 2) < d(z,y) + a —d(z,y) = a.

Considérons maintenant un point y de I’adhérence de la boule fermée de centre x et de rayon a.
Par définition, pour tout réel strictement positif /3, il existe un point z de B(y, 3) N Bf(z, o).
A nouveau d’aprés I'inégalité triangulaire, on a

d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) < B+ .

Ainsi donc, pour tout § strictement positif, d(z,y) < a+ 8 et donc d(x,y) < «, ce qui achéve
la démonstration. O

Remarques

— La proposition ci-dessus dit exactement que les boules ouvertes sont des ouverts et que
les boules fermées sont des fermés (ce qui est rassurrant quant a la cohérence de la
terminologie).

— L’ensemble X est a la fois ouvert et fermé. On convient qu’il en est de méme pour
I’ensemble vide.

— La démonstration ci-dessus démontre que Padhérence de la boule ouverte B(xg, ) est
incluse dans la boule fermée By (xo, ar). Il est par contre faux en général que I'adhérence
de la boule ouverte soit la boule fermée. Par exemple, en prenant sur un ensemble X
quelconque, la distance d définie par d(z,y) = 1 si x est différent de y et d(z,x) = 0,
on a B(zg,1) = {xo} qui est fermé donc égal & son adhérence et By(zg,1) = X.

Proposition 1.1.4. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). On a

o o

(A =Ac et A= (A°).

e}
Démonstration. Un point x de X appartient & (A)° si et seulement si

Va >0, B(z,a)NA®#0,

ce qui signifie exactement que x appartient a ’adhérence du complémentaire de A. Un point z
appartient a (A)€ si et seulement si

Ja >0, B(z,a)NA=0,
o
c’est-a-dire B(x,a) C A€, ce qui signifie exactement que = appartient & (A€). La proposition
est démontrée. O

Remarque D’aprés la proposition 1.1.4, le complémentaire d’un ouvert est un fermé et
réciproquement.

Proposition 1.1.5. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Un point x de X appar-
tient a A si et seulement si il existe une suite (ap)nen d’éléments de A tellle que lim a, = .
n— oo
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Démonstration. Supposons que x soit limite d’une suite (ay, )nen d’éléments de A. Pour tout réel
strictement positif «, il existe un entier ng tel que z,, appartienne & B(z, «) ce qui implique
que B(z,a) N A # (). Donc z € A.

Réciproquement, supposons que z € A. Alors, pour tout entier strictement positif 7, il
existe un élément a, de X tel que

an € AN B(z,n™t)

Soit (an)nen la suite ainsi définie. La suite (a,)nen vérifie

d(ana .’,U) S

S

La suite (an)nen converge donc vers x et la proposition est démontrée. O

Proposition 1.1.6. Toute réunion d’ouverts en est un. Toute intersection finie d’ouverts en
est un. Toute intersection de fermés en est un. Toute réunion finie de fermés en est un.

. . . . . deéf
Démonstration. Soit (Uy)aea une famille quelconque d’ouverts et x un point de U = U U,.

AEA
Soit A € A tel que z € Uy. Comme U, est ouvert (ce qui signifie égal & son intérieur),

Ja>0/ B(z,a) CU\CU

N
et donc U est un ouvert. Soit U = m ou les U; sont des ouverts. Pour tout j dans {1,--- N}, il
j=1
existe un réel strictement positif a; tel que B(z, o) C Uj. Soit « det min{a;, j € {1,---N}}.
Pour tout j, la boule ouverte B(xz, a) est incluse dans U; et donc dans l'intersection U. g
Remarque Pour un ensemble X, on considére © une partie de P(X) I'ensemble des sous-

ensembles de X telle que:
— L’ensemble vide et X appartiennent a O,

N

— 8i (Uj)i<j<n est une famille finie d’éléments de ©, alors ﬂ U; appartient & ©,
=1

— Si (Ux)aea est une famille quelconque d’éléments de O, alors U appartient a ©.

A€A
Ceci définit ce que I'on appelle une topologie sur X, les éléments de © étant par définition

les ouverts de X, les fermés étant par définition les complémentaires des ouverts. Comme
le montre la proposition suivante, les notions de suite convergente et d’application continue
peuvent se définir en terme d’ouverts.

Proposition 1.1.7. Soit (X,d) un espace métrique. Soit (zp)nen d’éléments de X et x un
élément de X. La suite (zy,)nen converge vers x si et seulement si pour tout ouvert U de X
contenant x, il existe ng tel que

Vn >ng, x, € U.

Soient (Y,0) un espace métrique, f une fonction de X dans Y et xg un élément de X. La
fonction f est continue en xg si et seulement si pour tout ouvert V de Y contenant f(xg), il
existe un ouvert U de X contenant xq tel que

fo) cw.
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La démonstration de cette proposition est un exercice formateur vivement conseillé.

Théoréme 1.1.1 (Caractérisation des applications continues). Soit f une application entre
deux espaces métriques (X, d) et (Y,6). Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

— L’application f est continue en tout point de X,

— Il’image réciproque d’un ouvert est un ouvert,

— limage réciproque d’un fermé est un fermé.

Démonstration. Supposons f continue en tout point de X et considérons un ouvert V de (Y, 6)
et un point x de f~1(V). L’ensemble V étant ouvert, il existe par définition un réel strictement
positif eg tel que B(f(x),e0) C U. La fonction f étant continue en z,

da >0, f(B(z,«a)) C B(f(z),e0)-

Ainsi donce

B(z,0) ¢ 7 (f(B@),0)) € [T (B(f(2),20)) € V),

Réciproquement, soit zp un point de X. Pour tout € > 0, la boule B(f(zg),¢) est un ouvert
de (Y, 6). Par hypothése, f~1(B(f(x0),¢)) est un ouvert de (X, d). Donc il existe a strictement
positif tel que B(zg, @) soit inclus dans f~1(B(f(x),¢)) et donc que

F(B(wo,a)) € (7' (B(f(@0).2))) € B(f(wo).).

L’équivalence entre les points deux et trois résultent du fait que les complémentaires des ouverts
sont les fermés (et réciproquement) et que

FIV) = {zeX/ flx)eV}
= {zeX/ flx) e V¢}°
= (71 ve)”
Le théoréme est ainsi démontré. O

On peut s’interroger sur les effets d'un changement de distance sur les propriétés d’un
espace métrique.

Définition 1.1.6. Soit X un ensemble, on considére deux distances d et § sur X. On dit que
les deux distances sont topologiquement équivalentes si et seulement si Iapplication 1d est

continue de (X, d) dans (X, ) et de (X,0) dans (X, d).

Remarque Les ouverts associés a deux distances topologiquement équivalentes sont les
mémes ; ainsi donc les fonctions continues et les suites convergentes sont les mémes.

Proposition 1.1.8. Soient X un ensemble et d et § deux distances sur X. Les propriétés
suivantes sont alors satisfaites.
Les distances d et § sont topologiquement équivalentes si et seulement si

Vee X ,Ve>0,In>0/VyeyY,
dz,y) <n=d(z,y) <e et d(z,y) <n=d(z,y) <e.

La démonstration de cette proposition n’est qu’une application immédiate des définitions ;
elle est laissée au lecteur.
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Définition 1.1.7. Soient A une partie d’un espace métrique (X,d) et  un point de X. On
appelle distance du point x a I’ensemble A la quantité

déf .
d(z,A) = élelgd($7a).

Exercice 1.1.4. Démontrez que A est Iensemble des points x de X tels que d(z, A) = 0.
Proposition 1.1.9. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). La fonction

X = R
AN oz — d=,A)

est lipschitzienne de rapport 1, c’est-a-dire que
|d(z, A) — d(2', A)| < d(z, 2").

Démonstration. D’aprés l'inégalité triangulaire, on a, pour tout (z,%) de X2 et tout point a
de A,

d(z,a) < d(z,y) + d(y, ).
La borne inférieure étant un minorant, nous avons, pour tout (z,y) de X2 et tout point a

de A,
d(z,A) < d(z,y) + d(y,a) et donc d(z,A)—d(z,y) <d(y,a).

La borne inférieure étant le plus grand des minorants, nous en déduisons que
d(x,A) —d(z,y) < d(y,A) et donc d(z,A)—d(y,A) <d(x,y).

D’ou la proposition en permutant le role de = et y. O

Nous allons maintenant introduire la notion de sous espaces métriques. Soit (X, d) un espace
métrique et A une partie de X, il est naturel de considérer 'espace métrique (A4, d|AXA). Nous
avons la propriété suivante.

Proposition 1.1.10. Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. Alors une partie B
de A est un ouvert (resp. un fermé) de I'espace métrique (A, d| 45 4) si et seulement si il existe

une partie ouverte (resp. fermée) B de X tel que B = BN A.

Démonstration. Nous n’allons traiter que le cas des ouverts, celui des fermés s’en déduisant
par passage au complémentaire !, Soit B un ouvert de X, démontrons que BN A est un ouvert
de (A,daxa). Soit ap un point de BN A. Comme B est un ouvert de X, il existe une boule
ouverte (pour 'espace métrique (X, d) tel que

Bl(ag, o) C B.

Par intersection, on en déduit que B(ag,a) N A est inclus dans B. Mais B(ag, ) N A est
exactement l'ensemble des a de A tels que d(ap,a) < a. Donc B est un ouvert de l’espace
métrique (A, djaxa)-

Réciproquement, soit B un ouvert de I'espace métrique (A, d| 4 4). Pour tout a dans B, il
existe un réel strictement positif a, tel que

Ba(a,aq) C A avec Ba(a,a,) ={d € A/ d(a,d) < a}.

1. Ecrire en détail le cas des fermés est un exercice recommandé
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Posons B det U Bx(a,a) qui est un ouvert comme réunion d’ensemble ouverts. Vu que 1'on
acA ~

a Ba(a,a) = Bx(a,a) N A, on a BN A = B et la proposition est démontrée. O

Pour conclure cette section introductive sur les espaces métriques, définissons la notion de
diamétre dans un espace métrique.

Définition 1.1.8. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de X est de diamétre
finie si et seulement si il exsiste un réel strictement positif C' tel que

Y(a,d’) € A%, d(a,d’) < C.

Lorsque A est de diamétre fini, on définit la diamétre comme étant la borne supérieure de
l'ensemble des quantités d(a,a’) lorsque (a,a’) parcourt I'ensemble A x A.

1.2 Espaces complets

Définition 1.2.1. Soit (X,d) un espace métrique, on appelle suite de Cauchy de X toute
suite (xn)nen d’éléments de X telle que

Ve >0, Ing e N/ Vn>ng, Ym >ng, d(z,,xm) <e.

Remarquons que si (z,)neny est une suite d’éléments d’un espace métrique (X,d) qui
converge vers un élément £ de X, alors comme

d(Xp, Tp) < d(zp, £) + d(l, zp,)

c’est une suite de Cauchy. Les espaces complets sont précisément les espaces ou la réciproque
est vraie. Plus précisément on a la définiton suivante.

Définition 1.2.2. Soit (X,d) un espace métrique, on dit que cet espace est complet si et
seulement si toute suite de Cauchy est convergente.

Donnons maintenant quelques exemples d’espaces complets. Un exemple fondamental est
I'espace R muni de la distance d(x,y) = |z — y| qui est complet par construction. Nous allons
maintenant examiner comment fabriquer des espaces complets & partir d’espaces complets
déja connus. Dit autrement, cela signifie que I'on va rechercher les opérations sur les espaces
métriques qui laissent stable la propriété d’espace complet.

Proposition 1.2.1. Soit (X1,d;), -+, (Xn,dn) une famille de N espaces métriques complets.
Si I'on pose
X:X1X"'XXN et d((l'h7$N)»(y177yN)):1§]3£§de($]>yy)>

alors l'espace (X, d) est un espace complet.

La démonstration est laissée en exercice. Il en résulte que l'espace RY muni de I'une des
distances d., di; ou do est un espace complet.

L’exercice suivant fournit un exemple intéressant d’espace complet.

Exercice 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet. On considére sur X" la distance D,
de I'exercice 1.1.1. L’espace métrique (XN, D,) est complet.
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Proposition 1.2.2. Soit (X, d) un espace complet . On considére A une partie de X . L’espace
métrique (A, d|AXA) est complet si et seulement si A est fermé.

Démonstration. Supposons (A, djax4) complet. Soit (an)nen une suite d’éléments de A qui
converge vers x dans X. La suite (an)nen est une suite de Cauchy de X formée d’éléments
de A donc c’est une suite de Cauchy de (A, d|A><A) qui est complet. Il existe donc a dans A
tel que la suite (an)nen converge vers a au sens de (A, d|454) donc aussi au sens de (X, d).
L’unicité de la limite assure que a = x et donc que x appartient a A.

Réciproquement supposons A fermé et considérons une suite (ay)nen de Cauchy de 'espace
métrique (A, djax4). C'est une suite de Cauchy de (X,d) qui est complet. Donc elle converge
vers un élément x de X. Le fait que A soit fermé implique x est dans A et donc (A, d|4x4) est
complet. O

Lorsqu’un espace (X,d) est complet, cela permet de démontrer 'existence de certains
objets. Le théoréme suivant en est l'illustration la plus spectaculaire.

Théoréme 1.2.1 (de point fixe de Picard). Soit f une application d’un espace métrique
complet (X,d) dans lui-méme telle qu’il existe un réel k de I'intervalle |0, 1] vérifiant

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Il existe alors un unique point fixe z tel que f(z) = z.

Démonstration. Etant donné un élément zo de X, on considére la suite (zn)nen définie par la
relation de récurrence x,1 = f(zy,). On peut écrire que

d(Tpi1, ) = d(f(xn), f(Tn-1))
kd(zy, Tn_1).

A

Par itération multiplicative, on trouve que
d(Xpt1,xn) < K'd(21,20).

Ainsi, pour tout couple d’entiers (n,p) , on a

p
d(xnﬂmxn) < Zd(anr’ma:rn*Fm*l)

m=1
p
< d(wy, o) Y k!
m=1
k,n
< 71z kd(xhxo)-

La suite (x5 )nen est donc de Cauchy. Soit z sa limite. Comme la fonction f est lipschitzienne,
donc continue, on obtient, en passant a la limite dans la relation de définition de la suite (2, )pen
que z = f(z).
11 nous reste a démontrer 'unicité. Soient z; et 2o deux solutions de z = f(z). On a, d’apreés
I’hypothése faite sur f que
d(Zl, ZQ) S kd(zl, 22).

Le fait que k soit strictement inférieur a 1 assure que d(z1,22) = 0, donc que z; = z3. Le
théoréme est ainsi démontré. O
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Remarques Ce théoréme est a la base d’innombrables théorémes d’existence et d’unicité.
Un exemple important est le théoréme de Cauchy-Lipschitz d’existence et d’unicité pour les
équations différentielles ordinaires.

Nous allons maintenant démontrer le classique théoréme de Baire qui a de nombreuses
applications en analyse fonctionnelle. Quelques exemples sont donnés au chapitre 2.

Théoréme 1.2.2 (de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet, on considére une
suite (Up)nen d’ouverts denses dans X. Alors ﬂ U,, est dense.

neN
Démonstration. Elle repose en grande partie sur le lemme suivant qui a son intérét propre.

Lemme 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et (F,)n,cn une suite décroissante de
fermés non vides de X dont le diamétre tend vers 0. Il existe alors un élément x de X tel que

ﬂ F, = {z}.

neN
Démonstration. On considére une suite (,),en d’éléments de X telle que pour tout entier x,,
appartienne a F,. Comme la suite d’ensemble (F},)nen est décroissante (au sens de l'inclusion),
on a

Vp e N, d(zn, Tnyp) < 0(F).

Le fait que le diamétre des f,, tend vers 0 implique que la suite (2, )nen est de Cauchy donc
converge vers xconverge. Fn faisant tendre p vers 'infini dans I'assertion ci-dessus, on trouve
que toute suite (zp)nen telle x, appartienne & F,, et vérifie d(xy,,z) < §(F,). Ceci conclut la
démonstration du lemme. ]

Retour a la démonstration du théoréme 1.2.2. Soit V un ouvert quelconque de X, nous allons
démontrer que ﬂ U, NV # 0, ce qui assurera le théoréme.

n
L’ouvert Uy est dense, donc UpNV est un ouvert non vide. Donc il existe un réel strictement
positif g (que 'on peut supposer inférieur a 1) et un point o de X tels que

Bf(xo,ao) cUpnV. (1.2)

L’ouvert Uj est dense, donc I’ensemble Uy N B(zp, o) est un ouvert non vide. Donc il existe
un réel strictement positif oy (que 'on peut supposer inférieur a 1/2) et un point x1 de X tels
que
By (z1,01) C Uy N B(xg, ap).

Nous allons procéder par récurrence et supposer construite une suite (z;)o<j<n d’éléments
de X et une suite (oj)o<j<n telles que, pour tout j < n, on ait

a; < j% et Bf(Ij,Oéj) C Uj ﬂB(ijl,Ozjfl). (1.3)
L’ouvert U,y est dense, donc ouvert Up41 N B(zy, o) est non vide. Il existe donc un réel
strictement positif «,11 (que 'on peut supposer inférieur & 1/(n + 2)) et un point 2,41 de X
telles que

B (241, ang1) C B(xn, an) N Upq1.

Le lemme 1.2.1 appliquée a la suite F,, = Bf(xp, o) implique I'existence d’un point = appar-
tenant a l'intersection des boules fermées Bf(xp, o). Vu les relations (1.2) et (1.3), on a

VneN, zeVn()U;.
jsn

Le théoréme de Baire est ainsi démontré. O
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On utilise souvent ’énoncé suivant qui n’est rien d’autre que le théoréme de Baire "passé
au complémentaire".

Théoréme 1.2.3. Soit (X, d) un espace métrique complet, on considére une suite (Fy,)pen de
fermés d’intérieur vide dans X . Alors U F,, est d’intérieur vide.
neN

Le théoréme de Baire est souvent utilisé sous la forme de ce corollaire, dont la démonstra-
tion, trés facile, est laissée en exercice.

Corollaire 1.2.1. Soit (F,)nen une suite de fermés d’un espace métrique complet (X, d) dont
la réunion est X. Alors il existe un entier ng tel que F:LO £ .
Dit autrement, un espace métrique complet n’est pas réunion dénombrable de fermés d’inté-
rieur vide, ce qui est le cas d’un espace notoirement non complet, ’espace Q.

Introduisons maintenant la notion de fonction uniformément continue.

Définition 1.2.3. Soient (X, d) et (Y, ) deux espaces métriques ; on considére une fonction f
de X dans Y. On dit que la fonction f est uniformément continue si et seulement si

Ve >0, Ja>0/d(z,2') <a= 6(f(z), f(z)) <&

Donnons quelques exemples et contre exemples. La fonction z — 22 est uniformément
continue sur tout intervalle borné [a, b] mais n’est pas uniformément continue sur R. La fonc-
tion & — /|| est uniformément continue sur R.

Théoréme 1.2.4 (de prolongement des fonctions uniformément continues). Soient (X, d)
et (Y,9) deux espaces métriques, A une partie dense de X, et f une application uniformé-
ment continue de (A,d) dans (Y,0). Si Y est complet, alors il existe une unique application
uniformément continue f de (X, d) dans (Y,9) telle que fj4 = f.

Démonstration. Considérons un élément = de X et essayons de définir f(x). L’ensemble A
étant dense, la proposition 1.1.5 nous assure qu’il existe une suite (a,)peny d’éléments de A
convergeant vers x. La fonction f est uniformément continue, ce qui signifie que

Ve >0, Ja/ V(a,b) € A%, d(a,b) < a = 5(f(a), f(b)) < e.
Mais la suite (ap)nen est de Cauchy car convergente. Donc il existe un entier ng tel que
Vn >mng, Yp, d(an, anyp) < o

Donc la suite (f(an))nen est une suite de Cauchy de Y, donc elle converge vers une limite y.

Une premiére chose a vérifier : cette limite y est indépendante de la suite (ay, )nen choisie. En
effet, soient (an)nen et (bn)nen deux suites convergeant vers z. Par un raisonnement analogue
au précédent, 'uniforme continuité de la fonction f sur A assure que

lim 5(f(an)u f(bn)) =0.

n—oo

Donc la limite y est bien indépendante du choix de la suite (an)nen. On peut alors définir la
fonction f par

f(@) = lim f(ayn) pour toute suite (an)nen € A/ lim a, = z.
n—oo n—o0
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Comme la fonction f est continue sur A, il est clair que ﬁA = f. Vérifions maintenant que

la fonction fest uniformément continue sur X. Le fait que la fonction f soit uniformément
continue sur A se traduit par

Ve, Ja/ V(a,b) € A%, d(a,b) < a = §(f(a), (b)) < e. (1.4)

Considérons maintenant un couple (x,y) d’éléments de X tels que d(z,y) < a. Il existe alors
deux suites (an)nen €t (bp)neny d’éléments de A telles que

lim a, =2 et lim b, =y.
n—oo n—oo

Il existe donc un entier ng tel que
n > ng = d(an, bn) < a.
Donc, d’aprés la relation (1.4), on a

6(f(an), f(by)) <e.

Par passage a la limite, on obtient que

d(w,y) < a = 6(f(x), [(y) <&,

ce qui achéve la démonstration du théoréme. O

1.3 La notion de compacité

Nous allons utiliser de maniére cruciale le concept de valeur d’adhérence d’une suite.

Définition 1.3.1. Soit (z,)nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). On définit
l'ensemble (éventuellement vide) des valeurs d’adhérence de (y)nen que I'on note Adh(z,,)
par
Adh(zy) def ﬂ A, avec A, def {Zpm ,m >n}.
neN

Exemples Dans R muni de la distance |z — y|, la suite (2, )nen définie par x, = n est telle
que Adh(z,,) = 0 et la suite (y,)nen définie par y, = (—1)"! est telle que Adh(z,) = {—1,1}.

Proposition 1.3.1. Soit (2, )nen une suite d’un espace métrique (X, d) que l'on suppose
convergeant vers un point ¢ de X. Alors Adh(z,) = {¢}.

Démonstration. Par définition de la limite d’une suite, pour tout € > 0, il existe ng tel que
I’ensemble A,, de la définition ci-dessus soit inclus dans la boule ouverte B(¥, ). Donc soit
un point de X distinct de ¢, en prenant ¢ strictement inférieur a d(¢, ), on trouve que x € A,
et donc que = € A,, pour tout n > ng. Dot la proposition. O

Remarque 1l est possible qu'une suite (x,)nen soit telle que Adh(z,) = {¢} et ne converge
pas. Considérons par exemple la suite de nombres réels définie par

1

Top = 2n et Ton+1 = m .

Bien que cette suite ne converge pas, on a Adh(z,) = {0}.
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Proposition 1.3.2. Dans un espace métrique (X, d), toute suite de Cauchy ayant une valeur
d’adhérence £ converge vers /.

Démonstration. Considérons une suite de Cauchy (z,,)nen et supposons qu’elle ait une valeur
d’adhérence £. La suite étant de Cauchy, il existe un entier ng tel que

Vn >mng, Vm > ng, d(@n, om) <

N ™

La suite ayant £ pour valeur d’adhérence, il existe un entier ny > ng tel que

d(xp,,0) <

DN ™

On en déduit alors que, pour tout entier n > ng, on a
d(xp,0) < d(Tp, Zn,) + d(Tp,, ) < e.
D’ou la proposition. O

Proposition 1.3.3. Soit (2, )nen une suite d’éléments d’un espace métrique (X, d). Un point ¢
de X appartient a Adh(x,,) si et seulement si il existe une fonction strictement croissante ¢
de N dans N telle que

li = /.

0, Tom) = £

Démonstration. Avant d’entamer la démonstration proprement dite, remarquons qu’une fonc-
tion strictement croissante de N dans N vérifie

Vn € N, ¢(n) > n. (1.5)

Démontrons cette propriété par récurrence. Elle est bien siir vraie pour n = 0. Supposons la
réalisée pour n. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢p(n+1) > ¢(n) > n. Ceci implique
que ¢(n + 1) > n+ 1. En particulier, la suite (¢(n))nen tend vers I'infini avec n.

Revenons a notre démonstration. Si ¢ appartient & Adh(z,), on définit par récurrence la
fonction de la maniére suivante : on choisit ¢(0) = 0 et puis, on définit ¢(n+1) a partir de ¢(n)
comme

o0+ 1) Emin{m > on) fd(r. ) < 7}

Par construction, la fonction ¢ est strictement croissante et nous avons, pour tout n > 1,

et donc nl;n;o Tyny = L.

S|

Réciproquement, s’il existe une fonction strictement croissante ¢ telle que lim zy(,) = ¢, pour
n— oo

tout € > 0, il existe ng tel que
Vn > ng, d(Tgm,l) <e.
Comme, d’aprés (1.5), ¢(n) > n, on en déduit que
Ve >0,YneN, Im>n/dxn,l) <e,
ce qui signifie exactement que £ € Adh(z,). D’ou le théoréme. O
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Définition 1.3.2. On appelle fonction d’extraction une fonction strictement croissante de N
dans N. Si (z)nen est une suite d’éléments d’un ensemble X, on appelle suite extraite toute
suite du type () )nen 0ol ¢ est une fonction d’extraction.

La notion d’espace compacts peut étre vue de deux facons différentes : I’'une avec les suites,
I’autre avec des recouvrements par des boules. L’équivalence de deux points de vue est garanti
par le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique. Les deux conditions suivantes sont équiva-
lentes :

i) toute suite d’éléments de (X, d) admet une valeur d’adhérence

ii) L’espace métrique (X,d) est complet et

N
Ve > 0, El(frj)lngN/X = U B(l‘j,&). (16)
j=1

Définition 1.3.3. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est un espace compact si et
seulement si I'une de deux conditions du théoréme ci-dessus est satisfaite.

Donnons des exemples d’espaces métriques compacts en commencant par remarquer que
tout espace métrique fini est compact.

Théoréme 1.3.2. Les espaces métriques ([a, b, |z — y|) sont des espaces métriques compacts.

Démonstration. Si 'on utilise le point 1), ce que 'on peut faire puisque l'on sait que espace
métrique ([a, b], |z — y|) est complet, il suffit d’observer que, pour tout e strictement positif,

la,b] = [a,a +¢[U (Z@:]a +(k—1e,a+ (k+ 1)a[> Ulb — N.e,b] avec N, det [b ; “} .

L’utilisation du critére i) demande un tout petit peu plus de travail. Soit (2, )nen une suite de
I'intervalle [a, b], on considére 'ensemble A, det {Zm , m > n} qui est une partie majorée de
réels qui admet donc une borne supérieure que 1’on note M,. La suite (M, ),en est décroissante
donc convergente. Le lecteur se convaincra aisément que la limite de la suite (M, ),en est une

valeur d’adhérence (c’est méme la plus grande). O

Démonstration du théoréme 1.3.1. D’apreés la proposition 1.3.2, pour démontrer que %) im-
plique ), il suffit de démontrer que i) implique assertion (1.6). Nous allons procéder par
contraposition. Supposons que 'assertion (1.6) ne soit pas satisfaite. Ceci se traduit par 1’exis-
tence d’un réel strictement positif « tel que 'on ne puisse recouvrir X par un nombre fini de
boules de rayon «a. Soit xg un élément quelconque de X. Il existe un élément z; de X n’ap-
partenant pas & B(xo, o). Soit (zg,- - ,zp) un p-uplet d’éléments de X tel que, pour tout m
différent de n, on ait d(xy,, z,) > «. Par hypothése,

P
U B(xp,a) # X.
n=1

Dong, il existe un point x,41 de X qui n’appartient pas & la réunion de boules ci-dessus. Par
récurrence, nous construisons ainsi une suite (z,,)nen telle que

m#n = d(@m, y) > a.
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Une telle suite n’a bien str pas de valeur d’adhérence. Nous avons donc démontré que )
implique ).

Supposons maintenant i) et considérons une suite infinie (z,)nen d’éléments de X. L’hy-
pothése de recouvrement implique l'existence d'un élément oy de X tel que 'ensemble Aj
défini par

6f 6f 1
Xod:e {m/ T € Fodze Bf<a0,§)}
soit infini. On pose alors
é

#(0) & hin Xo.
De méme, il existe un élément a; de X tel que 'ensemble & définie par

) 4 1
X1 dzef{me?fo/l’meﬂ dzefFome(O‘lq)}

soit infini. On pose alors
(1) def min{m € X; / m > ¢(0)}.

Supposons construit une suite de fermés (Fy,)1<m<n de X, une suite strictement croisssante
d’entiers (¢p(m))i1<m<n tels que 6(Fp,) < 27 et telle que la suite (X, )1<m<n de sous ensemble
de N définie par

def
Xy = {m' S mel/ Ty € mel}
soit infini. Il existe alors un élément x, 1 de A tel que

def def 1
Xn+1 :e {m/ Tm € Fn+1 :e Fn N Bf(O[n+1, W)}

soit infini. On pose alors

d(n+1) Emin{m € Xpsr / m > d(n)}.

On a donc pour tout entier n,

1
Tp(n) € F, et 5<Fn) < on .

D’aprés le lemme 1.2.1, il existe un point £ appartenant a 'intersection de tous les F,,. Par
définition du diamétre, on a

Vn €N, d(z,40,)) <

1
TR
Ceci conclut la démonstration du théoréme. O

La proposition suivante permet de trouver beaucoup d’espaces compacts.

Proposition 1.3.4. Soit (X1,d1), -, (Xn,dn) une famille de N espaces métriques compacts.
Posons

X=X x-xXy et d((z1, - ,zn), (1, - ,yn)) = 1I<I;zg§vdj(xj,yj).

L’espace métrique (X, d) est compact.
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Démonstration. Soit (2y,)nen une suite déléments de X. Par définition, il existe pour chaque j

une suite (77,),en de X telle que z, = (z%,---,2X). Par définition d’'un espace métrique

compacte, il existe une fonction d’extraction ¢; et un point 2! de X; tel que
Lo 1
llmx¢1(n) =z
De méme, il existe une fonction d’extraction ¢o et un point as de Ao tel que
L2 )
lim Lhroga(n) =T -
En itérant N fois le processus, on construit une fonction d’extraction ¢ en posant

déf

¢ = ¢10---09N
telle que, pour tout j dans {1,--- , N}, on ait
; J — J
0 ) = 2
Par définition de la distance sur X, cela implique que la suite z4(,) converge vers (zt, - 2).
D’ot le résultat. 0

Définition 1.3.4. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que A est une partie compacte de X
si et seulement si ’espace métrique (A, d|A) est compact.

Proposition 1.3.5. Soit A une partie d’un espace métrique (X, d). Si A est compacte, alors A
est fermée et de diamétre fini ce qui signifie que
§(A) “ sup d(a,a’) < oo.
(a,a’)€A?

Démonstration. Soit x un point de A. D’aprés la proposition 1.1.5, il existe une suite (an)nen
d’éléments de A qui converge vers x. Comme A est supposée compacte, il existe une fonction
d’extraction ¢ et un point £ de A tel que nh_>n;o ag(ny = £. Comme la suite (ag(,))nen converge
vers x, 'unicité de la limite implique que £ = = et donc que x € A. Donc A est une partie
fermée de X.

Démontrons maintenant qu’une partie compacte est de diamétre fini. Considérons (a,)nen
et (by)nen deux suites d’éléments de A telles que

lim d(ap,b,) = §(A).

n—oo

Comme A est compact, il existe une fonction d’extraction ¢y et un point a de A tel que la
suite (a¢0(n))n€N converge vers a. De méme, il existe une fonction d’extraction ¢, et un point b
de A tel que la suite (bggop, (n))nGN converge vers b. Par passage a la limite, on a

6(“4) = nh—>ngo d(a¢oo¢1 (n)» b¢00¢1(n)) = d(a7 b)
Donc A est de diamétre fini. O

Proposition 1.3.6. Soit A une partie d’un espace métrique complet (X, d). Son adhérence A
est compact si et seulement si pour tout réel strictement positif €, il existe une famille fi-
nie (x;)1<j<n de points de X telle que

N

Ac | Bxj,e).
j=1
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Démonstration. Si A est compact, c’est simplement la définition 1.3.3. Réciproquement, sup-
posons la propriété de recouvrement pour une partie A. Montrons alors qu’elle est vrai pour
so adhérence A.

Par hypotheése, pour tout réel strictement positif ¢, il existe une suite fine (x;)1<j<y d’élé-

ments de X telle que
N
€
AC B( i 7> .
J‘L—Jl R

Soit # un point de A. Par définition, il existe un point de A tel que d(z, A) soit strictement
inférieur a /2. Il existe donc un entier j dans {1,---, N} tel que a apartienne & B(xj,£/2).
Ainsi dont

d(z,z;) < d(z,a) +d(a,zj) <e
et donc x appartient & B (x]—,e) ce qui assure la propriété de recouvrenemt pour A. Comme
'espace métrique (X, d) est complet, il suffit pour démonter la compacité de A de démontrer

que l'on a la propriété de recouvrement avec des x; dans l’ensemble A. On sait que pour tout
réel strictement positif ¢, il existe une suite fine (z;)1<j<ny d’éléments de X telle que

N S
7j=1

On ne retient bien stir que les z; telle que la boule ouverte de centre z; et de rayon ¢/2
rencontre A Désingons par a; un poir quelconque de cette intersection. Pour tout a dans A, il
existe j tel que

d(a,a;) < d(a,z;) +d(zj,a5) <e
ce qui achéve la démonstration. O

Du théoréme 1.3.2 et des propositions 1.3.4 et 1.3.5, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.3.1. Une partie fermée A de R? est compacte si et seulement si
Ir >0/ AcC [-rr]h

Exercice 1.3.1. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Le fermé A est compact si et
seulement si toute suite d’éléments de A posséde une valeur d’adhérence dans X .

Proposition 1.3.7. Soit A une partie compacte d’un espace métrique (X,d). Si B est un
fermé de X inclus dans A, alors B est aussi compact.

Démonstration. Soit (by)nen une suite d’éléments de B. Comme B est inclus dans A qui
est compacte, il existe une fonction d’extraction ¢ telle que (b¢(n))neN converge vers £ qui
appartient & A. Comme B est un fermé de X, alors £ € B = B. Donc B est compacte. ]

Théoréme 1.3.3 (de Heine). Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques et f une appli-
cation continue de X dans Y. Alors, pour toute partie compacte A de X, f(A) est une partie
compacte de Y. De plus, si X est compact, alors f est une application uniformément continue
de X dans Y.

Démonstration. Soit (yn)nen une suite d’éléments de f(A), il existe une suite (ap)nen d’élé-
ments de A telle que y,, = f(a,). Comme A est une partie compacte de X, il existe un point o’
de A et une fonction d’extraction ¢ telle que

. 0
B, Go(n) = @
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La fonction f étant continue, on a

lim gy = f(a) € F(4).

n—o0

Ceci démontre le premier point du théoréme.

Pour démontrer le second point, procédons par contraposition. Supposons l'espace mé-
trique (X, d) compact et considérons une fonction f sur X qui n’est pas uniformément continue.
Ceci implique Pexistence d’un réel strictement positif g et de deux suites (2, )nen €t (Yn)nen
d’éléments de X telles que

Vn e N, d(zp,yn) <

_ > £0.
= nF1 et 5(f(a7myn) Z €0

Comme l'espace métrique (X, d) est compact, il existe une fonction d’extraction ¢ et un point x
de X tel que lim z4(,) converge vers z. Comme la distance entre x, et y, tend vers 0, la
n—oo

suite (Yp(n)),on cOnverge elle aussi vers x. De plus I'inégalité triangulaire assure que

ce qui implique que la fonction f n’est pas continue en x d’aprés la proposition 1.1.2. D’ou le
théoréme. O

Corollaire 1.3.2. Soit f une fonction continue de (X,d) dans (R,|z — y|). Si (X,d) est
compact, alors la fonction f admet un minimum et un maximum, c’est-a-dire qu’il existe x,
et xpr dans X tels que

Ve e X, flom) < f(z) < flam).

Démonstration. D’aprés le théoréme 1.3.3 de Heine, 'ensemble f(X) est un compact de R,
et donc est un fermé inclus dans un intervalle [a,b]. Donc cet ensemble admet une borne
inférieure et une borne supérieure qui sont des points de I’adhérence du fermé f(X) donc qui
appartiennent a f(X). O

Nous allons maintenant donner une caractérisation de la compacité en terme de recouvre-
ments par des ouverts.

Théoréme 1.3.4. Soit (X,d) un espace métrique, les trois propriétés suivantes sont équi-
valentes.

i) Pour toute famille (Uy)xep d’ouverts de X recouvrant X, c’est-a~dire telle que

X=|]JU,

AEA

on peut extraire un sous-recouvrement fini, c¢’est-a-dire qu’il existe une famille finie (\;)1<j<n
telle que

N
X = U Uy, .
=1

ii) Pour toute famille de fermés (F)\)xcp on a

N
YN, V(A1 An) € AN/ () By, #0 = [ Fx #0.
Jj=1 AEA

iii) Toute suite d’éléments de X admet une valeur d’adhérence.
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Démonstration. L’équivalence entre les points i) et i7) se démontrent par contraposition. En effet, par
contraposition le point i) est équivalent a :
Pour toute famille de fermés (F))xea,

N
N F=0= 3 Ay eA¥/ (B, =0
AEA j=1
Par passage au complémentaire, ceci est équivalent au point 7).

Démontrons maintenant que ¢¢) implique 4iz). Par définition de ’ensemble des valeurs d’adhérence,
on a

Adh(z,) = ﬂZ,, avec A, def {zm,m >n}.

La suite A, , est une suite décroissante de fermés non vides. Donc, d’aprés la propriéte 11), U'intersection
de tous les A, (qui est ’ensemble des valeurs d’adhérence) est non vide. D’ou le point 4i).

Démontrons maintenant que 4i¢) implique 7) ce qui constitue le point délicat de la démonstration.
Il s’agit de déduire d’une propriété sur les suites, une propriété sur les recouvrements d’ouverts. Le
lemme suivant est crucial, et peut aussi étre utile utile pour démontrer d’autres propriétés des espaces
compacts.

Lemme 1.3.1 (de Lebesgue). Soit (X,d) un espace métrique compact. Pour toute famille d’ou-
verts (Uy)xea recouvrant X, il existe un nombre réel a strictement positif tel que

Vee X, INe A/ B(z,a) C U,.
Démonstration. Pour démontrer ce lemme, considérons la fonction § définie par

X — Ry
x +— sup{B/ 3N/ B(x,B) C Ux}.

Démontrer que la fonction 0 posséde un minimum implique le lemme. Pour démontrer cela, établissons
tout d’abord I’assertion suivante.

Ve, Ve e X, 38/ d(z,y) < 8= 0(y) > 0(z) —e. (1.7)

Soient x un point de X et € un réel strictement positif inférieur & §(x). Supposons que y soit un point
de X tel que d(z,y) < £/2. L’inégalité triangulaire implique alors que

B(y,d(x) —e) C B(z,d(x) —e/2) C Uy.

Et donc I’assertion (1.7) est démontrée.
Considérons maintenant une suite (z,)nen d’éléments de X telle que lim 6(z,) = in}f{ o(z). Par
n—00 e

hypothése, on peut extraire de la suite (x,),en une sous-suite convergeant vers un point z., de X.
On note toujours (z,,)nen cette suite extraite. D’aprés Passertion (1.7), pour tout € > 0, il existe un
entier ng tel que

n>ng = 6(z,) > §(zs0) — €.

Par passage a la limite, on en déduit que

wlg)f( 0(z) > 0(zso) — €,

et ce pour tout réel strictement positif €. Par définition de la borne inférieure, il en résulte que §(z,) =
in)f( d(x) et donc que ing d(x) est strictement positif. Ceci conclut la démonstration du lemme. O
TE ze
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Conclusion de la démonstration du théoréme 1.3.4

Pour montrer que iii) implique i), nous supposons que X est compact (de toute suite on peut
extraire une suite convergente), et nous considérons une famille (Uy)xep d’ouverts de X recouvrant X,
dont il s’agit d’extraire un sous-recouvrement fini. Soit o > 0 donné par le lemme de Lebesgue. D’aprés
la définition 1.3.3, il existe un nombre fini de boules By, ..., By de rayon « qui recouvrent X. D’aprés
la propriété de ao donnée par le lemme de Lebesgue, chacune de ces boules Bj est incluse dans I'un des
ouvert Uy, de la famille, et par conséquent

N N
xclBiclJu,.
j=1 j=1
Ceci achéve la démonstration du théoréme. O

Exercice 1.3.2. Soit (X, d) un espace métrique. On considére I'ensemble XN des suites d’élé-
ments de X et la distance sur X~ définie & la proposition 1.1.1.

1) Démontrer que la suite (xp)pen est de Cauchy si et seulement si, pour tout entier n, la
suite (xp(n))pen est une suite de Cauchy.

3) En déduire que si I'espace métrique (X, d) est complet, alors (X", d,) aussi.

4) Démontrez que si espace métrique (X, d) est compact, alors (XN, d,) aussi.

5) Démontrez que U est un ouvert de (X", dy) si et seulement si pour tout x € U, il existe
une partie finie J de N et un réel strictement positif « tel que

vye XN, VieJ, dy(j),z(j) <a=yeU.
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Chapitre 2

Espaces normés, espaces de Banach

Ce chapitre est consacré a 1’étude des espaces de Banach qui sont les espaces vectoriels
normés complets pour la distance associée a la norme. Ce sont les objets de base de I'ana-
lyse fonctionnelle. Ce chapitre constitue la premiére utilisation sur des exemples concrets des
concepts fondamentaux de la topologie métrique introduits au chapitre précédent.

Dans la premiére section, la notion de norme et de distance associée est introduite et outre
les espaces R, sont présentés et étudiés les espaces de fonctions bornées et continues ainsi que
les espaces de suites de puissance piéme intégrable. Ce sont des exemples élémentaires mais
importants que le lecteur devra garder & l'esprit comme modéle d’espaces de Banach.

Dans la seconde section, nous étudions l’espace des applications linéaires continues entre
espaces de Banach. Il est important pour la suite de bien assimiler le critére de continuité
des applications linéaires et la notion de norme d’une applications linéaire. Cette section se
conclut par un critére de continuité pour les applications multilinéaires.

Dans la troisiéme section, nous étudions le cas des espaces vectoriels de dimension finie NV
et démontrons qu’ils sont tous identifiables a RY.

La quatriéme section est consacrée au théoréme d’Ascoli qui fournit un critére de compacité
pour les parties de ’espace des fonctions continues d’un compact & valeurs dans un espace de
Banach. Ce théoréme permet de mesurer combien la compacité dans les espaces de fonctions
continues est loin d’étre équivalente a étre fermé et borné comme dans le cas de la dimension
finie.

La cinquiéme section concerne des résultats de densité toujours dans ’espaces des fonctions

continues d’un compact et cette fois a valeurs dans R ou C. C’est alors 'occasion d’introduire
la notion d’espace séparable qui jouera un roéle au chapitre suivant.

Enfin, convenons que dans toute la suite du cours, K désignera R ou C.

2.1 Définition des espaces normés et des espaces de Banach

Définition 2.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit qu’une application N de E dans R
est une semi-norme sur E si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites

— N(z+y) < N(z)+ N(y),

— Pour tout A appartenant a K, on a N(Azx) = |A\[N(z).

On dit qu’une application N de E dans RT est une norme sur E si et seulement si c’est
une semi-norme telle que N(x) = 0 implique que x = 0.
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Définition 2.1.2. Soient E un espace vectoriel et N une norme sur E ; le couple (E,N) est
appelé un espace normé.

Définition 2.1.3. Soit N1 et Ny deux normes sur un espace vectoriel E. On dit que les deux
normes Ni et Ny sont équivalentes si et seulement si il existe une constante C' telle que

Vo € B, C7'Ni(x) < No(x) < ONy(x).
Notations Trés souvent, on désigne une norme par || - ||z ou bien par || - ||.
Proposition 2.1.1. Soit (E, || - ||) un espace normé, alors I'application définie par

{EXE —  RY
(zy) — o=y

est une distance sur E, appelée distance associée a la norme || - ||.

L’évidente démonstration est laissée en exercice.

Convention : Sauf mention expresse du contraire, on considérera toujours I'espace F muni
de la structure métrique ainsi définie.

Définition 2.1.4. Soit (E,|| - ||) un espace normé. On dit que (E,|| - ||) est un espace de
Banach si et seulement si I'espace métrique (E, d) ou d est la distance associée a la norme || - ||
(i.e. d(z,y) = ||z — y||) est un espace complet.

Nous allons maintenant donner une suite d’exemple d’espaces de Banach.
Proposition 2.1.2. Pour p dans 'intervalle [1,00[, on considére I'application définie par

KV — RT
- o)
") @cjen — (Z |1Uj|p) "
j=1
C’est une norme sur K et (KV |- ||s») est un espace de Banach. De plus, on a, pour tout (p, q)
de [1,00[? tels que p < g,

déf 1—1
[zlle = sup |aj] < zllea < [l@ller < N'al|zlle <N sup ||z]gee. (2.1)
1<j<N 1<j<N

Démonstration. Commencons par démontrer 'inégalité dite de Holder. Pour tout p dans I'in-
tervalle [1, 0], on a, pour tout (a,b) dans K¥ x KV,

al 1 1
> aty| < lalolblly avee —+— =1, (2.2
= p P

Pour démontrer cette inégalité (qui est évidente si p = 1 ou p = 00), observons que la concavité
du logarithme implique que

V(a,b) €]0,00[%, V0 € [0,1], Ologa + (1 — ) logb < log(fa + (1 — 6)b).
L’exponantielle étant une fonction croissante, on en déduit

a®p% < fa+ (1 -0)b
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ce qui est souvent utilisé sous la forme équivalente pour 6 dans Uintervalle ]0, 1],
1

ab < fad + (1 — 0)bT0. (2.3)

Par division, on peut supposer que ||al[z» = ||b]|,,» = 1. On écrit alors
N N
>abs| < D lasl b
j=1 j=1

N
1 1 i’
=S aglP+ (1= =) [y
J J
P P

< 1

IA

L’inégalité (2.2) étant démontrée, on écrit que

N N N

Sl uilt < > |l P Y gl 4y P

j=1 j=1 j=1

1—1

N : N P P
() ) (Sl )
j=1 j=1

1

+ (]ﬁ; ij|’”>’1’> <§ |z; + yjp>1p.

IN

INA
N 7 N
VS VS
M= 1=
= =
=

Par simplification, on obtient le résultat pour p dans lintervalle ]1, 00|, les deux cas p = 1
ou p = oo étant évidents.
Démontrons maintenant (2.1). Pour tout (p,q) de [1,00]? tel que p < g on a

i <1.
[l s
Ceci implique que
Z; q xj p
[ fleal V]l ea
Par sommation, on obtient que
1< (leley
([ ]| ¢a
ce qui assure le résultat. O

Proposition 2.1.3. Soit X un ensemble et (E, ||-||) un espace de Banach, on considére B(X, E)
Iensemble des fonctions f bornées de X dans E, c’est-a-dire telles que

déf
I fllsex.z) S sup | f(@)]| < oo.
zeX

Alors (B(X, E), ||-|l3(x,r)) est un espace de Banach. De plus si X est muni d’une structure d’es-
pace métrique par une distance d, on définit Cy(X, E) comme étant I’ensemble des fonctions f
de B(X, E) qui sont continues. Alors (Cy(X, E), || - ||5(x,E)) est un espace de Banach.
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Démonstration. Soit (fn)nen une suite de Cauchy de B(X, E). Par définition, on a
Ve, Ing/ Yn>ng, Vp, Yo € X, || fn(x) — foip(2)| <e. (2.4)

En particulier, pour tout z, la suite (f,(z))nen est une suite de Cauchy de E. Comme cet
espace est complet, cette suite est convergente. Donc, pour tout z de X, il existe un élément
de E, noté f(x), tel que l'on ait

lim f,(x) = f(z).

n—oo

Vérifions que f appartient a B(X,Y). D’apres I'inégalité (2.4) appliquée avec € = 1, on a

Vp, Vo € X, [[fng(2) = frotp(@)]| < 1.

Par passage a la limite lorsque p tend vers 'infini, on obtient
Ve e X, ||fno(x) — f2)]| < 1.

La fonction f,, étant bornée, la fonction f I’est également. En effet, on a

£ (x) = f()] 1£ (@) = fro (@) + [ fro (@) = fruo (@] + [[.fo (2) — £ ()]
2+ [ fnp (%) = fno ().

<
<

Il faut maintenant vérifier que la suite (f,)nen converge vers f dans l'espace B(X, F). Pour
ce faire, passons a la limite lorsque p tend vers I'infini dans I'inégalité (2.4), ce qui donne

V€>O) El’I’L()GN/VTLZnO, VZL‘GX, ||fn($)—f($)||§87

ce qui démontre que B(X, E) est complet.
Pour démontrer que Cp(X, E) est complet, il suffit, d’aprés la proposition 1.2.2 de démontrer

que Cp(X, E) est fermé dans B(X, E), c’est-a-dire qu’une limite uniforme de fonctions continues

est continue. Pour cela, considérons une suite (fp,)nen d’éléments de C(X, E) converge vers f

dans B(X, E), alors f est continue de X dans E. Par définition, pour tout ¢ > 0, il existe un

entier ng tel que

€

Vo € X, | fuo(2) = f(2)ll < §

(2.5)

L’utilisation répétée de 'inégalité triangulaire et U'inégalité (2.5) permettent d’écrire, pour tout
couple (zg,x) de X x X,

1£@) = F@oll < 1@ = Jao (@)l + [ Fuo (@) = fao@0)| + g (20) = Fa0)]
=+ 1o () = Fap (@)l

IN

La fonction f,, étant continue, pour tout zy de X, il existe @ > 0 tel que

3

Vo € X, dla,z0) < 0 = | fuy () = fuo w0)]| < 5

On en déduit que
Ve e X, d(z,x0) < a = ||f(z) — f(z0)]| <e,

ce qui achéve la démonstration du théoréme. O
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Remarque Lorsque X = N et £ = R ou C, on désigne 'espace B(N; E) par (> (N;K). I
arrive que ’on omette de mentionner K lorsque le fait que les suites soient & valeurs réelles ou
complexes est sans importance.

Exercice 2.1.1. On définit C,, (X, E) comme étant I’'ensemble des fonctions f de B(X, E) qui
sont uniformément continues. Démontrer que (Cy(X, E), || - [|3(x,z)) est un espace de Banach.

Théoréme 2.1.1. Pour p dans I'intervalle [1,00[, on considére 'espace ¢P(N) des suites x a
valeurs dans K telles que

> la(n)P < o

neN
On pose alors
1
déf P
ol (D latm)?) "
neN

L’espace ((P(N), || - |ler) est un espace de Banach. De plus, si p < g, alors {?(N) est inclus
dans ¢1(N) et I'inclusion
P(N) — (9(N)
{ r

est une application linéaire continue.

Démonstration. Démontrons tout d’abord que ¢P(N) est un espace vectoriel. Considérons x
et y deux éléments de ¢P(N). Pour tout entier N, on a, d’aprés la proposition 2.1.2,

N N 1 N 1\P
Z|x(j)+l/(j)|p < ((Z |x(j)|P)p + <Z |y(j)P)p>
=0 =0 0

< (laller + lyller)”

Il en résulte que la série de terme général |z(j) + y(j)|P est convergente et que
Y 12(G) +yG)P < (J2ller + yller)"
JjEN

ce qui assure que (fP(N),| - |ler) est un espace normé. Démontrons qu'il est de Banach.
Soit (24)gen une suite de Cauchy de ¢P(N). Par définition

Ve>0,3q: /Y4 > g, V4 > qe, llzg —zgllogy) < €. (2.6)

Comme |z(n)| < ||zl pour tout p, pour tout entier n la suite (z,(n))pen est une suite de
Cauchy de K qui donc converge vers un élément z(n) de K. Montrons que z = (z(n))nen
appartient a ¢P(N) et que la suite (z)pen converge vers z dans ¢(N).

L’assertion (2.6) appliquée avec ¢ = 1 implique que

V4= g, [lzglle <1+ [lzg e

Par définition de la norme /P, ceci implique que l'on a

N
Vg>q, VN €N, Z [2q()P < (L4 ||2g[ler)”
n=0
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Par passage a la limite lorsque ¢ tend vers I'infini, on trouve que

N
YN €N, D fa(n)P < (1+ |lag [ler)

n=0

ce qui assure que z appartient a ¢7(N). Pour démontrer la convergence, remarquons que (2.6)
implique que

N
Ve >0,3¢./Vg>q., Y¢ > q.,VN €N, Z|xq(n)—xq/(n)|p <P,
n=0

En passant a la limite lorsque ¢’ tend vers I'infini, on en déduit que

N
Ve >0,3¢./ Vg > qo, Vg > q: ,YN €N, Y |zg(n) — z(n)|” <&

n=0
Ceci implique en faisant tendre N vers U'infini que
Ve >0,3¢:/ Vg > qo, Vg > g, Y |wg(n) — z(n)|P <€
neN

D’ou la convergence.
Pour conclure, observons que, d’aprés (2.1), pour tout x de ¢P*(N), tout ps > p; et tout

entier positif N,
i< LR f;( ey

Z\allon ) = 2\

On en déduit que x appartient & ¢P2(N) et par passage & la limite que
]l er> < [[]]gr -

En appliquant ceci & x — y, on montre que U'inclusion est 1-lipschitzienne. Le théoréme est
démontré. 0O

Exercice 2.1.2. Démontrer que les suites qui n’ont qu’un nombre fini de termes non nuls sont
denses dans ¢P(N) pour p dans lintervalle [1, ool.

Exercice 2.1.3. Démontrer que la fonction x — ||z||}, est différentiable en tout point de x
de (P(N) lorsque p appartient a |1, oo et qu’elle est deux fois différentiable lorsque p appartient
a [2,00].

2.2 Les espaces d’applications linéaires continues

Comme nous avons une structure d’espace métrique, nous pouvons définir la notion de
fonction continue. Sur un espace vectoriel, la classe des applications linéaires joue évidemment
un role privilégié. Leur continuité se vérifie de maniére trés simple.

Théoréme 2.2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et £ une application linéaire
de E dans F'. Les trois conditions sont équivalentes :

— lapplication £ est lipschitzienne,

— Tl’application £ est continue,
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— il existe un ouvert U de E tel que ¢ soit bornée sur U c’est-a-dire tel que
sup ||4(x)||F < oo.
zelU

Démonstration. 11 est clair que la seule chose a démontrer est que la troisiéme condition im-
plique la premiére. Considérons un ouvert U sur lequel I'application linéaire ¢ est bornée.
Soit zp appartenant & U. L’ensemble U — x¢ est un ouvert (exercice : démontrez-le!) contenant
lorigine. Par définition d’un ouvert, il existe une boule ouverte de centre 0 et de rayon «
incluse dans U — x. On peut alors écrire

déf

M= sup |[lz)] < sup |€(2)]
z€B(0,a) rzeU—xo
< sup |[(y — zo)||
yeU

< sup [£(y)]] + [[€(zo)]|-
yelU

Donc I'application £ est bornée sur une boule de centre 0 et de rayon «. Pour tout y de E'\ {0},
on a

y € B(0, ).
2|lylle

| (apgree) | =

Par linéarité de £ et homogénéité de la norme, on trouve que

On en déduit que

2M
vy e B, 6l < = lylle.

Cette inégalité étant vraie pour y = z — 2/, la démonstration du théoréme est achevée. O

Proposition 2.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels normés; on désigne par L(E, F)
I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F. L’application définie par

déf
ILlcmr S sup || L(z)||F
llzll <1

est une norme sur L(E, F). Si (F, || - ||r) est un espace de Banach, alors (L(E, F), || - |lz(g,r))
l’est aussi.

Démonstration. 1l est trés facile de démontrer que L(E, F') est un espace vectoriel. Vérifions les
trois propriétés définissant une norme. Supposons que || L[|z (g ry = 0. Ceci implique que L(x)
vaut 0 pour tout z de la boule unité (c’est ainsi que 'on nomme usuellement la boule de
centre 0 et de rayon 1). Alors, pour tout = # 0,

T 1
L ( > = L(z)=0.
2|zl 2|zl

On en déduit que L(z) = 0 et donc que L = 0. Soient L1 et Ly deux éléments de L(E, F).
On a

11 (2) + Lo(z)l|r < [[La(2)][F + (| L2(2)]| -
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Ainsi donc, pour tout « de E de norme inférieure a 1, on a

[L1(2) + La(0) |l F < || Lallece,py + [ L2l 2o, p)-

La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit que
L1 + Lallee,ry < 1 Lallee,r) + 1 L2lloe,F)-
Enfin, soient L € L(E,F) et A€ K, on a
[AL(2)lF = [A[IL(z)] P

D’ou il résulte que

sup [[AL(z)|[r = |A] sup [[L(z)]F-
lellp<1 lellp<1

Ainsi donc || - [|z(g;F) est une norme sur L(E; F).

Supposons maintenant que (F), || ) soit complet ; considérons une suite de Cauchy (L, )nen
de L(E, F). D’aprés la définition de la norme sur espace L(E, F'), on en déduit que, pour
tout x de E, la suite (L,(z))nen est une suite de Cauchy de F. L’espace F' étant supposé
complet, il existe, pour tout = de F, un élément de F', noté L(x) tel que

lim L,(x) = L(z).

n—o0

Il suffit maintenant de démontrer que L appartient & L(E, F') et que

lim L, =L dans L(E,F).

n—oo

L’unicité de la limite assure trés facilement que L est une application linéaire. Comme la
suite (Lyp)nen est de Cauchy, elle est bornée. Il existe donc une constante C' telle que

sup [Ln(@)|[F < C.

ne
=zl e<1
Par passage a la limite, on en déduit que

sup ||L(z)||r < C.
Izl <1

Donc, application linéaire L est continue. Démontrons la convergence de la suite (Lj)nen
vers L dans L(F, F). La suite (Ly)nen étant de Cauchy, pour tout e strictement positif, il
existe un entier ng tel que 'on ait, pour tout entier n > ny,

Sup || Ln () = Lnsp(@) | <.
llzlle<1
peN

Par passage a la limite lorsque p tend vers l'infini, on obtient

sup |[Ln(2) — L(z)|[F <e,
llzllm<1

ce qui achéve la démonstration de la proposition. O
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Proposition 2.2.2. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et (L1, Ls) un élément
de L(E,F) x L(F,G). La composée Ly o Ly appartient a L(E,G) et

L2 o Lillzea) < 1Ll m L2l oma)-

Démonstration. La borne supérieure étant un majorant, on a, pour tout  dans la boule unité
de F,

[L2o Li(@)ll¢ < [[LollereyllLa(2)lF
< A LallemayllLllce,r)-
Le fait que la borne supérieure soit le plus petit des majorants assure le résultat. O

Remarque Méme lorsque F' = K (c’est le cas des formes linéaires), le supremum sur la boule
peut ne pas étre atteint comme le montre I'exercice suivant qu’il est vivement conseillé de

faire.
Exercice 2.2.1. Soit (an)nen une suite d’éléments de I'intervalle |0,1[. On suppose que la
suite (ap)nen tend vers 0. On définit alors la forme linéaire £, sur ¢*(N) par
déf
(la,z) ) (1= ap)z(n).
neN

Démontrer que ||y|(o )y = 1 et que pour tout x de la boule unité de H(N), |(la,z)| est
strictement inférieur a 1.

Lorsque E = F, on désigne L(FE, F) par L(F). Nous allons étudier cet ensemble et en
particulier ces éléments inversibles. L’un des résultats de base sur les éléments inversibles
de L(E) est le suivant.

Théoréme 2.2.2. Soit (E, | -||) un espace de Banach ; I'ensemble des éléments de L(E) qui
sont & distance strictement inférieure a 1 de Id sont inversibles dans L(F). Dit autrement,

VA € Bypy(Id,1), A € L(E) ) Ao AT = AT 0 A=1d.
Démonstration. Elle repose sur la proposition suivante.

Proposition 2.2.3. Soit E est un espace de Banach et (x,)nen une suite d’éléments de E

telle que
Z lzn|le < oo.
neN

N
Alors la suite Sy d:efz T, converge.

n=0

Démonstration. Nous allons démontrer que la suite (Sy)nen est de Cauchy ce qui résulte du

fait que
N+P

ISvsp = Snll < D [l
n=N+1

La proposition est démontrée. O
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Poursuite de la démonstration du théoréme 2.2.2. Un élément A de Br(py(Id, 1) s’écrit A =
Id —L avec || L||z(g) strictement inférieur & 1. Posons

N
Sy = Z L.
n=0

D’aprés la proposition 2.2.3, la suite (Sy)nen converge vers un élément A~! de L£(E) dés
que [|L||z(g) est strictement inférieur & 1. Par ailleurs, on a

SyA=SyA=1d-L"*t
En passant a la limite dans 1’égalité ci-dessus, on conclut la démonstration de ce théoréme. [

Corollaire 2.2.1. L’ensemble U(E) des éléments inversibles de L(E) est un ouvert et I’appli-
cation Inv définie par

{U(E) . U(E)
L — Lt

est continue.
Démonstration. Soit Lo un ¢élément de U(FE), on peut alors écrire que
L=Lo— (Ly—L)= (Id—(Lo— L)Ly ") Lo.

Si 'on suppose que

1
IL — Lollzp) < —— ;
E L e

on déduit du théoréme 2.2.2 que Id —(Lg —L)La1 est inversible et donc que L aussi. L’ensemble
des éléments inversibles et donc bien un ouvert puisque si Ly appartient a U(FE), alors la
boule By, de centre Ly et de rayon ||Lal||Z(IE) est incluse dans U(FE). Le théoréme 2.2.2
implique que

L =Lg" )y (Lo - L)Lgh)™
n=0

On en déduit que, si L appartient & B(Lo, po) avec pg strictement inférieur & || Ly 1||Z(1E)’ on a

o0
127 = LMo < 10 e Y IE = Lol B 1L 2 g
n=1 .
< L= Loll e 1 26 M 2@ D IL = Lol 126 12
n=0
< L = Lollees 15 e ————r—
= pllLg o)
Ceci conclut la démonstration du corollaire. O

Remarque En fait, cette démonstration montre que, lorsque pg est strictement inférieur
allLy? Hz(lE), Papplication L — L~ est k lipschitzienne sur Bz (g (Lo, po) avec

I s
1 — poll Ly 2 ()
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Exercice 2.2.2. Démontrer que I’application Inv est une application de classe C! sur U(E).

Pour conclure cette section, nous allons donner une caractérisation des applications multi-
linéaires continues. Le théoréme suivant est 1’analogue pour les applications multilinéaires du
théoréme 2.2.1 relatif & la continuité des applications linéaires.

Théoréme 2.2.3. Soient ((Ej, ||-||;))i1<j<n une famille d’espaces vectoriels normés et (F, ||-||)
un espace vectoriel normé. On considére une application N-linéaire de Ey X --- x En dans F'.
Cette application f est continue de E = E1 X --- X Ex muni de la norme

@1, 2n)le= Y ljle

1<j<N

dans I si et seulement si

sup lf(x1, - zn)|lF < oo. (2.7)

(1, zn)le<1

De plus, si f est continue de F1 X ---x En dans F, alors elle est lipschitztienne sur les ensembles
bornés de E1 x --- x Ex.

Démonstration. Si f est continue en 0 alors, il existe un réel « strictement positif tel que

Do lwjlle, < o= f(z1,--an)lF < 1.
j=1
On utilise alors un argument d’homogénéité. Soit & = (x1,--- ,zx) un élément non nul de E

@
de norme dans E plus petite que 1. Alors gx est de norme dans FE strictement plus petite

que «. Ainsi donc

17 an)le < (2)°

Réciproquement, supposons 'inégalité (2.7). Soit h = (hy,--- ,hx) on pose ho 0 et pour j
dans {1,--- ,N}, E] det (hi,--- ,hj,0---,0). On a alors, pour un z fixé dans E,
N
flxz+h) - = flz+hy) = flx+hj).
j=1

L’inégalité (2.7) implique que, pour tout entier j compris entre 1 et N, on a
j—1 N
1f @+ hy) = f(@ + )l < O(H ok + halm, ) Wslle, ( T llawls, )-
k=j+1
On peut supposer que ||h||g < 1. Ainsi donc, on a, pour tout entier j compris entre 1 et IV,

[ (@ +hj) = f(z+ hj-)llr < Callhylle;-

Par sommation sur j, on en déduit que

[f(z+h) = f(@)llr < Collh]|&

et le théoréme est démontré. O
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2.3 Espaces de Banach, compacité et dimension finie

Le fait que la dimension de ’espace soit finie ou non induit de grandes différences sur la
topologie comme on peut le voir au travers de ’énoncé suivant.

Théoréme 2.3.1. Soit E un espace vectoriel normé. Si la dimension de E est finie alors la
boule unité fermée est compacte et toutes les normes sur E sont équivalentes. Récipoquement,
si la boule unité fermée est compacte, alors ’espace vectoriel E est de dimension finie.

Démonstration. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie V. Nous allons démontrer
qu'il existe une bijection linéaire continue d’inverse continue de RV muni de la norme | - [|oo
sur . Considérons une base (?j)lgjg ~ de E et 'application linéaire bijective I définie par

RN — E

N
I —
r=(T)igjen > > ;€

=1

L’application I(z) est une bijection linéaire. Montrons qu’elle est continue. On a

()|

IN

N
> gl 1€ le
j=1

N
deéf
M|z avee M =D |€,lle.
j=1

IA

L’application I étant linéaire, on en déduit que
1(z) = I(W)lle < M|z = ylloo-

L’application
z— |[I(z)||le

est donc continue de RV dans R*. D’aprés le corollaire 1.3.1 page 23, la sphére SV=1, (i.e.
I'ensemble des z de RY tels que ||x]|o = 1) est compacte. De plus, I étant bijective, elle ne
s’annule pas sur SV 1. D’aprés le corollaire 1.3.2 page 24, il existe un réel strictement positif m
tel que

x
vo e RN\ {0}, m < [[1(——)|| <M
%]l / 112
L’application I étant linéaire, on a
ve € RN, mlzllo < |I(2)llp < M|z (2.8)

Donc I et I7! sont des bijections linéaires continues. Donc toutes les normes sur E sont
équivalentes. Donc les ouverts (resp. les fermés) (resp. les compacts) de E sont exactement les
images des ouverts (resp. des fermés) (resp. des compacts) de RY par I. Donc la boule unité
fermée de E est un compact car c’est un fermé inclus dans I'image par I dans la boule fermé
de centre 0 et de rayon m~!. Donc la boule unité de E est compacte.

La réciproque est basée sur le lemme géométrique suivant.

38



Lemme 2.3.1. Soit (E,|| -||) un espace vectoriel normé. On supose qu’il existe un réel 6 de
Iintervalle |0, 1[ et une famille finie (x;)1<j<n telle que

N
sp ©{z e B |z =1} ¢ |J Bz d).
j=1

Alors la famille (xj)1<j<n est une partie génératrice de E.

Si 'on admet ce lemme un instant, il suffit d’utiliser la caractérisation de la compacité
donnée par le théoréme 1.3.4 page 24 pour conclure. O

Démonstration du lemme 2.3.1 Soit F le sous espace vectoriel de F engendré par la famille
des (xj)1<j<n. C’est un espace vectoriel de dimension finie donc d’aprés la partie directe du
théoréme, 'espace normé (F, || - ||) est complet. Donc c’est un fermé de FE.

Nous allons considérer un vecteur y de E'\ {0} et démontrer qu’il est dans ’adhérence de F
ce qui assurera le lemme. Le point clef consiste & établir le fait suivant :

VyeE, Iy e F/ |ly—ull <dllyll. (2.9)

Si y = 0, on prend y; = 0. Supposons y non nul. Par hypothése, il existe un j de {1,--- , N}
tel que

I ==l =2

ce qui s’écrit ||y — |ly|lz;|| < S|yl et qui démontre donc l'assertion (2.9).
Itérons le processus. L’assertion (2.9) implique

Jyp € F/ ly—y — vl <6lly — wall < 8yll.

Par récurrence, on construit ainsi une suite (y,)nen d’éléments de F telle que

VneN,

n

= > wf| < "l
j=1

Il est clair que l'on a

n
T};H;ozzyj =y
]:

ce qui implique que y appartient & F' car F' est fermé et le lemme est ainsi démontré. O

Remarque Dans un espace vectoriel de dimension finie et seulement dans ce cas, les par-
ties compactes sont les parties fermées et bornées. Comme 'affirme le théoréme ci-dessus, ceci
est toujours faux dans les espaces vectoriels normés de dimension infinie. A titre d’illustration,

considérons, dans l'espace E des fonctions continues de [0,1] dans R muni de la norme de la

convergence uniforme, la suite (f,)nen définie par fp(z) 4 7. Tous les éléments de cette

suite sont de norme 1 et cette suite n’a pas de valeur d’adhérence dans 1’espace F car

Ve € [0,1[, lim 2" =0 et lim 1" =1.

n—oo n—o0
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2.4 Le théoréme d’Ascoli

L’objet de cette section est I’établissement d’un critére de compacité pour les fonctions
continues d’un espace métrique compact a valeurs dans un espace de Banach.

Théoréme 2.4.1 (d’Ascoli). Soient (X, d) un espace métrique compact et (E, ||-|g) un espace
de Banach. On considére une partie A de C(X, E) qui vérifie les deux hypothéses suivantes :
i) La partie A est uniformément équicontinue i.e.

Ve >0, 3a>0/VY(z,2) e X2, dx,z)<a=VfcA, |f(z) - f@)|g<e; (2.10)

ii) pour tout x € X, '’ensemble {f(z), f € A} est d’adhérence compacte.

Alors A est d’adhérence compacte.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser le critére donné par le théo-
réme 1.3.1 page 20. Soit € un réel strictement positif, démontrons que I'on peut recouvrir A par
un nombre fini de boules ouvertes de rayon € ce qui d’aprés le théréme 1.3.1 page 20 assurera
le résultat.

D’aprés ’hypothése (2.10), il existe un réel strictement positif « tel que

e

V(z,2') € X*, d(z,2') <a=Vf e A, |f(z) - f(@)|p < 3

(2.11)

La compacité de X assure l'existence d’une suite finie (z;)1<j<n d’éléments de X tel que
N
X = U B(zj, o).
j=1

Posons A; %t {f(z;), f € A}. Par hypothese, A; 'adhérence de Aj est un compact de E.
D’aprés la proposition 1.3.4 page 21, le produit A X --- X Ax est un compact de l'espace de
Banach EV muni de la norme

lw)1<ienloo € max Iyl
IS 1<j<n
Donc le produit A x - - - x Ay est d’adhérence compacte dans I'espace de Banach EV. Comme
le sous-ensemble A de En défini
def

A= {(f(@1),--, f(zn)), f €A}

est inclus dans le produit A; x -+ X An et est donc d’adhérence compacte lui aussi. D’aprés
le théoréme 1.3.1 page 20, il existe une suite finie (fi)i<r<yr d’éléments de A telle que les
boules (au sens de la norme || - ||o définie ci-dessus) de centre (fi(xj))1<j<n et de rayon /3
recouvre A ce qui signifie que

VfeA, ke {l, ,My/Vje{l, .- N}, | f(z;) = fiulzs)lle < =

3
Nous allons démontrer que les boules (dans (C(X, E)) de centre fi, et de rayon € recouvre A.
Pour ce faire, considérons un élément f de A. Il existe un indice k& de {1,--- , M} tel que

3

Vi€ (Lo N, () — fulaplle < 5
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Soit « un point quelconque de X. Il existe un indice J de {1,---, N} tel que d(z,z;) < a. On
peut alors écrire que

1) = fe@)le < (@) = fleplle + 1F () = fulz)le + [ feles) = fel@)lle

< €.
D’ou le théoréme. O

Exercice 2.4.1. Démontrez la réciproque du théoréme d’Ascoli, a savoir que si une partie A
de C(X, E) est compacte, alors elle vérifie les conditions i) et ii) de I’énoncé du théoréme
d’Ascoli.

Exercice 2.4.2. Soient (X,d) un espace métrique compact et Y une partie compacte d’un
espace de Banach (E, || - ||g) . Démontrez que ’ensemble des fonctions k-lipschitziennes de X
dans Y est compact dans C(X, E).

Exercice 2.4.3. Exhiber une suite de fonctions (fn)nen de [0,1] dans R qui soit une suite
bornée de ’espace des fonctions Lipschitziennes, telle que la suite (fp)nen tend vers 0 dans
lespace C([0, 1], R) mais (fn)nen ne tende pas vers 0 dans 'espace des fonctions lipschiztiennes
de [0, 1] dans R.

2.5 Autour du théoréme de Stone-Weierstrass

1l s’agit de trouver des sous-espaces vectoriels denses de ’espace des fonctions continues
sur un espace métrique compact (X,d). Commencgons par le cas ou l'espace de départ est
I'intervalle [0, 1].

Théoréme 2.5.1. Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 1] & valeurs dans un espace
de Banach E. La suite de fonctions (Sy(f))nen définie par

@) S p (B et - ap.

k=0
(ot les C’fi représent les ceefficients binomiaux) converge uniformément vers f sur linter-
valle [0, 1].
Démonstration. Remarquuons tout d’abord que, comme pour tout x de lintervalle [0, 1] et
tout entier positif n, on a 1 = (z + 1 — 2)", la formule du bindéme implique que

n

> Chab(1—a)mh =1 (2.12)

k=0

Par définition de la suite S, (f), on en déduit que

) = 5u(0te) = 32 (1t0) - 7(E) ) et -yt

k=0

D’aprés la théoréme de Heine 1.3.3 page 23, la fonction f est uniformément continue sur le
compact [0, 1]. Donc, si Pon considére un réel strictement positif arbitraire e, il existe un réel
strictement positif «. tel que

2=yl <. = [If@) = FW)ls < 5-
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On écrit alors

1f(2) = Su(f)(@)]le

IA

S0 (5] 0o

< S 42 swp |f(@)e Y COhdf—a)t

2
€[0,1] |k—nz|>noe

En multipliant et en divisant par (k — nx)?, on trouve que

@) = SuN@ls < 5+ sw [5@ls 3 s Chat (1 =y

|k—nz|>na

€ 2 _
< 3 + —— sup [[f(z)|e Z (k —na)*Cpaf(1 — z)"*
et el |k—nz|>nae
n

2
+ —— sup |[f@)|ey (k—nz)2Ckazk(1 — z)"F, (2.13)
n?a? e g

€
-2

On peut calculer la somme intervenant dans le terme de droite. En dérivant la relation (2.12)
et en la multipliant par x, on trouve que

n n—1
Z ka{mk(l — x)”_k —nx Z C’,’fflxk(l — a:)"_l_k =0
= k=0

ce qui en utilisant & nouveau (2.12) assure que
n
Z ECFzF(1 — )" % = na. (2.14)
Ensuite, en dérivant et en multipliant par x l'identité ci-dessus, on trouve que
n
ZkQCZ:rk(l—x" —ank —z)" R =y
k=0
En appliquant I'identité (2.14), on trouve que
n
Z E2Ckzk(1 — )" % = nz(1 + (n — 1))
=0

ce qui implique que

Z z)2Ckk(1 — )k = Z k2Ckzk(1 — 2"k — 2na Z ECEzF(1 — )" % 4 n2a?
k=0 = k=0

= n(l (n —1)z) — 2n2z? + n’z?

= nz(l—z).

L’inégalité (2.13) devient alors

1/ (2) = Sn(F)(@)l|e +i2 sup 1/ (@) &-

11 suffit maintenant de choisir n tel que n > n. det sup ||f(z)|E
z€[0,1]
démonstration. O

2} + 1 pour conclure la
ea?
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Nous allons maintenant énoncer un critére de densité pour les sous-algébres de C(X,K)
o (X,d) est un espace métrique compact. Donnons tout d’abord une définition.

Définition 2.5.1. Soient (X, d) un espace métrique et A une partie de C(X,K). On dit que A
sépare les points de X si et seulement si pour tout couple (x,y) d’éléments de X tel que x # y,
il existe une fonction f de A telle que f(x) # f(y).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de densité suivant.

Théoréme 2.5.2 (de Stone-Weierstrass). Soient (X, d) une espace métrique compact et A
une sous algébre de I'espace C(X,R). Si A contient les fonctions constantes et si A sépare les
points de X, alors A est dense dans C(X,R).

Le cas des fonctions & valeurs complexes est légérement différent.

Théoréme 2.5.3. Soient (X, d) une espace métrique compact et A une sous-algébre de I’espa-
ce C(X,C). Si A contient les fonftions constantes, si A sépare les points de X et si A est stable
par conjugaison, (i.e. f € A= f € A), alors A est dense dans C(X,C).

On peut en I’énoncé suivant.

Corollaire 2.5.1. Si X est un espace compact, ’espace de Banach C(X,K) est séparable,
c’est-a-dire qu’il existe une suite de points de C(X,K) dense dans C(X,K).

La démonstration du théoréme général de Stone-Weierstrass est présenté ici a titre culturel.

Démonstration du théoréme 2.5.2
L’une des étapes essentielles de la démonstration est le lemme suivant, que nous allons admettre
pour le moment.

Lemme 2.5.1. Soit A une sous-algébre de C(X;R). Pour toute fonction f de A, la fonction |f]|
appartient a A.

1 1
Remarque Comme max{f,g} = §(f + g+ |f —g]) et min{f,g} = Q(f +9g—|f —gl), si deux

fonctions f et ¢ appartiennent & A, alors leur minimum et leur maximum appartiennent a A.

Retour & la démonstration du théoréme 2.5.2 . Le fait que A est séparante implique que
(S+) V(l’l,mg) S X2/ &1 7£ xg, V(al,az) S RQ s dh € A/ h(l’]) = Q.
Comme A est séparante, il existe une fonction g de A telle que g(x1) # g(z2). On pose alors

) + (2 — ) LI

Considérons une fonction f de C(X;R). Soit xg un point de X et ¢ un réel strictement positif. Nous
allons démontrer

Fhyy € A/ hay(m0) = f(mo) et Vz € X, hy(2) < f(2) +e. (2.15)
En effet, d’aprés l'assertion (S*), pour tout y de X, il existe une fonction h,,, de A telle que h
coincide avec f aux points xy et y. Les deux fonctions f et hg, , sont continues. Il existe donc un réel

strictement positif ay, , tel que

d(z,y) < Qgg,y = hwmy(z) < f(y) +e.
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L’espace (X,d) étant supposé compact, on peut le recouvrir avec un nombre fini de boules du type
ci-dessus, c’est-a-dire qu’il existe une suite finie (y;)1<;<n telle que

N
X = U B(ijawo,yj)'
j=1
Posons hy, def 1gi<nN hay,y,- D’aprés le lemme 2.5.1, la fonction h,, appartient a A et est telle que,

pour tout z dans X, on ait hy,(z) < f(z) +¢&. L’assertion (2.15) est donc démontrée.
Pour tout z € X, il existe donc une fonction h, € A telle que

ho(z) = f(z) et Vye X, haly) < f(y) +e.
Les fonctions h, et f étant continues, pour tout y € X, il existe un réel strictement positif «, tel que
Vz € B(z,ay), hy(z) > f(z) —e.
A nouveau, on recouvre X par un nombre fini de telles boules, c’est-a-dire qu’il existe une famille
finie (z;)1<;<n de points de X telle que

N
X = JB(zj,0q,).
Jj=1

Posons h def Jmax, hy;. D’aprés le lemme 2.5.1, la fonction h appartient a A. De plus; elle vérifie
<<

Vye X, fly)—e<h(y) < fly) +e,

c’est-a-dire ||f — hlle(x,r) < €. Le théoréme est donc démontré pourvu bien str que nous démontrions
le lemme 2.5.1. O

Démonstration du lemme 2.5.1 Remarquons tout d’abord que 'on peut supposer A fermé car A est
une sous-algébre de C(X,K), alors A aussi. (Exercice : démontrez-le!) La démonstration repose alors
sur le lemme suivant, que nous admettons provisoirement.

Lemme 2.5.2. II existe une suite de polynoémes (P, )nen telle que
lim P, =+/ dans I'espace C([0,1];R).
n—0o00
Soit f un élément de A et posons
. 2
fn def Pn(f—) avec bien str || f]| = sup |f(z)].
£ veX
La suite (f,)nen est une suite d’éléments de A puisque A est une algébre. D’aprés lemme 2.5.2, la

suite de fonctions (f,)nen converge vers ||f||=1v/f2 = ||f]|7}|f]- Donc |f]| € A. Le théoréme 2.5.2 est
démontré pourvu que l'on prouve le lemme 2.5.2. O

Démonstration du lemme 2.5.2 Définissons par récurrence la suite de polynomes

1
Poii(t) = P(t) + 5(t — P2(t)) et Py=0.
Montrons par récurrence que, pour tout ¢ € [0,1], 0 < P,(t) < v/t. C’est vrai pour n = 0. Supposons-le
pour P,. Le polynéme P, 1 est positif sur [0, 1] comme somme de deux fonctions positives. De plus,
on a, comme P, est positif sur [0, 1],

bR = - (P + (- P)?)
> t—P1)
> 0
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Comme P, 11(t)— P, (t) = 1/2(t— P2(t)), pour tout ¢ € [0,1], on a P,41(¢) > P,(t). Pour tout ¢ € [0, 1],
la suite (P, (t))nen est croissante majorée par v/t, donc elle converge. Soit £(t) la limite. Par passage
4 la limite dans la relation de récurrence définissant la suite (P,,)nen, on trouve que ¢t — £2(¢t) = 0. Le
fait que la suite (P, )nen converge uniformément est assuré par le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.4 (de Dini). Soit (f,,)nen une suite d’éléments de C(X,R) telle que, pour tout x de X,

la suite (fn(2))nen soit une suite croissante majorée. Si g(x) 4 iy fn(z) est une fonction continue
n—oo

sur X, alors la suite (f,)nen converge vers g uniformément, c’est-a-dire

lim sup [ £, (&) — g(a)] = 0.

n—oo rzeX

Démonstration. Pour tout z € X, la suite (f,,(z))nen est croissante majorée ; pour tout € > 0, il existe

donc un entier n, tel que
€

9(a) = 5 < fn. @)

Les deux fonctions g et f,,, sont des fonctions continues sur le compact (X, d); elles sont donc unifor-
mément continues sur (X, d). Ainsi, il existe un réel strictement positif «, tel que

Ay, ') < aw = lg(y) = 96 )| + 1. (0) = Fu, ()] < 5

La famille (B(z, ay))zex recouvre le compact (X, d). On peut donc en extraire un sous-recouvrement
fini, c’est-a-dire qu'’il existe une suite (z;)1<;<n telle que
N
X = U B(zj, o).

Jj=1

def . P . . .
Posons ng = WA 7. La suite (f,(y))nen étant une suite croissante, on a alors, pour tout j
1<5< :

dans {1,--- , N},

fno(y) > fnx] (?J)
> fnx] (IJ) - |fnz] (y) - fnz] (xj)‘
> g(@)) = 5 = fow, (0) = fo, (@)
> g(y) = 2 = l9(w) = 9(x)| = |far, (9) = fuo, (25

Soit j tel que y € B(xj, oy, ). 1l vient
fno(W) 2 9(y) — .

La suite (f,(y))nen étant croissante, on a,

n>ng =Yy € X, g(y) > fuly) > gly) —e.

Le théoréme est alors démontré. O

2.6 Notions d’espaces séparables

Cette notion repose sur la notion d’ensemble dénombrable.

Définition 2.6.1. Soit X un ensemble, on dit que X est dénombrable si et seulement si il
existe une application injective de X dans N.

Remarquons que tout ensemble fini est dénombrable. De plus, on a la proposition suivante.
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Proposition 2.6.1. Soit X un ensemble infini dénombrable. Alors il existe une bijection de X
sur N.

Démonstration. Par hypothése, il existe une fonction ¢ injective de X dans N. C’est une
bijection de X sur Y = ¢(X). Il suffit donc de démontrer qu’une partie infinie Y de N est en
bijection avec N. On définit par récurrence

b(n) ¥ miny \ {6(0), -~ ,b(n — 1)}

L’application b est strictement croissante donc injective. Elle est bijective car I'on prend les
éléments de Y par ordre croissant. O

Proposition 2.6.2. Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. 11 suffit de la démontrer que le produit de deux ce qui d’aprés la proposition
précédente, se raméne a construire une injection de N x N dans N. On définit

NxN = N

(ptag+Dp+qg+2)

(pq) — p+ 5 :

Démontrons que P est injective. Pour ce faire, commengons par observer que si (p, q) et (p', ¢')
sont deux couples de N? tels que p’ + ¢’ est strictement supérieur a p + ¢, alors ®(p/,¢’) est
stritement supérieur a ®(p, ¢). En effet, nous avons que p’ + ¢’ est supérieur ou égal a p+q+1
et donc que

P +d+1D)0 +d+2) (p+q+3)(p+tq+2)

>
> 2(p+qg+2)+(p+g+D(p+qg+2).

On en déduit que
o(p'.q") = p' +q+2+2(p.q).

Ainsi donc si ®(p, q) = ®(p/, ¢'), alors p+q = p’'+¢ ce qui implique immédiatement que p = p/
et donc que g = ¢’ ce qui démontre que 'application @ est injective. O

Corollaire 2.6.1. Les ensembles Z et Q sont dénombrables.

Corollaire 2.6.2. Une réunion dénombrable disjointe d’ensembles dénombrables est dénom-
brable. Plus précisement, soit A, une suite d’ensembles dénombrables, on pose

A={(n,a) avec a€ A,}.
L’ensemble A est dénombrable.

Démonstration. Chaque ensemble A, est dénombrable. Il existe donc pour tout n, une appli-
cation injective ¢, de A, dans N. On définit alors

A — N?
® { a=(n,a,) > (n,¢n(an)).

Cette application est injective. En effet, si ®(a) = ®(b), ce qui signifie que (n,ay) = (m, by,)

et donc que n = m et a, = by. Soit maintenant 'application ¢ de la proposition 2.6.1;

Iapplication ¢o® est une application injective de A dans N comme composée de deux fonctions

injectives. O
Nous avons le résultat négatif suivant.
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Théoréme 2.6.1. Soit (X,d) un espace métrique complet infini tel que tout point soit d’in-
térieur vide. L’ensemble X n’est pas dénombrable.

Démonstration. Soit (xy,)nen une suite d’éléments de X (tout ensemble dénombrable peut étre
représenté ainsi). Le théoréme de Baire tel que traduit par le théoréme 1.2.3 dit que I’ensemble

neN
est d’intérieur vide et est donc distinct de X. O

On peut maintenant définir la notion d’espace métrique séparable.

Définition 2.6.2. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que (X, d) est séparable si et seule-
ment si il existe une suite dense dans X.

Dit autrement, cette définition signifie que, dans un espace métrique séparable (X, d), il
existe une suite (2, )nen d’éléments de X telle que

Vee X, Ve>0, Im/ dlz,zn,) <e.

Exemple. L’espace R muni de la distance d(z,y) = |z — y| est séparable, car la suite des
rationnels est dense dans R.

Proposition 2.6.3. Soit (X1,d1), -+ ,(Xn,dy) une famille de N espaces métriques sépa-
rables. Si I’'on pose
X=Xi1x - xXy et d((z1,--,zn),(y1, -+ ,yn)) = max d;(z;,y;),
1<G<N

alors l'espace (X, d) est un espace séparable.

Démonstration. Pour chaque espace Xj, il existe une partie dénombrable D; dense dans X.
Considérons un point z = (z1,--- ,2n) quelconque de X et posons D = Dy X - -+ X Dy. Cette
partie D de X est dénombrable en tant que produit fini de parties dénombrables. De plus,
comme D; est dense dans X, pour tout ¢ strictement positif et tout j compris entre 1 et IV,
il existe un y; appartenant & D; tel que l'on ait

d;(zj,y;) <.
Par définition de la distance d, on a d(z,y) < e. La proposition est ainsi démontrée. |

Proposition 2.6.4. Soient (X,d) un espace métrique séparable et A une partie quelconque
de X. L’espace métrique (A, d) est séparable.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, désignons par ID une partie dénombrable
dense de X. Pour tout entier n et tout  de D, on choisit un élément a,,, de B(x,n_l) NA
si cet ensemble est non vide. S’il est vide, on prend un quelconque élément de A. On a ainsi

défini une partie dénombrable D det (@z.n) (zn)epxn de A.

Démontrons que D est dense dans A. Soit @ un élément de A. Il existe un élément z de D
tel que d(z,a) < n~!. Par définition de D, 'élément ag.n appartient a DN B(xz,n~1). Donc, il
en résulte que

2
d(a,azn) < d(a,z) +d(x,azn,) < —»
n

d’ou la proposition. O
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Théoréme 2.6.2. Tout espace métrique (X, d) qui est compact est séparable.

Démonstration. Soit B, I'ensemble des boules de rayon n~!. Cet ensemble constitue bien
évidemment un recouvrement ouvert de X. L’hypothése de compacité fait que, pour chaque
entier n, par (zjn)1<j<J(n) Une suite telle que

J(n)

X = U B(xjyn,n_l).
=1

Soit D l’ensemble défini par
{xj,na 1§.7 S J(”)v nGN}'

Le corollaire 2.6.2 implique que D est dénombrable. Démontrons qu’il est dense. Pour cela,
considérons un réel strictement positif € arbitraire et un point x quelconque de X. On choisit
alors un entier n tel que n soit strictement supérieur a l'inverse de e. Par définition des (x;,),
il existe un entier j tel que

1
dlz,zin) < —
(&, 25m) < =
Vu le choix de 'entier n, le théoréme est démontré. O
Nous allons maintenant donner un exemple d’espace métrique non séparable.

Proposition 2.6.5. Soit X l’ensemble des fonctions de [0,1] dans [0,1] muni de la distance

d(f,9) = sup |f(x) —g(x)].

z€[0,1]
L’espace métrique (X, d) ainsi défini n’est pas séparable.
Démonstration. Considérons I’ensemble A défini par
A={1p,P € P([0,1])},
ol P désigne ’ensemble des parties de X. Remarquons deux choses. Tout d’abord, remarquons

que, si P # @, alors d(1p,1g) = 1. Ensuite, 'ensemble P([0, 1]), donc aussi ’ensemble A,
n’est pas dénombrable. La démonstration de la proposition se conclut grace au lemme suivant.

Lemme 2.6.1. Soit (X,d) un espace métrique. S’il existe une partie non dénombrable A et
un réel a strictement positif tels que

V(x1,x2) € A%z £ a0 = d(z1,z2) > a,
alors I'espace (X, d) n’est pas séparable.

Démonstration. Soit D une partie dense dans X. Pour tout a dans A, il existe un z dans D
tel que

«
d <&
(CL’Z) — 3

Soient a; et as deux éléments de A distincts. On leur associe deux éléments z; et 29 de D
vérifiant I'inégalité ci-dessus. Mais alors, on a

a < d(ai,as)
< d(ai, z1) + d(az, z2) + d(z1, 22)
< S gtdaz)
= 3 3 21, %2
2
< ?a + d(z1, 22).

Donc z; est différent de zo. Donc si une partie est dense, elle ne peut étre dénombrable. Le
lemme est ainsi démontré. O
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Chapitre 3

Dualité dans les espaces de Banach

Introduction

Ce court chapitre est trés important. Il étudie un type particulier d’espace de Banach : le
dual (appelé parfois topologique) d’un espace de Banach qui est 'ensemble des formes linéaires
continues sur cet espace. Tout d’abord, y est présenté le concept général de transposée d’une
application linéaire. Insistons sur le fait qu’en dimension infinie, nous sommes trés loin de la
transposition des matrices. Le fait radicalement nouveau que nous allons découvrir dans ce
chapitre est que le dual d’'un espace de Banach peut-étre trés différent de ’espace lui-méme.
Ceci n’est bien siir pas le cas en dimension finie ot le dual d’un espace vectoriel de dimension
finie est un espace vectoriel de méme dimension.

Dans le deuxiéme section, nous donnerons un sens mathématique précis a ’expression "le
dual d’un espace E est 'espace F'". Cette définition est fondamentale. Elle permet de construire
des isomorphismes entre le dual E' d’un espace de Banach et un espace de Banach F ce qui
fournit une description de E’. L’exemple du dual des espaces de suite de puissance piéme
intégrable est étudié en détail.

La troisiéme section introduit un concept crucial qui est une notion affaiblie de la conver-
gence d’une suite d’éléments du dual d’un espace de Banach. Il s’agit essentiellement du concept
de convergence dite faible x qui est essentiellement la convergence simple. Cette notion permet
d’extraire de toute suite bornée du dual une sous suite qui converge en ce sens. D’ou I'impor-
tance des théorémes d’identification de la section précédente. Si un espace peut s’identifier a
un dual, alors il jouira de cette propriété. Nous verrons dés le chapitre suivant une application
de ce résultat lors de la démonstration du théoréme 4.4.2 page 72 relatif a la structure des
opérateurs autoadjoints compacts.

3.1 Présentation du concept de dualité

La notion de dualité est certainement bien connue du lecteur dans le cadre des espaces
vectoriels. Néammoins, rappellons briévement quelques notions fondamentales dans le cadre
d’un espace vectoriel E quelconque. Désignons par E* 'espace des formes linéaires définies
sur E. De plus, lorsque £ est une forme linéaire sur E et z un vecteur de E , on note

0, z) ¥ o(2).
La premiére notion clef est celle de transposée d’une application linéaire. Considérons une ap-
plication linéaire L de F dans E. On définit Papplication linéaire transposée de E’ (I’ensemble
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des formes linéaires sur E) dans E’ par
CL), H) = (6, LT,

Remarquons que si Lj et Lo sont deux applications linéaires de F dans FE, alors on a
Y(LioLy) ='Lyo'Ly.

En effet, par définition de la transposition, on a

((L1oL)(0), B) = (6,L10La())
= (6, Ly(La(B)))
= (Li(0), Lao())
= (La('Li(0), B).

D’ou le résultat.

Dans le cas ou l'espace vectoriel E est de dimension finie, on peut alors choisir une
base (€;)1<j<n de E. On démontre facilement que la famille (e7)1<j<n de formes linéaires
définies par

* — _
(€ €k) = Ik

forme une base de I’espace vectoriel E’ des formes linéaires sur E appelée base duale. De plus,
: 2 A . . % .

il est aisé de démontrer que si la matrice de L dans une base (€ ;)1<j<n de 'E est (L§)1§i7j§N
alors la matrice de L dans la base (e5)1<j<n est (Lj)i<ij<n avec LY = L. Ainsi donc dans
le cas de la dimension finie, ’ensemble des formes linéaires continues (elles le sont toujours)
est un espace vectoriel de méme dimension.

Nous étudierons dans ce chapitre le cas ou E est un espace de Banach général.

Définition 3.1.1. On appelle dual topologique (ou simplement dual) d’un K-espace vectoriel
normé (E,|| - ||) et I'on note E’ Iespace vectoriel des formes linéaires continues sur E. On le
munit de la norme

el & sup |(¢,2)].
=<1

Par rapport au cas de la dimension finie, un phénomeéne fondamentalement nouveau ap-
parait. Comme nous le verrons aprés la démonstration du théoréme 3.2.1, 'espace de Ba-
nach él(N) des séries convergentes est un espace séparable et son dual ne 'est pas. Ce qui
peut apparaitre & ce stade comme une difficulté va se révéler extrémement fécond au travers
de lopération de transposition. Ces idées sont & la base de la notion de quasi dérivées que
nous présenterons au chapitre 6 et plus généralement a la théorie des distributions que nous
introduirons au chapitre 8

11 existe une forme bilinéaire naturelle définie sur 'espace E' x E.
Proposition 3.1.1. Soit E un espace vectoriel normé. Alors 'application (-,-) définie par

E'xE — K
<’>{ l,x) +— (L,x).

est une forme bilinéaire continue.

Démonstration. Par définition de la norme sur E’, on a |(¢, z)| < ||€]|g||z||. Le théoréme 2.2.3
page 37 de caractérisation des applications multilinéaires continues assure alors le résultat. [
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Nous allons maintenant introduire la notion d’application linéaire transposée. Cette notion
jouera un role crucial au chapitre 8

Proposition 3.1.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et A un élément de ’es-
pace L(E, F). L’application ' A définie par

F' — F
0 — TAW) :x— (€, Ax)

est une application linéaire continue.

Démonstration. On écrit

(¢, Az)| < [l||p|Az|e
< WHF’||A||L(E,F)||x”E~
Ainsi donc, on a
IFA@)le = sup [(¢ Az)l
lzllz<1
< | l|Allze,F)-
D’ou la proposition. O

Définition 3.1.2. L’application linéaire définie ci-dessus s’appelle 'application linéaire trans-
posée.

Proposition 3.1.3. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels normés et (A, B) un élément
de L(E,F) x L(F,G). On a
‘(BoA)='A0o'B

De plus, si E = F alors on a
AcUE)<"'AcU(E) et (tA)1=fAh.

Démonstration. La premiére relation est purement algébrique. En effet, pour toute forme li-
néaire £ sur G et pour tout « de E, on a

(*Ao'B(l),z) = (*B(),Ax)
= ({,Bo Ax)
({(Bo A)(¥), ).

Enfin, si A € U(E),ona Ao A~! = A~'o A = Idg. En appliquant 'opération de transposition
a cette égalité, on trouve que

Aot Ay =t A HolA=1dp .

Donc ‘A est un élément inversible de £(E') et (*fA)~! = {(A~1). La proposition est ainsi
démontrée. 0
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3.2 Identification d’un espace normé avec un dual

Cette section est trés importante pour la suite du cours, notamment pour la théorie des
distributions. Il arrive fréquemment de dire que tel espace "est le dual" de tel autre. Il s’agit
de donner un sens précis a cette expression.

Proposition 3.2.1. Soient E et F' deux espaces de Banach et B une forme bilinéaire continue
sur F x E. L’application g définie par

F — F
1) 3.1

Y 2 b st = B (3
est un élément de L(F, E').
Démonstration. Comme la forme bilinéaire B est continue, on peut écrire

[(05(y), x)| < Cllyllrl] e
Par définition de la norme sur E’, on a
16sWlle < Cllyllr

d’ou la proposition. O

Définition 3.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach et B une forme bilinéaire continue
sur F' x E. On dit que B identifie E' et F si et seulement si 'application dp définie par (3.1)
est un isomorphisme de F sur E'.

Dit autrement, cela signifie qu’il existe une constante C' telle que, pour toute forme linéaire
continue £ sur F, il existe un unique élément y de F' tel que,

Vo e E, (f,z)=B(z,y) et C'yllr < [1¢]p < CllylF.

Théoréme 3.2.1. Soit p dans Uintervalle [1, +oc[ et F = ¢*'(N) p/ = p/(p —1). On considere
la forme bilinéaire B suivante
7 (N) x /(N) — K

() > Bly.a) > am)y(n).
neN

B

La forme bilinéaire B identifie (¢?(N))' et /' (N). De plus application ép définie a la propo-
sition 3.2.1 est une isométrie.

Démonstration. L’'inégalité de Holder dit que

1B(y, )| < [lzller ey 19l g (- (3.2)

Donc la forme bilinéaire B est continue. Démontrons que 'application dp est bijective. Soit T'
une forme linéaire sur ##(N), cherchons un élément y de 7' (N) tel que

Vo € P(N), (T,z) = B(y,x). (3.3)

Si l'identité ci-dessus est vérifiée, elle doit 1’étre en particulier pour x = e, o e, désigne la
suite dont tous les termes sont nuls, & ’exception du niéme qui vaut 1. Donc, nécessairement y
doit vérifier

y(n) = (T, en). (3-4)
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L’application dp est donc injective. Il s’agit maintenant de démontrer que la suite y définie
par (3.4) est bien un élément de 7' (N).
Supposons tout d’abord que p vaille 1. Pour tout entier n, on a

ly(n)l 1Tl ¢er oy llenller )

<
< 7Tl qwyy -

Donc la suite y = (y(n))nen appartient bien a £>°(N) et I'on a bien [[y||geo ) < |7l o2 vy
Supposons maintenant p strictement supérieur a 1. Considérons alors la suite (z,)ren
d’éléments de ¢P(N) définie par

def —~ 7(n) -
2= 2 gy Ve

n<r
Ceci implique que

xr(n)—|y(n§||y(n)|1711 si n<r et 0 sinon.

On a alors .
S lzem)P = lyn)l.

neN n<r

N )

= 3 ym)F
n=0

= > .
n=0

De plus, on sait que

La forme linéaire T est continue; on a donc

>y

n<r

IA

1T\l e o)y |27 [ 0w (v

1
17Ny (D I

n<r

IN

D’ou il vient que

_1
(S )™ < I Tlawony-

n<r

Cette inégalité étant vraie pour tout entier r, la suite y appartient bien a ¢/ (N) et I'on a
Wl ) < 1T vy (3.5)
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De plus, pour toute combinaison linéaire (nécessairement) finie x d’éléments de (e, )nen, on
a dp(y)(xz) = (T,x). Mais on a supposé que p était réel. Donc I'ensemble des suites z nulles a
partir d’un certain rang est dense dans ¢P(N) ; donc 7' = d5(y). Enfin, d’aprés I'inégalité (3.5),
Papplication dp est une surjection de 7' (N) sur (£/(N))’. O

Exercice 3.2.1. Soit ¢o(N) I'espace de Banach définie par

co(N) 4z = (@(n))nen/ lim 2(n) =0} muni de la norme ||z % sup [a(n)].
n—»00 neN
Démontrez que c¢o(N) est un sous-espace fermé de £*°(N). Puis en reprenant la démonstration
du théoréme ci-dessus, démontrez que la forme bilinéaire B identifie co(N)" a I'espace o (N).

Remarque Au début de ce chapitre, nous avons remarqué qu’en dimension finie, le dual d’un
espace vectoriel E était un espace vectoriel de méme dimension, donc un espace isomorphe.
Rien de tel en dimension infinie. Le théoréme précédent nous dit que le dual de El(N) est
un espace isométrique a £*°(N). Donc I'espace (¢1(N))" a les mémes propriétés topologiques
que lespace ¢*°(N). Mais cet espace n’est pas séparable. Or, on sait d’aprés un exercice que
I'espace ¢}(N) I'est. En effet, I'espace vectoriel des suites nulles sauf un nombre fini de termes
est dense dans £!(N), en fait dans tous les espaces ¢P(N) pour tout p dans [1,00[. (exercice :
vérifiez-le!)

Exercice 3.2.2. Soit s un réel quelconque, on définit I'espace ¢**(N) par
s déf s
22 (N) S {u = (u(n)nen / (1+n?)2u(n))nen € (N)}.
et on le munit de la norme

1
2
déf s
[l 2.5 vy = (Z(lﬂ%g) IU(n)2> .

neN

Soient By et By les deux formes bilinéaires définies ci-aprés par

25(N) x £25(N) — K

B (y,7) — Bi(y,2) €3 (14 n?)(n)y(n).
neN
2=5(N) x 25(N) — K
By (v, 2) — Ba(y, ) €Y a(n)y(n).
neN

1) Démontrez que By identifie (£2°(N))" a (>*(N) et que By identifie (¢**(N))’ a £2~%(N).
2) Exhibez une isométrie linéaire surjective de ¢**(N) dans £>~%(N).

3.3 Une définition affaiblie de la convergence dans E’

Définition 3.3.1. Soit E un espace vectoriel normé. On considére une suite ({p)nen d’élé-
ments de E’ et ¢ un élément de E'. On dit que la suite ({,)nen converge x-faiblement vers ¢
et 'on note limfx ¢,, = ¢ si et seulement si

n—oo

Ve e E, (b, x)y = (£, x).

lim
n—oo
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Remarquons tout d’abord que la convergence faible % est impliquée par la convergence en
norme. En effet, pourtout x de E, on a

|<£n,l’>‘ = ’<£n_€71‘>|
< iln =g llzlle-

A

Donnons maintenant un exemple d’une suite (£,)peny de E' qui converge * faiblement et
qui ne converge pas au sens de la norme. Placons nous dans l'espace ¢!(N) et considérons la
suite (£,)nen de fonctions linéaires continues définie par

(b, ) E z(n).

Nous avons pour tout x de £ (N), lim x(n) = 0. Ainsi donc la suite (£,),ey de formes linéaires
n—oo

définies ci-dessus converge x-faiblement vers 0. Comme |0y ||y = 1, la suite (£y)nen ne
converge pas en norme vers 0.

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés de la convergence x-faible.

Théoréme 3.3.1. Soient E un espace de Banach et ({y)nen une suite d’éléments de E'.
Supposons que limfx £,, = £. Alors la suite (¢,,)nen est une suite bornée de E', ce qui implique
n—oo

en particulier que £ appartient a E'. De plus, on a
1l 2z x) < lminf (6|2 k)-

Démonstration. Ce n’est qu'une traduction dans le cadre des formes linéaires d’un théoréme
classique : le théoréme de Banach-Steinhaus dont voici I’énoncé et la démonstration.

Théoréme 3.3.2 (de Banach-Steinhaus). Soient E et F deux espaces normés et (Ly,)pen une
suite de L(E, F'). Supposons que E soit complet. Supposons que, pour tout z de E, la limite
de la suite (L ())nen existe; désignons la par L(x).

Alors la suite (Ly )nen est une suite bornée de L(E, F'), ce qui implique en particulier que L
appartient & L(E, F'). De plus, on a

Il 2y < Hminf {| Lol 2oz, r)-
Démonstration. Elle repose sur le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Soient E et F' deux espaces normés et (L, )nen une suite de L(E, F'). Supposons
que E soit complet. Supposons que, pour tout x de E, la suite (L, (x))nen soit une suite bornée
de F.

Alors la suite (Ly)nen est une suite bornée de L(E, F).

Démonstration. Considérons les ensembles F,, , définis par
Fop ={x € E/ |Ln(z)|Fr < p}.

Ces ensembles F, ;, sont des fermés en tant qu’image réciproque de fermés par une application
continue. Donc les ensembles F), définis par

F YN Fus

neN
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sont des ensembles fermés car ce sont des intersections de fermés. De plus, soit z un élément
quelconque de E. La suite (L, (z))nen est supposée bornée. Dong, il existe un entier p tel que x
appartienne a F,. Cela signifie que la réunion de tous les F, est '’espace E tout entier. D’aprés

o
le corollaire 1.2.1 du théoréme 1.2.2 de Baire, il existe un entier py tel que F,, # 0. Donc, il
existe un point zo et un réel strictement positif « tel que B(zg, ) soit inclus dans Fj,. On a
donc

IN

sup || Ln(2)||F sup |[Ln (2 + xo0)||F + | Ln(20)llF
neN neN
llzl|<e llzl|<e

< sup ||Ln(@)|lF + [ La(zo)llF
neN
z€B(z0,)

< 2po.

Ainsi, pour tout z de E de norme plus petite que 1, on peut écrire

ILn(@)lr < o7 Ln(ow)llr

-
a
Donc la suite (Ly)nen est une suite bornée de L(E, F'). O

Retour a la démonstration du théoréme 3.3.2. Par passage & la limite, on obtient alors que,
Vo € B(zg, ), ||L(x)|r < 2po.

Démontrons maintenant la majoration de la norme de L. Soit x un élément de E de
norme 1. On peut alors écrire

|Z@)lr = lim || La(@)]r
= Jminf | L, (@)
< liminf | L oger  (car [z = 1),
n— oo
Le théoréme est ainsi complétement démontré. O
1l suffit d’appliquer ce théoréme avec F' = K pour obtenir le théoréme 3.3.1. ]

Le théoréme suivant, bien que de démonstration trés simple, sera utile dans la suite.

Théoréme 3.3.3. Soient E et F' des espaces vectoriels normés, on considére un élément A
de L(E, F), une suite (£,)nen de F' et un élément £ de F’. On a

limfx ¢, = ¢ dans F' = limfx'A¢, ='A¢ dans E'.

n—oQ n—oo

Démonstration. En effet, on a, pour tout x appartenant a F,
(tAl,, ) = by, Az).
Par hypothese, on a
lim (¢, Ax) = (¢, Ax).
n—oo
Mais, par définition de la transposée, (¢, Az) = (*A¢, x). Ainsi donc
lim ("Al,,z) = (‘Al, z).

n—o0

Le théoréme est démontré. O
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Proposition 3.3.1. Soient (x,)nen €t (£y)nen deux suites de E et de E', E étant un espace
de Banach.

(hmf*én =/{ et nl;rr;o |zn — x| = 0) = nlgrgo<£n,xn> = ({,x).

n—oo

Démonstration. Commencons par écrire que
<£n7$n> = <‘€n7xn - CU> + <£n — ¢, x> + <€7 l‘>

D’aprés le théoréme 3.3.1 de Banach-Steinhaus, la suite (£,,)nen est bornée. Dong, il existe un
réel M tel que 'on ait

[(bny zn) = (6 2)| < M|an — af| + [(bn — £, )]
Soit € un réel strictement positif arbitraire. Il existe un entier ng tel que

€
> — — _
=m0 = llzn —zll < 5y

Le point x étant fixe, il existe un entier n; tel que I'on ait

n>n = |t — )] < <

Dongc, on a
n > max{ng,n1} = [(ln,x,) — (£, x)| < €.

D’ou la proposition. O

Lorsque que l'on a identifié un espace a un dual, on peut définir une notion de convergence
faible x sur cet espace de la maniére suivante.

Définition 3.3.2. Soient E et F deux espaces de Banach, B une forme biliéaire continue
sur F' x E qui identifie F 4 E'. On dit (par abus de language) qu’une suite (yn)nen converge x-
faiblement vers un élément y de F si et seulement si la suite (0 g (yn))nen converge - faiblement
vers dp(y), ce qui signifie exactement que

Vz € E, lim B(yn,z) = B(y,z).
n—oo

Donnons un exemple de cette extension. Etant donné ¢ dans ]1,00], on considére une
suite (yp)pen d’éléments de £9(N). D’apreés le théoréme d’identification 3.2.1, la convergence
de la suite (yp)pen vers un élément y de ¢P(N) signifie exactement que

Vz € (7 (N), lim Zyp(n)x(n) =0.
=0

p—o0

Le théoréme suivant est un résultat fondamental qui peut étre compris comme un résultat
de compacité faible x pour la boule unité d’un dual.

Théoréme 3.3.4 (de compacité faible-x). Soit E un espace séparable, on considére une
suite (€n)nen bornée dans E'. Il existe un élément £ de E' et une fonction d’extraction 1)
de N dans N telle que I'on ait

limfx Ew(n) =/

n—oo
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Démonstration. Soit (ap)pen une suite dense dans E. Nous allons tout d’abord extraire de la
suite (ap)pen une famille libre et travailler sur I'espace vectoriel engendré. Plus précisément,
on définit ¢(0) comme le plus petit entier p tel que a, soit non nul. Soit ¢(1) le plus petit des
entiers p tels que a, n’appartienne pas & Ka,,g). Supposons construit (¢(0), -, ¢(p)) tels que

déf
vp/ S D, agp(p) ¢ ‘/;)/ :e VeCt{a(p(O), e aw(p/)}.

Considérons ¢(p + 1) comme le plus petit des entiers tels que a, n’appartienne pas a V,. On
définit
V= U Vp = Vect{a
peEN

() P €N}

La famille (a,(p))pen est une base (au sens de I'algébre linéaire) de V. Dorénavant, on omet
de moter I'extraction et l'on pose a;, désigne a, ).
Nous allons utiliser le procédé diagonal de Cantor pour construire une fonction d’extrac-

tion 1 telle que

VjeN, <£1/J(n)7a]'> = )‘j‘ (36)

lim
n—oo

La suite ({£5, z0))nen est une suite bornée de K donc il existe un élément Ay de K et une
fonction d’extraction ¢y de N dans N telle que 'on ait

lim <€¢0(n),a0> = )\0.

n—oo

Supposons construites une suite finie (¢;)o<j<m de fonctions strictement croissantes de N
dans N et une suite finie (A\;)1<j<m de scalaires telles que, pour tout j < m, on ait

lim <€¢OO"'O¢]'(TL)’ aj> = )\j.

n—oo
La suite ((£pgo...o¢,(n), @m+1))neN est une suite bornée de K. Il existe donc une fonction stric-
tement croissante ¢, 1 de N dans N et un élément A, 1 de K tels que

Vi<m+1, <£¢00---0¢m+1(n)7 aj> = Aj.

lim
n— oo
Posons 1(n) = ¢go---o¢p,(n). Cest une fonction strictement croissante de N dans N. En effet,
observons que toute fonction g strictement croissante de N dans N vérifie p(n) > n. Donc,
sin <m,ona

P(n) =goo---opn(n) <poo---0pnopni1opm(m)=1(m).
Comme (ap,)pen est une base algébrique de V', considérons la forme linéaire ¢ définie sur V par
(€, ap) = Ap.
Chaque élément = de V' étant une combinaison linéaire de vecteurs a,, on déduit de (3.6) que
Ve eV, 7}i_>120<£¢(”)’x> = ({,z). (3.7)

La suite (£,)nen étant bornée, on a D’aprés le théoréme 1.2.4 de prolongement des fonctions
continues, il existe une application ¢ de E dans K telle que £y, = . De plus, comme ({;)nen
est une suite bornée de E’, on a, pour tout (z,z') de E x V,

[ymy, ) = L) < [{lymy @ = )]+ [(Lymy, 2') — (€ 27)] + [E(2) — £()]
M|zp — al| + [(Cy(my ') = (€2)] + |€(@') — €()]. (3.8)

A

58



Soit € un réel strictement positif arbitraire. L’application £ étant lipschitzienne, il existe un

réel strictement positif « tel que

lz —2'llp < a = (') — (x)| <

w| m

L’espace vectoriel V' étant dense, il existe un élément x’ de E tel que

|z — 2| p < min{ o, ——— \ -
3M +1

Donc d’apres (3.8), il existe un x’ dans V tel que

~ 2e
Vn e N, [y, x) = Lx)] < [(Lymy, «') — (€ a")| + 3

D’aprés (3.7), il existe un entier ng tel que
€
n > ng = (L), p) — (£, 2p)| < 3

Finalement, nous avons démontré que

Ve e F, <Ew(n),l‘> = <€, l‘)

lim
n—oo

Il en résulte que £ est linéaire et le théoréme est démontré.

g

Dans le cadre de la définition 3.3.2, le théoréme 3.3.4 peut s’énoncer de la maniére suivante.

Théoréme 3.3.5. Soient E un espace de Banach séparable et F' un espace de Banach, on
considére une forme bilinéaire B qui identifie F' a E'. Alors, pour toute suite bornée (yp)pen

d’éléments de F', il existe un élément y de F' et une fonction d’extraction ¢ telle que

Ve e I, pliﬁn;lo B(yy(p), ) = B(y, x).

Ce théoréme est trés important. Il signifie que lorsqu'un espace F' peut s’identifier & un
dual, alors de toute suite bornée, on peut en extraire une sous-suite qui converge au sens
affaibli de la définition 3.3.2. Ce fait est extrémement utilisé. On verra un exemple important
d’application au chapitre qui suit lorsque nous démontrerons un théoréme de diagonalisation

dans les espaces de Hilbert (le théoréme 4.4.2 page 72).
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Chapitre 4

Espaces de Hilbert

Introduction

Ce chapitre est consacré a I’'étude des espaces dits de Hilbert qui sont des espaces de Banach
dont la norme est de type euclidienne c’est-a-dire qu’elle est associé & un produit scalaire. Ces
espaces sont la généralisation a la dimension infinie des espaces euclidiens de dimension finie.
Le point fondamendal est que I'on peut y faire de la géométrie. On sait par exemple ce que
signifie deux vecteurs (qui peuvent étre des fonctions) orthogonaux. Insistons sur I'un des
points clefs de I'analyse fonctionnelle : un élément d’un espace de Banach (trés souvent une
fonction) est vraiment vu comme un point (ou un vecteur) d’un espace géométrique.

La premiére section présente le concept d’espace de Hilbert notamment ce que signifie
précisément qu’une norme est associée & un produit scalaire.

La deuxiéme section illustre comment cette structure généralise & la dimension infinie la
notion d’espace euclidien. Deux exemples :
— il existe une notion de projection orthogonale sur un fermé convexe;
— il existe une notion de base hilbertienne qui généralise a la dimension infinie celle fami-
liére de base orthonormée d’un espace euclidien de dimension finie.

Dans la troisiéme section, on montre que le dual d’'un espace de Hilbert H peut s’identifier
a l'espace H lui-méme. Nous verrons au chapitre 6 comment cette identification permet de
démontrer de fagon spectaculairement simple un théoréme d’existence et d’unicité de solutions
d’une équation aux dérivées partielles. Notons enfin que le phénoméme mis en évidence dans
la section 3.2 n’a pas lieu dans le cadre des espaces de Hilbert.

Dans la quatriéme et derniére section de ce chapitre, on introduit la notion d’adjoint d’un
opérateur continue d’un espace de Hilbert dans lui-méme ainsi que la notion plus délicate
et nouvelle d’opérateur compact. Le résultat important de cette section est la généralisation
du théoréme classique de diagonalisation des opérateurs symétriques en dimension finie. Ce
théoréme sera appliqué au chapitre 6.

4.1 Le concept d’orthogonalité

Dans toute la suite, nous conviendrons que si K =R, A = ) et si K = C, c’est I'opérateur
de conjugaison usuelle. Rappelons tout d’abord la définition d’un produit scalaire.

Définition 4.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. On appelle application anti-
linéaire de E dans F toute application ¢ telle que, pour tout couple (z,y) de E x E, et tout
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scalaire \ de K, on ait B
Az +y) = M(z) + L(y).

Une application f de E x E dans K est dite sesquilinéaire® si elle est linéaire par rapport
a la premiére variable et antilinéaire par rapport a la seconde. Autrement dit

VAEK, Y(z,y,2) € B> fa+y,2) = M(zy) +f(y.2)
[z z+y) = A(z2)+ f(z9).
Une application f de E x E dans K est appelée produit scalaire si et seulement si elle est
sesquilinéaire et hermitienne définie positive, c¢’est-a-dire vérifie
V(z,y) € E*, f(y,x) = f(z,y) (hermitienne)
Vo € E, f(x,2) € RT, (positive)
f(z,z) =0<= 2 =0 (définie).
Remarque On note trés souvent (+|-) un produit scalaire et || - |2 = (-]-).

Proposition 4.1.1. Soient E un espace vectoriel sur K et (-|-) un produit scalaire sur E.
L’application x — (x|x)% est une norme sur E et I'on a

Y(z,y) € E%, |(z|y)| < |lz||||y] (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
2+l z— vyl
V(z,y) € B2, [l +|lylI* =2 HQH +2 5 (Relation de la médiane).
Démonstration. On observe que
0 < |l(zly) 7 — ll=lly
[l

En développant le second membre, on obtient

0 < (@I —2%e(@)aly) + o]yl

Pour démontrer que = — (x|:r)% est une norme, il suffit d’écrire que
(z+ylz+y) < (z]z) +2Re(zly) + (yly)
1 1
(zfz) +2(x|2)2 (yly)> + (yly)
2
((zl2) + (wly)?) " et que
Az|dz) < AX[|z|?

IA

IN

Pour démontrer I'identité de la médiane, il suffit d’observer que

2 2
T4y x—y 1 5 1 9
2 2 - =z —
+2|| % Sl -+l + S lle =yl
1
= S(ll=1” +2%e(aly) + lyl* + l2]* — 2 Re(zly) + [ly]*)
= [ll® + [lyll*.
D’ou la proposition. O

1. du latin "sesqui" qui signifie un demi en plus
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Exercice 4.1.1. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé sur K. Supposons que

2
+2

2
r—y

2

r+y
Yie.g) € B, ol + IulP =2 | 5

Démontrez qu’il existe une forme sesquilinéaire telle que I'on ait ||z||? = (z|z). II est conseillé
de distinguer le cas ou K = R, plus facile, de celui ou K = C.

Le produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité. Ce concept, familier dans
le plan ou dans l’espace a trois dimensions, se révélera extrémement fécond dans les espaces
de dimension infinie, notamment dans les espaces de fonctions.

Définition 4.1.2. Soient E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire et x et y deux
éléments de E. On dit que x et y sont orthogonaux (et I'on note x L y) si et seulement
si (zly) = 0.
Rappelons pour mémoire la fameuse relation de Pythagore :
2 2 2
v Ly=llz+yl” = ="+ llylI".
Proposition 4.1.2. Soit E un espace vectoriel sur K muni d’un produit scalaire et A une
partie de E. Soit
At d:ef{azeE/VaeA, x L a}.
La partie At est un sous-espace vectoriel fermé de E.
Démonstration. L’application linéaire £, définie par x — (x|a) est une application linéaire
continue de F dans K. Donc le noyau de L, est un sous-espace vectoriel fermé de E. Il est
clair que

At = ﬂ ker L.
acA

Donc A est un sous-espace vectoriel fermé en tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels
fermés, d’ou la proposition. O
Exercice 4.1.2. Soit E un espace vectoriel sur K muni d’un produit scalaire hermitien et A

une partie de E. Démontrez que A=At = Vect(A)*.

Définition 4.1.3. Soit H un espace vectoriel sur K muni d’un produit scalaire (-|-). On dit
que H est un espace de Hilbert si et seulement si I'espace H muni de la norme associée au
produit scalaire est un espace complet.

Cette structure d’espace de Hilbert est tout a fait fondamentale. On y retrouvera beaucoup
de méthodes et de concepts simples de géométrie que 'on utilise dans les espaces de dimension
finie.

4.2 Les propriétés des espaces de Hilbert

La relation de Pythagore regoit la généralisation suivante.

Théoréme 4.2.1. Soit (r,,)nen une suite d’éléments deux a deux orthogonaux d’un espace
de Hilbert H. La série Z T, converge si et seulement si la série Z |zn||® converge et I'on a

n n

2
| ] = 3 ol
neN

neN

alors
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Démonstration. Posons S; = Z zp. La relation de Pythagore dit que
p<q

S llapll® = 15,12 (11)
p<q
Le membre de droite de I'inégalité ci-dessus converge donc est majoré indépendemment de gq.
Donc la série Z |z ||? converge. Réciproquement, si la série Z |z ||? converge, alors on a

n n

q+q

Z prH2

q+1

o0
< Dl

q+1

H5q+q/ - SqH2

En passant a la limite dans U'inégalité (4.1), on achéve la démonstration du théoréme. O

Exercice 4.2.1. Soit (xy)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H telle que

o0
> lwnll? < oo
0

On suppose qu'’il existe un entier Ny tel que, si [n—m| > Ny, alors z,, et z,, sont orthogonaux.
Démontrez qu’alors la série ) ., ,, est convergente et qu’il existe une constante C', ne dépendant

que de Ny telle que I'on ait
2
|3 || <03l
neN

neN
Beaucoup des propriétés remarquables des espaces de Hilbert repose sur le théoréme de
projection sur les convexes.

Théoréme 4.2.2 (de projection sur un convexe fermé). Soit I' une partie convexe fermée d’un
espace de Hilbert H. Pour tout point x de H, il existe un unique point de T', noté pr(x) et
appelé projection de x sur I, tel que

|z — pr(z)]| = inf [z — g]|.
gel

Démonstration. Elle repose sur I'identité de la médiane. Soient 7 et 7/ deux poins de I', on a

2

1
S =71 = llz =% + o = II* = 2|

v+
- (4.2)

/

. + . . ,
Remarquons que comme ’ensemble I' est convexe, le point Ty appartient aussi a I'. Dé-

montrons tout d’abord 1'unicité. Supposons qu’il existe deux points ;1 et 72 de I" réalisant le
minimum. D’aprés la relation de la médiane, on a

2

1 7+ 2
ln =l = llo = lP + o = l? - 2 - 2
2
2
< 2d? —2d* =0.
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Ceci assure 'unicité. Démontrons maintenant 1’existence. Par définition de la borne inférieure,
il existe une suite minimisante, ¢’est-a-dire une suite (v, )nen d’éléments de T telle

. def .
Jim |z = =d = inf |z = -

On utilise & nouveau la relation (4.2) pour dire que, pour tout couple d’entiers (n,m), on a

7'Yn+7m 2

2
n ;

+nxww24&

1
5”')% - ”YmHQ = ||z —
La partie I' étant convexe, le milieu de ~, et de ~,, appartient aussi a I'. Ainsi, 'on a
1
Sl =l < llz = wll? + [l = m|* — 20,

Vu la définition de la suite (75 )nen, ceci implique que cette suite est de Cauchy. L'espace H
étant de Hilbert, il est complet. Comme la partie ' est fermée, elle est compléte et donc la
suite (yn)nen converge dans I', ce qui conclut la démonstration de ce théoréme. O

Proposition 4.2.1. Soient I" une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert H et x un
point de H, on désigne par pr(z) I'unique point de T tel que d(x,T") = ||z —pr(x)||. On a alors

Re(z —pr(@)lpr(z) —7) =20 et |jpr(z) —pr()|] < [lz - 2.

Démonstration. Pour démontrer la premiére inégalité, observons que, comme I est convexe,
on a pour tout A in [0, 1] et pour tout « in T,

|z = (1 = Npr(@) + M) |* = ||z — pr(@) + Az — pr(@))||* > |z - pr()|*
Un calcul immédiat implique que
VYA€ [0,1], ¥y €T A(2Re(x — pr(2)|pr(z) — ) + Allpr(z) —v[?) >0

ce qui assure la premiére inégalité. Pour démontrer la seconde, utilisons la premiére avec
respectivement x et v = pp(z’) et 2’ et v = pr(z). Ceci assure que

Re(z —pr(@)lpr(z) —pr(z) > 0 et
Re (2" — pr(2)|pr(z') —pr(z)) = o0

Par addition, il vient
§Re(x — a2 — (pr(z) — pp(x/))}pp(x) — pp(a:')) > 0.
Ceci implique, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
lpr(2) = pr(a”)[I* < Re(z — 2'|pr(z) = pr(')) < llz — 2| |pr(z) - pr()|

ce qui conclut la démonstration du théréme. O

Presque toutes les propriétés des espaces de Hilbert peuvent étre vues comme des corollaires
du théoréme 4.2.2 ci-dessus.

Corollaire 4.2.1. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. On a alors
H=FaoFt et z=pp)+pp(z).
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Démonstration. Considérons un élément = quelconque de H. Pour tout point f de F, et pour
tout réel A, on a

lz = pr(@) + AfII* = N(If1* + 2A Re(z — pr(2)|f) + llz — pr(2)]*.
Par définition de la projection, il faut que
lz = pr(2) + AfI* = |lo —pr(z)|*.
Ceci impose donc que, pour tout f appartenant & F, on ait
Re(z — pr(z)|f) = 0.
Si K =R, il n’y a rien de plus a dire. Si K = C, il suffit de changer f en if pour obtenir que
z —pp(x) € FL.

Nous venons donc de démontrer que H = F 4 F*. Mais, si x € F'N F*, alors (z]z) = 0 et
donc z = 0. Le corollaire est ainsi démontré. O

Corollaire 4.2.2. Soit A une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Cette partie A est
totale si et seulement si A+ = {0}.

Démonstration. Utilisons I'exercice 4.1.2 qui dit que A+ = (Vect(A))*. Si AL = {0}, cela
signifie, d’aprés le corollaire 4.2.1, que Vect(A) est égal a H, ce qui signifie exactement que la
partie A est totale.

Réciproquement, si la partie A est totale, alors Vect(A) est égal a H, d’ou At = {0}. Le
corollaire est donc démontré. O

Exercice 4.2.2. Soit A une partie quelconque d’un espace de Hilbert H. Démontrez que
(AH)+ = Vect(A).

Définition 4.2.1. Soit ‘H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie. On appelle base
hilbertienne ou base orthonormale de H toute suite (e )nen d’éléments de H qui est totale et
telle que

(enlem) =0nm avec Opm=1 si n=m et 0 sinon. (4.3)

Remarque Une base hilbertienne n’est pas une base algébrique.

Exercice 4.2.3. On considére I'espace (?(N) la suite (e,)nen d’éléments de £o(N) définie par
en(k) = On k-

Démontrer que (e, )nen est une base hilbertienne de £2(N). Quel est I'espace vectoriel engendré
par les ey, ?

Théoréme 4.2.3. Dans un espace de Hilbert séparable H, il existe des bases hilbertiennes.

Démonstration. Considérons une partie dénombrable totale (an)nen. On peut supposer, quitte
a extraire une sous-suite, que la famille (a,)nen est libre (au sens de Palgebre linéaire). En
effet, on définit la fonction d’extraction suivante

¢(0) =min{n / a, #0} et @(n) =min{m/ am & Vect{ao, ..., apwm))} -
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C’est un exercice laissé au lecteur que de vérifier que I'espace vectoriel engendré par ag(,,) est
égal a celui engendré par les a,,. Nous allons maintenant utiliser le procécé d’orthogonalisation
de Schmidt. Rappelons ce procédé. On pose

ay
e = ——-
|ax]]

Supposons définis les termes (e;)1<j<n vérifiant la relation (4.3) et telle que

Vect{ai, - ,an} = Vect{er, - ,en}.

Posons .
Jn1
Cnyl = — avec  fpal = Gpa1 — Z(an+1|ej)ej.
||fn+l|| ',
7j=1
La vérification des relations (4.3) est immédiate. Le théoréme est ainsi démontré. g

Théoréme 4.2.4. Soit H un espace de Hilbert séparable et (e,)neny une base hilberitienne
de ‘H. L’application T définie par

H — (A(N)
{ x> ((zlen))nen
est une bijection linéaire isométrique. Ceci contient en particulier les identités dites de Bessel
et Parseval
= (alen)en et [lz)> =D [(xlen).
neN neN

Démonstration. Son point principal est le fait que I’application Z envoie bien H dans ¢2(N).
Pour le prouver, posons
deéf
Tg = Z(x|€p)ep-

p<q

Il est clair que

(eleg) = Y (zlep)(alep)

p<q

= > llep)?

p<q
= (wglzq).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz affirme que ||z4]|? < [|z|| x [|z4/|. On en déduit que, pour tout

entier ¢, on a
q

D l@lep)” < ).
p=0
Donc Z(x) appartient & ¢2(N).
L’injectivité de I'application Z résulte simplement du corollaire 4.2.2 qui affirme que l'or-
thogonal d’une partie totale est réduit a 0. La surjectivité et le fait que Z est une isométrie
est exactement le théoréme 4.2.1. Le théoréme 4.2.3 est ainsi démontré. |

Exercice 4.2.4. Soient H un espace de Hilbert complexe, séparable, de dimension infinie et K
un compact de C. Démontrez qu’il existe un élément A de L(H) tel que Sp(4) = K.
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4.3 Dualité des espaces de Hilbert

Soit ‘H un espace de Hilbert de dimension finie d, c¢’est-a-dire un espace euclidien ou her-
mitien. On sait que 'application ¢ définie par

H — H
5{ T s 8(z) : b (Ba)

est une bijection antilinéaire et isométrique de H sur H’. Pour un espace de Hilbert de dimen-
sion infinie, la situation différe assez peu.

Théoréme 4.3.1 (de représentation de Riesz). Soit H un espace de Hilbert, on considére
Papplication § définie par
5 H — H
x — 6(z) : h— (h|x)
C’est une bijection antilinéaire isométrique.
Démonstration. Le fait que ||6(x)||y < ||z|| (donc en particulier que ¢ est une forme linéaire

continue) résulte de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le fait que J est antilinéaire est évident.
De plus,

<5(¢v),m> = [l

donc § est une isométrie. Une isométrie étant injective, il reste & démontrer la surjectivité
de 4. Pour ce faire, considérons un élément ¢ de H'\ {0}. Son noyau est un sous-espace fermé

de H, distinct de H. Soit = un vecteur non nul de (ker£)* tel que (¢,z) = |z||?. Les deux
formes linéaires £ et §(z) ont méme noyau et il existe un hg non nul tel que (¢, hg) = (6(x), hg),
donc 0(x) = £. Le théoréme est ainsi démontré. O

On peut en déduire les deux corollaires ci-dessous.

Définition 4.3.1. Soient (zy)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un

élément de H. On dit que la suite (xy)nen converge faiblement vers x et l'on note limf z,, = x
n—oo

ou bien (rp)nen — @ si et seulement si

VheH, lim (hlzy) = (hlz).

lim
n— oo
La définition ci-dessus peut se formuler en disant que

limf z, = ¢ < limf xd(x,) = o(z).

n—oo n—oo

Le théoréme suivant dit, entre autre chose, pourquoi cette convergence est dite faible.

Théoréme 4.3.2. Soient (x,)nen une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un
élément de ‘H. On a alors

si lim ||z, —2|| =0 alors limf z, =z; (4.4)
si limf x, =z et lim ||z,| = ||z||, alors lim |z, —z| =0. (4.5)
n—oo n—oo n—oo

De plus, si (xp)nen — z, alors la suite (xy)nen est bornée.
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Démonstration. Le premier point du théoréme résulte simplement du fait que
[(hlzn) = (hlz)] < [[R[| X [lzn —2].
Quant au second point, il suffit d’écrire que
lzn = 2? = [Jznl* — 2 Re(@|an) + [l
Comme la suite (2, )nen tend faiblement vers z, on a
—2 lim Re(z|z,) = —2|z|*.
n—oo

Le deuxiéme point est ainsi démontré. Le troisiéme point est un corollaire du théoréme de
Banach-Steinhaus. En effet, ’hypothése de convergence faible signifie que, pour tout y de H,
on a

Jim 6(z)(y) = lim (ylzn) = (yl2).
Le théoréme 3.3.2 de Banach-Steinhaus dit que la suite (§(z,,))nen est une suite bornée de H'.
D’aprés le théoréme 4.3.1 de représentation de Riesz, ceci signifie que la suite (z,)nen est
bornée. D’otu le théoréme.

Exemple Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et séparable. Considérons une base
hilbertienne (ey)nen de H. D’apreés le théoréme 4.3.1 de représentation de Riesz, pour tout z
de H, la suite ((z]en))nen appartient & £2(N). Donc elle tend vers 0. Voila donc un exemple
de suite faiblement convergente vers 0 qui ne converge pas au sens de la norme vers 0 puisque
chaque e, est de norme 1.

Proposition 4.3.1. Soient (zp)nen €t (Yn)nen deux suites d’éléments de H telles que

lim z, =2 et limfy,=uy.
n—oo n—oo

Alors, on a lim (zy|yn) = (z|y).
n—oo
Démonstration. 11 suffit d’écrire que

‘(xn - x‘yn” + |<x|yn - y)l
||xn - :L’H X ”ynH + |(x|yn - y)|

[(@nlyn) — (zly)] <
<

Le théoréme 4.3.2 affirme que la suite (y,)nen est bornée. Donc, on a
[(@nlyn) — (@[y)] < Cllan — 2| + [(2|yn — y)I,
D’ou la proposition.
Exercice 4.3.1. Trouvez deux suites (Tn)neN €t (Yn)nen d’éléments de H telles que

(@nlyn) # (]y).

Exercice 4.3.2. Démontrez que, dans un espace de Hilbert H, si une suite (Z,)nen tend

limf z, =z, limf y, =y et
n—oo n—oo

lim
n—oo
faiblement vers x, alors,
lz|| <liminf ||z,||
n—oo

Le théoréme suivant est une théoréme de compacité faible de la boule unité d’un espace de
Hilbert. Lorsque celui-ci n’est pas de dimension finie, on sait, d’aprés le théoréme 2.3.1 que la
boule unité n’est pas compacte au sens de la topologie définie a ’aide de la norme. Cependant,
on a le théoréme ci-aprés qui n’est qu’une traduction du théoréme 3.3.4.

Théoréme 4.3.3 (de compacité faible). Soit (zy)nen une suite bornée d’un espace de Hilbert
séparable H, on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente.
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4.4 Adjoint d’un opérateur et opérateurs auto-adjoints

La notion d’adjoint est bien connue en dimension finie. Etant donné un produit scalaire
sur un espace H de dimension finie d, 'adjoint A* d’un opérateur est défini par la relation

(Azly) = (z[A™y).

Il est connu que, si (A; ;)1<i j<da est la matrice de A dans une base orthonormée, alors la matrice
de A* dans cette méme base est donnée par A;j = Zj,i- De plus, c’est un théoréme classique
d’algebre linéaire que si u est autoadjoint (i.e. A = A*), 'opérateur A est diagonalisable dans
une base orthonormeée.

Nous allons étudier une généralisation de ces concepts et de ces résultats au cas des espaces
de Hilbert de dimension infinie.

Théoréme 4.4.1. Soit A un opérateur linéaire continu sur un espace de Hilbert H. Il existe
un unique opérateur linéaire A* continu sur ‘H tel que

V(z,y) € H x H, (Azly) = (z|A*y).

De plus, I'application qui, & I'opérateur A, associe A*, est une application antilinéaire isomé-
trique de L(H) dans lui-méme.

On déduit du théoréme ci-dessus la définition suivante.

Définition 4.4.1. On appelle I'opérateur A* ci-dessus 'opérateur adjoint de A. On dit qu’un
élément A de L(H) est autoadjoint si et seulement si A = A*.

Démonstration du théoréme 4.4.1 L’unicité de 'opérateur A* résulte immédiatement du fait
que H+ = {0}. Soit L4 I'application définie par

r {7—[ — H
A y +— La(y) : x+— (Azly).

Il est visible que l'application £4 est une application antilinéaire continue de H dans #H'.
Posons A* det 071 o L 4. Par définition de A*, on a

(z|A%y) = (Laylz) = (Azly).
Donc 'opérateur A vérifie les propriétés voulues. De plus, on a

Al = sup - [(Azly)]
lell<vlyli<1

sup |(z]A"y)|
lell<1.lyli<t

[[A™]].

Le théoréme 4.4.1 est donc démontré.

Exercice 4.4.1. Soit H un espace de Hilbert réel et Q) un ouvert de H. On définit I'opérateur
"gradient" par
Cl;R) — C(LH)
grad { g — 571Dg

Soient g une application C' d’un ouvert ) d’un espace de Hilbert réel H dans un ouvert €
de H et f une application C' de €' dans R. Calculez grad (f o g).
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Proposition 4.4.1. Soit A une application linéaire continue sur un espace de Hilbert H. On
a les propriétés suivantes. L’opération * est une involution, c’est-a-dire que A = A**. On a
aussi

(ker A)t =Tm A* et ker A= (Im A*)*. (4.6)

Enfin, si la suite (z,,)nen converge faiblement vers x, alors la suite (Axy)nen converge faible-
ment vers Azx.

Démonstration. Le premier point résulte simplement du fait que si Von a (Azly) = (z|A*y),
alors (A*y|z) = (y|Az). Pour démontrer les relations (4.6), écrivons que

Vy€eH, (Azly) =0 <= Vy e H, (z|A*y) = 0.

La traduction ensembliste de I’équivalence ci-dessus est exactement 'égalité entre les deux
ensembles ker A et (Im A*)*. L’autre relation s’en déduit par passage a I'orthogonal.
Soit (zp)nen une suite faiblement convergente vers x. Pour tout y de H, on a

(ylAzn) = (A"ylzn).
La convergence faible de la suite (z,)nen entraine celle de la suite (Azy,)pen- O

Proposition 4.4.2. Soit A un opérateur autoadjoint de L(H). On a alors

[All 2y = sup [(Aulu)|.

flull=1

Démonstration. Tout d’abord, nous avons

Il est clair que M def Sup|jy=1 | (Aulu)| est inférieur ou égal a ||Al|z(z). Soient u et v deux
vecteurs de ‘H de norme 1. On a

Re(Aulv) = —((A(u+v)lu+v) = (Alu —v)|u —v))

i»&\»—‘

< (ol + flu = off).

4
Comme |[u+ |2+ |ju—v||? = 2(||ul® + [|v]|?) et comme les vecteurs u et v sont de norme plus
petite de 1, on trouve que

Re(Aulv) < M
ce qui démontre la proposition. O

Nous souhaitons maintenant étudier une généralisation du théoréme de diagonalisation des
opérateurs auto-adjoints en dimension finie. A notre niveau, ceci nécessite un hypothése sup-
plémentaire sur 'opérateur, celle de compacité. Introduisons la notion d’opérateurs compacts.
Cette notion peut étre définie pour une application linéaire continue entre espaces de Banach.

Définition 4.4.2. Soient E et F' deux espaces de Banach. Un élément u de L(FE,F) est dit
compact si et seulement si pour toute partie bornée A, u(A) est d’adhérence compacte.

Exemple Siu(F) est un espace vectoriel de dimension finie, alors 'opérateur u est compact.
En effet, si A est une partie bornée de A, I'image de A est une partie bornée de 'espace
vectorielde dimension finie u(E). C’est donc une partie d’adhérence compacte.
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Exercice 4.4.2. Soit E 'espace vectoriel des fonctions f de [0, 1] & valeurs dans R telles que

- ’
o @ =S
z#x! |LL‘ — aj"i
1) Démontrer que
s @)~ )
Ifllz = 1f(0)] 4 sup “—=—————
st |x—a!|2
définit une norme sur E et que (E,|| - ||g) est un espace de Banach.

2) Démontrer que 'application

L{E — C([0,1],R)
[ —  f

est compacte.

Exercice 4.4.3. Soit (A(n,m))(nm)en> une suite de réels telle que Z A%,m soit finie.
(n,m)eN?
1) Démontrer que

(Az)(n) 5" A(n,m)z(m)

meN

1
définit un opérateur continu de ¢*(N) dans lui-méme et que || A z(2) < < Z A%m) ’.
(n,m)eN2
2) Soit Ay I'opérateur défini par (Axx)(n) = 1yo.... n}(n)(Az)(n). Démontrer que

A [l Ay = All g2y = 0.

3) En déduire que A est compact.

Enoncons maintenant le théoréme de diagonalisation des opérateurs auto-adjoints compacts
sur un espace de Hilbert.

Théoréme 4.4.2. Soit A un opérateur compact autoadjoint d’un espace de Hilbert H de di-
mension infinie séparable. Il existe une suite (\;) jen de nombres réels telle que la suite (|A;]) jen
soit une suite décroissante tendant vers 0 et telle que

— Pour tout j tel que A\; soit non nul, A; est une valeur propre de A et E; d:éfkerA— Ajld
est de dimension finie. De plus, si \; et A; sont différents, les sous espaces propres sont
orthogonaux.

— Si E d:erect U E;, alors ker A = EL.

jEN
270

— Ona |4 = max |\j|.

1Al £ nas Al

Avant de nous lancer dans la démonstration de ce théoréme, nous allons rappeler (et dé-
montrer) le théoréme de diagonalisation des iopérateurs auto-adjoints dans un espace euclidien
(ou hermitien) de dimension finie.

Théoréme 4.4.3. Soit A un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert de dimension
finie N. II existe une suite finie (A\j)1<j<n et une base orthonormée (ej)1<<n telle que, pour
tout j, e; soit un vecteur propre associé a la valeur propre A;.
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Démonstration. Considérons la forme quadratique (ou hermitienne) associée a A, c’est-a-dire

H — R
@a {x —  (Azx|z)

C’est une fonction continue sur H. Désignons par Sy la sphére unité de H. Vu que nous sommes
en dimension finie, le corollaire 1.3.2 page 24 du théoréme de Heine( voir le théoréme 1.3.3
page 23) assure lexistence d’un point x); de Sy telle que
def
|(Azps|zar)| = Mo = sup |(Ax|z)]| (4.7)
TESY

Il s’agit de démontrer que z; est un vecteur propre de A associée a la valeur propre +Mj. Ce
fait est général que la dimension soit finie ou infinie. Plus précisement, on a le lemme suivant.

Lemme 4.4.1. Soit H un espace de Hilbert (de dimension finie ou infinie). Soit xg un vecteur
de Sy telle que

déf
|(Azolzo)| = My = sup |(Az|z)|
€Sy

Alors xg est vecteur propre associée a la valeur propre My ou —Mj.

Démonstration. Quitte & changer A en —A, on peut supposer que (Azg|zg) = My. Observons
tout d’abord que, pour tout y non nul dans H, on a

(A )= o

vy eH, Fly) &

ce qui implique que
Molly* = (Ayly) > 0. (4.8)

Le point xo pour lequel F(xg) est nul est donc un minimum de la fonction F. On peut
invoquer le théoréme disant que la différentielle de F' en zq est nulle. On peut aussi redémontrer
lassertion (4.8) directement en observant que

VYA ER, Vh e H, Mo|zo+ Ah||* — (A(zo + Ah|zo + Ah) > 0
Comme F'(zg) = 0, on trouve en développant que
VAER, Vh e H, 2ARe(Moxzo — Azo|h) + N (Mo ||h||> — A(h|R)) > 0.
Le discriminant d’un polynéme positif étant négatif ou nul, il en résulte que
Vh e H, §R6(M0x0 - A:r0|h) =0

Dans le cas hermitien, en appliquant la relation ci-dessus avec ih, on trouve que, pour tout h
dans H, (Moaco — A:U0|h) = 0 et le lemme est ainsi démontré. Il

Poursuite de la démonstration du théoréme 4.4.3 Nous allons maintenant démontrer un lemme
d’algébre linéaire trés simple qui lui aussi est valable indépendemment du fait que la dimension
doit finie ou non.

Lemme 4.4.2. Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H. Deux vecteurs
propres de A associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

Démonstration. Soient u et v deux vecteurs propres associées & deux valeurs propres diffé-
rentes A et ). On a
Aulv) = (Au|v) = (Av|u) = N (u|v).

Ainsi done (A — X)(u|v) = 0 ce qui assure le lemme. O
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Poursuite de la démonstration du théoréme 4.4.8 Définissons

EE Wrer(A+ Mold) et w1 Y (BEF @ B5)L = (BD 0 (7). (4.9)
Le lemme 4.6 assure en particulier que
(A4 MoId)(Hy) € (EE)E et donc que  A(H;) C Hy (4.10)

On applique le méme procédé a Hi et I'on trouve une ou deux valeurs propres +M; ou la
valeur propre 0. Comme la dimension est finie, la suite des espaces H; ainsi construits est
finie et le théoréme 4.4.3 est démontré. |

Démonstration du théoréme 4.4.2 Elle suit le méme schéma avec quelques difficultés supplé-
mentaires dues & la dimension infinie. Trois points (classés par ordre croissant de difficulté)
méritent I'attention :

— le fait que les espaces propres associés aux valeurs propres non nulles soient de dimension

finie ;

— le fait que la suite des valeurs propres tende vers 0

— Dexistence d’un point s réalisant la borne supérieure Mj.

Démontrons le premier point. Pour cela, nous allons démontrer que la boule unité de
I'espace propre E; est compacte ce qui, d’aprés le théoréme 2.3.1 page 38 de Riesz assurera
que la dimension de Ej est finie.

Soit (xn)nen une suite bornée de Ej. L'opérateur A étant compact, on peut en extraire
une sous-suite ($¢(n)>neN telle que la suite (A:c@(n))neN converge. Mais Az, ) = A\jTy(n) €t A;
est non nulle. La boule unité de E; est donc compacte.

Pour démontrer le deuxiéme point, considérons une suite infinie (\;) en de valeurs propres
deux & deux distinctes. Soit (e;);en une suite de vecteurs de norme 1 qui soient pour chaque j
un vecteur propreassocié a la valeur propre ;. La suite (e;) en tend faiblement vers 0 (Exer-
cice : démontrez-le!). Quitte & extraire, on peut supposer que la suite (Ae;);jen tend fortement
vers 0. Mais comme Ae; = Aje;, on en déduit que

Jim [ e = 0.

Les vecteurs e; étant de norme 1, la suite (\;);jen tend vers 0.

Il s’agit maintenant de construire la suite des A;. Le point crucial est le lemme suivant.
Lemme 4.4.3. Soient H un espace de Hilbert séparable de dimension infinie et A un opérateur
autoadjoint compact sur H. Il existe un vecteur xy; de la sphére unité de H tel que

def
(Azarlan)| = My = sup |(Az|a)|.
llz[=1
De plus Az = £Mox .
Démonstration. Si My = 0, d’aprés la proposition 4.4.2, A = 0 et il n'y a rien & démontrer.
Supposons que My soit strictement positif. Comme (Az|x) est réel, quitte & changer A en —A,
on peut supposer que

My = sup (Az|x).
llzl=1

Par définition, il existe une suite (2, )neny d’éléments de la boule unité B telle que

lim (Axy,|z,) = My

n—oo
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L’opérateur A étant compact, on peut, quitte a extraire une sous-suite, dire qu’il existe un y
dans H tel que
lim Az, =y.

n—oo

A nouveau aprés extraction, on peut supposer, d’aprés le théoréme 4.3.3, qu’il existe un élé-
ment x de H tel que

limf z, = x.
n—oo

Démontrons que Az = y. L’opérateur A étant autoadjoint, on a, pour tout z dans H,
lim (x,|Az) = (z|Az) = (Az|z).
n—oo
De plus, il est clair que
lim (Ax,|2) = (y|2).

n—oo

Il en résulte que, pour tout z dans H, on a (y|z) = (Azx|z), ce qui implique que y = Az. Mais,
d’apreés la proposition 4.3.1, on a

lim (Azy|z,) = (Az|z).

n—oo

Le maximum Mj est donc atteint en un point = qui bien sir est différent de 0 puisque My est
strictement positif. De plus, si I'on avait ||z|| < 1, alors on aurait

M,
( AR > = Mo,
k4l k4l

]
ce qui contredit la maximalité de My car My est strictement positif. Donc ||z|| = 1, ce qui
implique en particulier que la convergence de (z,,)nen vers x est forte.

On peut maintenant appliquer le lemme 4.4.3 et ainsi travailler dans I’espace
74, & (m(A — Mo 1d) + ker(A + M, 1d>)L = ker(A — MyId)* Nker(A + MyId)*t.
Démontrons que H; est stable par A. Pour ce faire, il suffit de démontrer le lemme suivant.
Lemme 4.4.4. Soit B un élément de L(H). Alors B* laisse stable (ker B)*.
Démonstration. Soit x € (ker B)* et y € ker B. On a
(y|B*x) = (By|z) =0

Ainsi donc B*x est dans 'orthogonal de ker B. D’ou le lemme. O

Poursuite de la démonstration du théoréme 4.4.2 Sil’on applique le lemme ci-dessus & B =
A+ MyId, on trouve, comme A est autoadjoint, que

(A + Mo1d) (ker(A + My1d)) " C (ker(A + Moy1d)) ™.
Ceci implique immeédiatement que
A(ker(A+ My1d)) ™" € (ker(A £ MpId))™
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et donc que AH; C Hi. Etudions maintenant 'opérateur A restreint a I’espace de Hilbert ;.
Cet opérateur A}y, est un opérateur autoadjoint compact de H; (Exercice : vérifiez-le). Posons

M, det sup (Az|x).

llzll=1

z€H1
D’aprés I'étude précédente, si M7 # 0, le maximum est atteint en au moins un point de norme 1
de (ker(A — M, Id) + ker(A + M; Id))*. Ceci implique que M) < M. On itére le processus de
la maniére suivante. Posons .

déf 1
H; = (Bo+-+-+Ej—1)” et sup |(Aulu)| = Mji1.

[Jull=1
ueﬂj+1

Si Mj41 =0, la proposition 4.4.2 implique que H,; 1 = ker A et le processus s’arréte. Si M1
est srtictement positif, on poursuit ’algorithme.

Si la suite des (M;);en est une suite de réels strictement positifs, on considére

Et =",
jeN
Ainsi donce
Vi €N, sup |[(Aulu)| < |\

flull=1
ucE+

et donc
sup [(Aulu)| =0

ce qui implique d’aprés la proposition 4.4.2 que A‘ gL = 0. Le théoréme 4.4.2 est complétement
démontré. O
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Chapitre 5

Espaces LP

Introduction

Ce chapitre est dévolu a I’étude des fonctions de puissance p iéme intégrable définies sur
un sensemble X muni d’une tribu B et d’une mesure positive u sur cette tribu. Deux exemples
fondamentaux sont étudiés.

Tout d’abord, le cas ou X = N et ou la tribu B est ’ensemble des parties de N et p la
mesure de décompte, c’est-a-dire que la mesure d’'une partie de N est le nombre (fini ou infini)
d’éléments de cette partie. Les espaces de fonctions de puissance p iéme intégrables sont alors
les espaces ¢P(N) étudiés aux chapitres 2 et 3.

L’autre exemple important est le cas ot X est 'espace R? ou une partie de I'espace R?
muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.

La premiére section est constituée du rappel sans démonstration d’un certain nombre
d’énoncés fondamentaux de la théorie de l'intégration qui seront d’usage constant dans ce
chapitre. Ces énoncés doivent absolument étre connus.

Dans le deuxiéme section, on démontre que les espaces (de classes de) fonctions de puis-
sance p iéme intégrable sont des espaces de Banach. Le fait que les fonctions soient définies
modulo des ensembles négligeables constitue une difficulté supplémentaire par rapport au cas
des espaces ¢P(N) traité au chapitre 2 (voir le théoréme 2.1.1 page 31 et sa démonstration).
L’inégalité de Holder joue un roéle important dans la démonstration. Dans cette section, nous
verrons également un critére d’appartenance aux espaces de fonctions de puissance p iéme in-
égrable qui s’exprime au travers d’une inégalité sur une collection de moyenne pondérées. C’est
le fondamental lemme 5.2.2. Cette idée qu'une collection de moyennes pondérées caractérise
une fonction est a la base de la notion de dérivée faible qui sera introduite au chapitre 6 et
plus généralement de la notion de distributions (voir le chapitre 8).

La troisiéme section est consacrée a la démonstration du théoréme de densité des fonctions
continues a support compact dans les espaces de fonctions de puissance p iéme intégrable dans
le cas oit X est un ouvert de R?.

La quatriéme section est consacrée a la définition du produit de convolution de deux fonc-
tions définies sur R?. Cette opération est d'un usage constant en analyse et fournit en particulier
des approximations "explicites" des fonctions de puissance p iéme intégrable par des fonctions
indéfiniment différentiables & support compact.

La cinquiéme et derniére section de ce chapitre traite de 'identification du dual des fonc-
tions de puissance p iéme intégrable avec les fonctions de puissance p’ intégrable lorsque p est
réel et p’ est Pexposant conjugé de p. Ceci a déja été étébli au chapitre 3 (voir le théoréme 3.2.1
page 52). Nous ne le présentons ici que dans le cas ol p est dans Uintervalle [1, 2].
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5.1 Rappel sur la théorie de la mesure et définition des es-
paces L”

Dans cette section, nous allons définir les espaces LP et rappeler les principaux théorémes

de base de la théorie de la mesure. Soit X muni d’une tribu B et p une mesure positive sur B.

On suppose, comme il est classique, que la mesure est o-finie, c’est-a-dire que X est une réunion
dénombrable d’ensembles de mesure finie.

Définition 5.1.1. Soit p dans lintervalle [1,4o00[, on désigne par LP(X,du) I'espace des
(classes d’équivalence modulo la relation de coincidence presque partout) des fonctions mesu-
rables telles que

/ (@) Pdy < oo
X

Si p = oo, on désigne par LP(X,du) I'espace des (classes d’équivalence modulo la relation de
coincidence presque partout) des fonctions mesurables telles que

1f 1z Esup{X/ pla / [f(@)] > A} > 0} = inf{M / pfa/ |f(x)] > M}} =0.

Démontrons ’égalité entre les deux quantités qui définissent ||f||z. Remarquons tout
d’abord que pour tout couple (A, M) tel que pu{z / |f(z)| > M} =0et p{x/ |f(x)] > A} >0
est tel que A et strictement inférieur & M. Ainsi donc

sup{A/ p{ / ()| > A} > 0} < it{M/ pfa/ |f(a)| > M}.

Soit M; un nombre réel strictement supérieur a sup{\ / p{z / |f(z)| > A} > 0}. Par définition
de la borne supérieure, on a u{x / |f(x)| > M1} = 0. Ainsi donc

inf{M / p{z / |f(2)] > M} < sup{X/ p{z/ |f(z)] > A} > 0}
Nous commencerons par rappeler les principaux énoncés qui fondent la théorie de la mesure.

Théoréme 5.1.1 (de convergence monotone). Soit (fy)nen une suite de fonctions mesurables
positives sur X. On suppose que, pour tout x, la suite (fn(z))nen est croissante. Soit f la
fonction définie par

X — RTU{+oc}

Alors on a, au sens des égalités de RT U {400},
tiw [ fudp = [ s

Lemme 5.1.1 (de Fatou). Soit (f)nen une suite de fonctions mesurables de X dans [0, +00].
On a

/ (liminf f,,)dp < hmlnf/fnd,u
X

n—oo

Les rapports entre la convergence dominée presque partout et la convergence en norme LP
peuvent étre décrits par les deux théoréme suivants.
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Théoréme 5.1.2. Soit p un nombre réel supérieur ou égal a 1, on considére une suite (fp)nen
de LP et une fonction f telles que

fim [ 17z = fu(@)Pdn(e) 0.

n—
Il existe une fonction d’extraction v telle que
Vppdp(r), him fum ()= f(z).

Théoréme 5.1.3 (de convergence dominée de Lebesgue). Soient p un réel supérieur a 1
et (fn)nen une suite de fonctions de LP(X,du). Si, pour presque tout x de X,

lim fn($) = f(l'),

n—oo

et s’il existe une fonction g de LP(X,dpu) telle que, pour presque tout x de X, on ait

[fn(@)] < g(2),

alors, on a
ferL? et lim |f,— fllze =0.
n— oo

Théoréme 5.1.4 (de dérivation sous U'intégrale). Soient (X, u) un espace mesuré, 2 un ouvert
deR? et f une application mesurable de Qx X dans K. Si, pour presque tout = de X, la fonction

z+— f(z,x)
est différentiable sur (), si pour tout z de €2,
x+— f(z,2) et xz+—— Df(z,x)
sont intégrables sur X et si enfin, pour presque tout x de X et pour tout z de €2, on a
|Df(z,2)| < g(z) avec g€ L'(X,dpu),
alors 'application
- /X £z, 2)du()
est différentiable sur 2 et 'on a

D /X £z, 2)dulz) = /X Df (2, 2)dp(z).

Théoréme 5.1.5 (de Fubini). Soient (Xi,p1) et (Xa,u2) deux espaces mesurés et F une
fonction mesurable positive de X1 x Xy dans [0, +o0]. On a

/XlxX2 Flon za)dun(en) @ Guulm) = /)<1 dn() /X2 F (21, x2)dus(w2)

/)(2 dﬂ2($2)/Xl F(x1,29)du (11).

En appliquant ce théoréme, on résout I’exercice suivant.
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Exercice 5.1.1. Soit f une fonction mesurable sur un espace mesuré (X, ). On a

+oo
/ |f () [Pdp(x) :p/ N1 fl > NdA.
X 0

Théoréme 5.1.6 (de Fubini-Tonelli). Soient (X1, u1) et (Xa, us) deux espaces mesurés et F
une fonction mesurable sur X; X Xso. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

i) La fonction F appartient a L'(X1 x Xo,dus @ duz),

ii) Pour presque tout point z1 de X1, la fonction F(x1,-) appartient a L'(Xa,dus), la
fonction

/F(xl,mg)d,ug(mg)€L1(X1,d,u1) et
X2

H/X2 F(x1, x2)dps(z2)

S ||F||L1(X1 ><X2,dp,1®d,u2)'
LY(Xy,dpr)

De méme, pour presque tout point x5 de Xo, la fonction F(-,xo) appartient a L'(X1,du1), la
fonction

/F(:(:hmg)d,ul(ml)ELl(Xg,dug) et
X1

H/X1 F(xy, x9)dp (21)

SFN £ (x0 x Xo i @dpas) -
LY (Xa,dp2)

De plus, lorsque i) est vérifié, on a
[ ([ Favedm@n)ante) = [ ([ Fara)du(e)du)
X2 X1 Xl X2

= / F(z1,29)dp @ dpa(w1,72).
X1xXo

5.2 Les espaces L comme espaces de Banach
L’étude de ces espaces requiert la notion d’exposant conjugé :

) def , def

Si pe]l,oo[,pzil, si p=1,p = 400, etsi p=-+oco, p = 1.
p—
Les exposants p et p’ sont dits conjugués et, en convenant que — =0, on a
1
—+-=1
p D

Le premier théoréme important est le suivant.
Théoréme 5.2.1. Pour tout p dans [1,00], (LP(X,du), | - ||L») est un espace de Banach.

Démonstration. Commencons par traiter le cas ou p est égal a 'infini. Tout d’abord si 'on
a || fllree = 0, cela signifie qu'il existe une suite de réels strictement positifs (A, )nen tendant
vers 0 telle que, pour tout n, 'ensemble {z/ |f(x)| > A,} soit négligeable. Une réunion
dénombrable de négligeables 1’étant aussi, ’ensemble des z tels que f(z) n’est pas nulle est
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négligeable. Ainsi donc f = 0 dans L*™. La démonstration de 'homogénéité est laissée en
exercice et repose sur le fait que

o/ W@ >y = {2/ 1@ > 7}

Considérons f et g deux (classes de) fonctions de L™ et considérons deux nombres réels stric-
tement positifs My et M, tels que les deux ensembles {z / |f(z)| > My} et {z / |g(z)| > Mgy}
soit de mesure nulle. Remarquons que

{z/1f@)]+g(@) > Mp+ My} C{z/ |f(2)] > M} U{z/ |g(x) > My}

L’espace L*° est donc stable par somme. De plus, la borne inférieure étant un minorant,
on a ||f + gllree < My + M,. La borne inférieure étant le plus grand des minorants, on a
done ||f + gllzee < || £l + ||g|lzee- Ainsi donc, (L®°(X, du),| - |[z=) est un espace vectoriel
norme.

Pour démontrer que l'espace (L™, || - ||r~) est un espace de Banach nous allons nous
ramener & la proposition 2.1.3 page 29. Pour ce faire, considérons une suite de Cauchy (f;,)nen
de (L, | - ||z=) et introduisons les ensembles E,, p, , définis par

E déf

mon & {0 € X/ 1n(@) = fmspl@)] > — )

Ici nous notons les classes de fonctions f,, et I'un de leur représantant de la méme maniére.
Comme la suite (f,)nen est de Cauchy, on peut définir la fonction ¢ de N dans N par

$(n) = min{m > 6(n— 1)+ 1/ V' 20,92 0, | = furspllie < — <}

Par définition de la borne supérieure essentielle, pour tout m > ¢(n), la mesure de E,, ,, est
nulle. Ainsi donc I’ensemble E défini par

def U E, o

(n,p)eN?
m>¢(n)

est de mesure nulle. On peut donc choisir de représenter les (classes de) fonctions f, par des
fonctions nulles sur ensemble négligeable E' (que I'on persiste a noter f,,). Ainsi donc on a
1

vn, Vm2¢(”)a Vp7 VwGX, |fm(.’E) _ferP(x” < n+1

Ainsi dong, la suite (f,)nen est de Cauchy dans B(X,K). La proposition 2.1.3 page 29 permet
de conclure que L™ (X, du) est complet.

Etudions maintenant le cas ot p est fini. La premiére étape consiste & démontrer que
Vespace (LP(X,du), | - ||Lr) est un espace vectoriel normé avec

1

deéf P
£ ([ 1r@Pant)".
X
C’est clair pour p = 1. Lorsque p appartient & |1, 0o, observons tout d’abord que, comme

[f (@) + g(2) [P < 2°(|f ()" + [g(2)["),

Pespace LP(X,du) est un espace vectoriel. Démontrons que c’est un espace normé. Ce fait
repose sur 'inégalité de Holder énoncé dans la proposition suivante.
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Proposition 5.2.1 (Inégalité de Holder). Soient (X, u) un espace mesuré, f une fonction
de LP(X,dp) et g une fonction de L (X, dy). Alors, le produit fg appartient a L' (X, dp) et

/ F@)g(@) du(z) < [ Fllze gl -

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si p = 1 ou p = 00, il n’y a rien & démontrer. De
plus, on peut supposer que || f|lzr = ||g||;,» = 1 et que les deux fonctions f et g sont positives.
En utilisant U'inégalité de convexité (2.3) page 29 on peut écrire que

V< f@p o+ gl
< —f(x —g(x
p Y

=
=
Q
—
8
~—
I
=
—
8
~—
i
~—
3=
—
<
—~
8
~—
S
~—
3,

ce qui assure 'inégalité de Holder. Par intégration, il vient

[ \rslan < / -+ [ 1ol dn
<
p p
Ceci conclut la démonstration de 'inégalité de Holder. O

Poursuite de la démonstration du théoréeme 5.2.1 Comme f + g appartient a LP, 'inégalité de
Holder implique que

[urvaran < [ g5+ gt [ 1gls+ ol ta
X X ) X )
([ rrpan)” ([ 17+ 017 a)”
/Iglpdu 5 /|f+g\(p_1)ﬁdu)?
<(/X|f|pd“; /Iglpdu >/|f+9| pldu) %-

Ceci implique que on a ||f + gllr < || fllze + ||g|le et donc que LP(X,du) est un espace
norme.

IN

IA

Démontrons maintenant la complétude de ces espaces. Cela repose sur le lemme suivant.

Lemme 5.2.1. Si E est un espace normé tel que pour toute suite (zp)nen, on ait

Z |lznllE < 00 = SN d—efz T, converge,
neN n=0

alors ’espace E est de Banach.

Démonstration. Rappelons tout d’abord que la proposition 1.3.2 page 19 affirme que toute
suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence cenverge. Soit (a)nen une suite de Cauchy
de E, nous allons extraire de (an)nen une suite convergente assurera le résultat. Définissons
Papplication ¢ de N dans N par ¢(0) =0 et

¢ 1
p1) > +1, - <—— 3.
o(n ) min {m > ¢(n) 2;13 lam — amp| < 27 n)g}
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Ainsi donc, on a, pour tout entier n,
< 1
lagm+1) — apmll < A+n)?

Posons x,, det Ag(nt1) — Gp(n)- On a

>l < X i Nkt

neN

N

Donc par hypothése, la suite Z Tp = agn) — ap converge. D’ou le lemme. O
n=0

Poursuite de la démonstration du théoréme 5.2.1 Soit (fn)nen une suite d’éléments de LP

telle que
D fallze < oo
neN

Introduisons les fonctions

N
:an(x) et S+( Z‘fn( )I-
n=0

n=0

Pour tout entier n, on a

I1S% e <> N fullr

neN

VneN, /XS+( Yz <Z||fn|Lp).

neN

Ceci s’écrit

La suite (93 (z))ven est une suite croissante. Le théoréme de convergence monotone 5.1.1
implique que

[ 8t @rdute) < (S fallr) avee 5% = 3 1o
neN neN

La fonction ST est finie presque partout et appartient 4 LP. Ainsi donc, pour presque tout x,
la série de terme général fy,(x) converge dans C. Désignons par S sa somme. C’est un élément
de LP. On a

Hs_néfn . A‘S(x)_éfn(x)’pdu(x)

On sait que
N
)S(m) =S fn(ac)‘ < 25%(a).
n=0
Comme ST est dans LP, le théoréme de convergence dominée assure que

hm HS an

Le théoréme est ainsi démontré. O

Lp
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Nous allons maintenant faire quelques remarques sur 1'inégalité de Holder. Donnons tout
d’abord le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.1. Soient p et q deux réels strictement supérieurs a 1 tels que

Alors I’application
{ P x L4 — L"
(f.9) +— fg

est une application bilinéaire continue si

Démonstration. On applique l'inégalité de Holder avec s = r/p. D’ou il vient que

/X F@g(@)rde < [ 15ellgla,

ce qui signifie que
I faller < [IfllzellgllLe,

d’ott le corollaire. O
Corollaire 5.2.2. Si X est de mesure finie, alors LP(X,du) C L9(X,du) sip > q.

Démonstration. Comme la fonction 1 appartient visiblement a I’espace L (X, du)ﬂLl(X, du),
donc & LP(X,dpu) pour tout p. On a méme

=

Vp € [1,00], 1|z = p(X)7.

Le Corollaire 5.2.1 implique que

1 1 1
[fllee < (X)) || fllr  avec —=-———-
S q P

D’ou le corollaire. O

L’inégalité de Holder est fondamentale. Nous allons voir qu’elle est optimale au sens suivant.

Lemme 5.2.2. Soit (X, ) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable et p un élément
de [1,+00]. On a alors la propriété suivante. Si

sup /X 1 (@)g(@)dp(z) < +oo,

lgll, pr <1
g>0
alors, f appartient a LP et
Ifle = sup / (@) g(@)du(z)|.
loll, <11/ x
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Démonstration. Commencons par le cas ou p = 1. En choissisant pour g la fonction constante 1.
La fonction g est bornée de norme L*° égale a 1. De plus,

[ 1@ls@dnta) = [ 1f@ldute

L’hypothése assure que f appartient & L' (X, dy). Considérons maintenant la fonction g définie
par

 F)
9) = 15 (w)

La fonction g est bornée de norme égale a 1. De plus,

[ t@@n) = [ 15@)dn(o)
X X
D’ou le lemme dans ce cas.

Supposons maintenant que p soit réel strictement supérieur & 1 et considérons alors une

si f(z)#0 et O sinon.

suite croissante d’ensembles de mesure finie (K, )nen dont la réunion est X et posons
fu ()"~
ﬂ/
[Fealre

Il est clair que la fonction f,, est positive et appartient a L' N L> donc a LP pour tout p et

fa(@) = 1k, q(s<m | f] et ga(z) =

que 'on a

P’ + pl) _
lgnll?,, = ann /f P du(z) = 1.

La définition des fonctions f,, et g, assure que

/ F@) Ly a9 (@) dp(z) = / @) gn (@) du(z)
X X

= ([ farauo) 15,7

=5
= [l
1 Nz

[ fierin < <|9T“‘?gl / If(x)lg(m)du(x))p-

920

On a donc

Le théoréme de convergence monotone appliqué a la suite croissante (( fr )p)neN implique
immeédiatement que

1l < sup / f(@)g(x)du(x).
lgll, <t Jx
920

Supossons maintenant que f appartienne a l’espace LP. Alors en posant

_ f@)lf (»”C)If”’p1
£ @) < [1£1IE
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on a
/ 1 _1y_P_
||g\|§p,=m /X 1f@)| P V5 (@) =1 et | fllee = /X f(@)g(z)du().

D’ot le lemme pour p appartient a [1,00[. Dans le cas ot p = 400, considérons un réel stric-
tement positif A tel que p(]f| > A) soit strictement positif. On pose E) def (If] = A). Soit go
une fonction de L', positive, supportée dans Ej, et d’intégrale 1. On pose

iC))
On a alors
J11@o@lduta) = [ 5@t > A [ andutz) = 2.
Le lemme est ainsi démontré. O

5.3 Densité dans les espaces L?

Dans toute la suite de ce chapitre, Q désignera un ouvert de R¢ muni de la distance
euclidienne usuelle et p désignera une mesure positive finie sur tous les compacts. Le résultat
principal de cette section est le suivant.

Cmmecons par une digression pour la topologie des ouverts de R

Théoréme 5.3.1 (de caractérisation des compacts d'un ouvert de RY). Soit A une partie

fermée d’un ouvert  de R telle qu’il existe un réel strictement positif r tel que A C [—r,7]¢.

Alors
A est compacte <= ing d(z, X\ Q) >0.
e

Démonstration. Supposons A compacte. Comme € est ouvert, pour tout = de A, d(z, X \ Q)
est strictement positif. D’aprés 'exercice 1.1.4, on sait que la fonction distance d’un point a
un ensemble est continue. Le corollaire 1.3.2 nous dit que I'infimum est atteint, donc il est
strictement positif.

Réciproquement, soit A une partie fermée de 2 telle qu’il existe un réel strictement positif r
tel que A C [—r,7]¢ et vérifiant

deéf .
= inf X\Q .
) inf dz,X\Q)>0

Pour démontrer que A est compacte, il suffit de démontrer que A est une partie fermée de R
Comme A est fermée dans €, cela signifie qu’il existe un fermé B de R? tel que A = BN Q.
Soit €255 le fermé défini par

Q5 € (o /d(2, X\ Q) > 5/2}.
On a les relations ensemblistes suivantes
A:AQQ(;/Q :BHQQQ(;/Q :BHQ(;/Q.

L’ensemble B N (2s/5 est un fermé de R? en tant qu’intersection de deux fermés, donc A est
une partie fermée de R?%. Le théoréme est démontré. O
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Le résultat suivant nous sera également utile

Théoréme 5.3.2. Soit Q un ouvert de R?, il existe une suite de compacts (K, )nen telle que

U K. =9, K, C Kny1 et VK compact de Q, In/K C K, .
neN

Démonstration. Posons

K, d:éfB(O,n)ﬁ{:reRd/ d(z,R\ Q) > i}

Comme €2 est un ouvert, pour tout z de X, d(z, R? \ Q) est strictement positif. Donc, il existe
un entier n tel que x € K,,. De plus,

o 1 o
K, CB(O,n—i—l)ﬂ{xeRd/ d(z, R\ Q) > } C Kpi1.
n

[e]
D’ou le premier point du théoréme. Quant au second, il suffit d’observer que U Kpp1 = Q
neN

(o)
puisque K, C K,4+1. Le théoréme est démontré. [l

Définition 5.3.1. Soit Q un ouvert de R%, on appelle suite exhaustive de compacts toute
suite de compacts qui vérifie les conclusions du théoréme 5.3.2 ci-dessus.

Revenons aux espaces LP.

Théoréme 5.3.3. Soit p un élément de [1,+oo[, 'espace C.()) des fonctions continues a
support compact dans ) est dense dans LP(Q, dp).

La démonstration de ce théoréme, longue et délicate, est présentée ici a titre culturel. Pour
démontrer ce théoréme, nous allons tout d’abord démontrer deux résultats de densité valables pour les
fonctions définies sur un espace mesuré quelconque. Démontrons tout d’abord la proposition suivante.

Proposition 5.3.1. Si p appartient a [1,00[, L'(X,du) N L™= (X, du) est dense dans LP(X, dpu).

Démonstration. Considérons une suite croissante (K,,),cn d’ensembles de mesure finie dont la réunion
est ’ensemble X. Posons

fn=1r,nqr1<n) f-

Il est clair que, pour presque tout x, on a

lim f,(z) = f(z).

n—o00

De plus, on a clairement l'inégalité

|fo(@) = f2)[P < 27| f(2)[P.
Le théoréme de la convergence dominée assure alors le résultat. O

Nous allons établir maintenant un second résultat de densité.

Proposition 5.3.2. Si p appartient a [1, 00|, alors I'espace des fonctions étagées intégrables (i.e.
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs non nulles sur des ensembles de mesure finie) est dense
dans LP(X,du).
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Démonstration. Nous allons utiliser le fait suivant dont la démonstration est laissée en exercice au
lecteur : si (Y,d) est un espace métrique, si A est dense dans Y et si tout élément de A est limlite
d’une suite d’éléments de B alors B est aussi dense dans Y. Grace a la proposition ci-dessus, il suffit
de démontrer que tout fonction de L*(X,du) N L>(X,du) est limite d’une suite de fonctions étagées
intégrables. Pour ce faire, une fonction f de L'(X, du) N L>®(X,du) étant donnée, considérons la suite
de fonctions (f,)nen définie par

+oo . 1

def j o Jjt+1 o
Jn = ; 1 (AR D +j;w 1 (e 5D 1)

Il est clair que )
Vo € X | fa(@) = fl@)l < et (@) < 1f(2)].

Le théoréme de la convergence dominée assure que f, — fdans L?. Donc, d’aprés (5.3), il existe un
entier ng tel que

3

o= fllew <

De plus, comme la fonction f est essentiellement bornée, les sommes apparaissant dans (5.1) sont finies,
puisqu’il existe un réel A tel que

|J | 7—1 J Jj+1
n+17~ m\/ n+1l n+1
Chaque fonction f, ne prend qu'un nombre fini de valeurs. De plus, la fonction f étant intégrable, les

] |+ 1
ensembles 1 ({ il’ J j; ]
n n

(5.2)

D sont de mesure finie ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Démonstration du théoréme 5.3.3 Soit f une fonction de LP(Q). Il s’agit de démontrer que, pour tout €
strictement positif, il existe une fonction g continue a support compact telle que

|f—gllLe <e. (5.3)

D’aprés la proposition 5.3.1, il existe une fonction étagée intégrable ftcllc que
If = flle < 5 avee f=) ajla, (5.4)
j=1

ot les a; sont des nombres réels et ol les A; sont des ensembles boréliens de mesure finie. Admettons
un instant le lemme suivant.

Lemme 5.3.1. Pour tout p dans [1, co[, pour tout borélien A de mesure finie, pour tout réel strictement
positif €, il existe une fonction h continue a support compact telle que

||h* 1A||LP < €.

Nous pouvons donc affirmer Pexistence, pour tout j de {1,---, N} Pexistence d’une fonction g,
continue & support compact dans € telle que
€
14, —g; <
H A] .%HLT’ — 2N‘Oéj|

Définissons maintenant la fonction g par Soit g def Z a;g;j. Nous avons

j=1
_ N
1F=gllr < D loyllta, — g5l
Jj=1
€
< Z.
-2
Le théoréme 5.3.3 est alors démontré, pourvu que 'on démontre le lemme 5.3.1. (|
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Démonstration du Lemme 5.3.1 Soit (K,,)nen une suite exhaustive de compacts (voir Théoréme 5.3.2
et Définition 5.3.1 page 87). Comme A est de mesure finie, la fonction caractéristique de A appartient
a LP pour tout p. De plus, pour tout = de 2, on a

limlg na(x) =1a(z) et 0<1g a(z)<1a(z).
noo
Donc, pour tout ¢ strictement positif, il existe ng tel que
€
Mruna = Laller < 5- (5.5)

Nous avons maintenant besoin d’un théoréme fondamental de la théorie de la mesure dit théoréme de
régularité des boréliens. Nous allons admettre provisoirement ce théoréme.

Théoréme 5.3.4. Pour tout ensemble A appartenant a la tribu borélienne complétée B et de mesure
finie,

Ve > 0, 3K compact, 3U ouvert | K CACU et pU\K)<e. (5.6)

Conclusion de la démonstration du Lemme 5.3.1 Ainsi donc il existe un ouvert U et un compact K
tel que
NP
KCK,NACU et uU\K) <(5)
On peut supposer que l'adhérence de U est compacte par exemple en remplacant l'ouvert U par
Vouvert U N K,, + B(0, ) que 'on persistera a noter U. Posons

\ def d(z,U°)
) = d(x,U°) + d(z, K)

La fonction h est continue, a valeurs dans [0, 1] et est telle que
hx\v =0 et hg=1
On en déduit facilement que
|[h— 14| £ 1p\g et donc que |h— 147 <1k -

D’oit il vient que
€
||h— ].AHLp < 5

Le lemme est ainsi démontré puisque la fonction g est nulle en dehors de 'adhérence de U, qui est
compacte. O

Démonstration du théoréeme 5.3.4 Elle est présentée ici & titre culturel. La premiére étape consiste a
se ramener au cas ol 'ouvert €2 est de mesure finie. Pour ce faire, supposons le théoréme démontré
dans ce cas. Considérons alors une partie A de la tribu complétée de €2 et de mesure finie. On définit
alors les suites

de:éfQﬂB(O,p),Apd:éfAﬁB(O,p) et BOd:éfAO et B,=A,\A,_1 pour p>1

Les ensembles B,, vérifient
P

p
U Br=U 4
p'=0

p'=0
Comme ils sont deux a deux disjoints, on a

oo

S u(By) = p(4) < o0, (57)

p=0
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L’assertion (5.6) implique alors que
Ve >0, Vp, 3K, . compact, U, . ouvert de @/ K, C A, CU,. et pwUp:\Kpe) < £27P2,

L’assertion (5.7) implique que la série de terme général (11(K) o ))pen converge. Il existe donc un entier p,
tel que

> ulBy) <3 (5.8)

Posons alors
aef |- aef |-
U: = JUpe et K. = (JKpe

p=0 p=0
On a
[oe] Pe
A=|JB,cU. et K.C|JB,CA
p=0 p=0

De plus, U, est un ouvert de €) en tant que réunion d’ouverts et K. est un compact en tant que réunion
finie de compacts. Enfin on a

oo

UK = JUen(
p=0

Ux.)
0

~
c YUU-n ks
p=0 p=0
oo o0 o0
C (U Upe N () K;yg) u lJ K
p=0 p=0 p=pe+1

Comme 'on a

U UP,E N m K;,a C U (UP,S \ KP,E)v
p=0 p=0

p=0

on en déduit que

o0 o0
U\ K. C (U(Up,s\Kp,s)) U U Ky
p=0 p=pe+1

Comme K, . est inclus dans Bp, l'inégalité (5.11) assure que l'on a

nU:\ Ke) < ZM(UP,E\K7€)+ Z H(EKp.e
p=0 p=p-+1
> €
-p=2 4 =
< 262 +2
p=0
< e

Nous allons démontrer ce théoréme dans le cas ou 2 est de mesure finie. Désignons par A ’ensemble
des parties de Q qui vérifie (5.6). Nous allons démontrer tout d’abord que les ouverts appartiennent
a A puis que A est une tribu, ce qui assurera le résultat.

Si A = U est un ouvert, alors la suite (croisssante) de compacts (K, )nen définie par

Kn (o cv) all <net dzUe) > 27}

est telle que
VereU, li)m 1Kn($) = lU(x).
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Le théoréme 5.1.1 de convergence monotone implique alors que
lim p(U\K,)=0
n—oo

ce qui assure que U vérifie appartient a A. Considérons maintenant un élément A de A, € un réel
strictement positif, U un ouvert et K un compact tel que

€
WU\ K) < 5
Si C est inclus dans B, alors on a B\ C' = BN C*, et donc C°\ B® = B\ C. On a alors

USC A°C K® et u(KC\UC):u(U\K)<g~

Mais U€ n’est pas nécessairement compact. Pour contourner cette difficulté, introduisons une suite de
compacts K, donné par le théoréme 5.3.2 page 87. Il est clair que

Vo € Q, 1KC\(UCﬁKn)($) = 1Kc($) — 1UCﬁKn (1‘) =1k (l‘) — 1Uc(I)

Le théoréme de convergence monotone permet de conclure que A¢ appartient a A.

Il reste maintenant & démontrer que, si (A, )nen est une suite d’éléments de A, alors la réunion
des A,, appartient a A. Commengons par le démontrer pour la réunion d’'un nombre fini. Soient A;
et Ay deux éléments de A. Pour tout réel e strictement positif, il existe deux ouverts U; et Us et deux
compacts K; et K5 tels que

Kj C Aj C Uj et /L(UJ \KJ) <

| ™

KiUKy C Ay UAy C Uy UUs. (59)
L’ensemble U; U Us est un ouvert et 'ensemble K7 U K5 est un compact. De plus, on a

(U UU) \ (K1 UKs) = (U UUz)N (K;UK>)°
= (U1N(K1UK)°)U (U (K UK)°)
(U1 NKY) U (U NKS).

N

D’ou il résulte que

u((Ur Uls) \ (K1 UKy)) (U \ K1) 4+ p(Uz \ K>)

<
< e

Avec (5.7), ceci assure que Uy U Uy appartient a A. Comme A est stable par complémentaire, si A
et A appartiennent a A, alors
A1 NAy = (AT U A5)° € A.

Et donc A est stable par réunion finie.
Soit maintenant une suite (A, ),en d’éléments de A. On suit une démarche analogue a celle utilisée
pour la réduction au cas ou 2 est de mesure finie. Définissons

L.n k—1
Bo ¥ J A\ | 4.
k=0 =0

Les ensembles B,, sont deux & deux disjoints et leur réunion est égale & celle des A,, et 'on a

Z,u(Bn) = ,u(U An) < 0.

neN neN
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Comme les ensembles B,, appartiennent a A, il existe une suite (Up, )nen d’ouverts et une suite (K, )nen
de compacts telles que

VneN, K,.CB, CUpy,. et pu(Upe\Kye)<e2 "2 (5.10)

Il existe un entier n. tel que

oo

Z N(Bn) <

n=ne+1

(5.11)

N ™

On pose alors
Ne
U Y Ve et kY K
neN n=0

L’ensemble U, est un ouvert en tant que réunion d’ouverts et K, est un compact en tant que réunion
finie de compacts. Il est clair que

K.c|JA,cU.. (5.12)
neN

De plus, on a
Ne

c e
= (U K’"«,E) = m KT'(T: €
n=0 n=0
Ainsi donc, on en déduit

Ne

UE \ Kg = ( Un 5) (ﬂ )

neN n=0

C ((U Un £ (ﬂ KZ,E)) U U Kn75

neN neN n=ns+1

¢ (Utenrs)u U Kae
neN n=nc+1

C (U Un,s \ Kn,s) U U K”,E‘
neN n=nc+1

D’apres (5.10) et (5.11), on en déduit que

/J'(UE\Ka) < ZN(Unﬁs\Kn,s)"" Z H(Kn,s)

neN n=nc+1
o
< ey 274 ) (B
neN n=nc+1
< e
D’oti le théoréme. O

De ce théoréme, que 'on admettra, on déduit I’énoncé fondamental suivant.
Corollaire 5.3.1. Soit p un réel de I'intervalle [1,00[; I'espace LP(QQ) est séparable.

Démonstration. Soit (K,)nen une suite exaustive de compacts (voir la définition 5.3.1 page 87). Il
suffit de trouver une partie démonbrable A de LP(f2) telle que, pour toute fonction continue a support
compact dans K, on ait

Ve, g€ A/ |f —gllL=x,) <e (5.13)
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Soit (¢n)nen une suite de fonctions continues valant 1 prés de K, et dont le support est inclus

dans K, 1. On prend pour A lensemble des fonctions de type ¢, P ot P est un polynéme a d
indéterminées & coefficients rationnels. Démontrer que cet ensemble satisfait & la propriété (5.13) est
un excellent exercice que le lecteur est fortement invité a faire. O

Exercice 5.3.1. Soient x € R et 7, I'application définie par

. { r — LP

L o= )y fle—y).
L’application 7, est une isométrie de LP dans LP et, si p est réel, alors, on a

déf

Vfe L, lim |ruf = flle =0 avec f(y) = f(-y).

L’exercice ci-aprés montre comment I'on peut "régulariser" linéairement les fonctions de LP.

Exercice 5.3.2. 1) Soit K une partie compacte de R¢, démontrer que, pour tout ¢ strictement positif,
il existe une famille finie (A, c)ren d’ensembles disjoints, d’adhérence compacte dont le diamétre est
inférieur a ¢ et telle que

oo
U 4re =K.
k=0
On considére I'application P,, définie par
L' — L™

By = P d—ffju(;)( /| 1 f(m)du<x>)1x4j¢

o1 AT
j=1 D nFT it

2) Démontrez que P, est une application linéaire continue de L'(K) dans L*°(K).
3) Démontrez que, pour tout p, on a || Py zrr;ry < 1.
4) Démontrez que, si f appartient a LP et g a Lp/, alors

/K £(2) Pag(e)dp(z) = /K P f(2)g(x)dpu(x)

5) Démontrez que
VfelLP, ILm |1Pnf — fllzr =0.

5.4 Convolution et régularisation

Dans toute cette section, nous travaillerons dans I’espace R?. L’opérateur de convolution
est un opérateur crucial dans 1’étude des fonctions sur R

Théoréme 5.4.1. Soient f et g deux fonctions de L'. Alors, pour presque tout x de R?, Ia
fonction

y— flx—y)g(y)

est intégrable et la fonction F définie par

Fz) % y flx —y)g(y)dy

appartient a L'. Elle est appelée la convoluée de f et de g et notée f x g. L'opération * ainsi
définie est une application bilinéaire continue de L' x L' dans L'. On a

£+l < Iflplale e [ (oo = ([ ran)([ ).
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Démonstration. Comme les fonctions f et g sont supposées étre dans L', on a

[f(x—y)l x [g(y)] € L' R x RY) et /Rd M@= o)l lgw)ldady = ||l llgllza-

Les conclusions du théoréme 5.1.5 de Fubini entrainent immédiatement la premiére partie du
théoréme. Pour la seconde, il suffit d’appliquer le théoréme de Fubini-Tonelli. O

On peut aussi définir la convolution d’une fonction de LP par une fonction de L.

Théoréme 5.4.2. Soient f une fonction de LP et g une fonction de LY. La formule
déf
(Fe)@) ™ [ 1= oty

définit une application bilinéaire continue de LP X L¥ dans L.

Démonstration. D’aprés 'inégalité de Holder, pour presque tout 2 dans RY, application

yr— flz—y)g(y)
est intégrable et

[ 5= vatis| < 1ol

D’ou le théoréme. O

Les deux théorémes ci-dessus se généralisent. On peut définir la convolution de deux fonc-
tions si elles appartiennent a des espaces LP convenables. Plus précisément :

Théoréme 5.4.3 (Inégalités de Young). Soit (p,q,r) un triplet de réels tel que

1 1 1
r P q

Considérons un couple de fonctions (f,g) dans LP x L1. Alors la formule

déf
(Fe9)@) ™ [ 1= vatway
définit une fonction de L™ et 'on a

1f > gllir < [fllzellglla-

Démonstration. C’est un exemple d’application du lemme 5.2.2. Supssons tout d’abord que f
et g soient positives. Soit ¢ une fonction positive de LT/, nous allons majorer

I(f.9.0) /Rded flz —y)g(y)p(r)dzdy .

Supposons démontré que
I(f,9,9) < | fllzellgllzallell - (5.15)

Ceci signifie que
(@,y) — flz —y)g(y)e(z)
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appartient a L' (R? x R?). Le théoréme de Fubini-Tonelli 5.1.5 assure que, pour presque tout z,

y— fx—y)g(y)

appartient a L'(R%, dy). Ainsi donc f % g est bien définie pour presque tout  de R%. De plus,
le théoréme de Fubini assure que

fra@etaids = [ [ = powise

< / f(@ - 1)9(y)dy o(z)dx
Rd Rd
I(f,9.¢).

L’inégalité (5.15) et le lemme 5.2.2 impliquent que f * g appartient a L" et que

Rd

A

IN

1f % gllr < [ fllzellgllze-

Si les fonctions f et g sont de signe quelconque (ou a valeurs complexes), il suffit d’appliquer
ce qui procéde a |f| et |g| et d’observer que

flz - y)g(y)dy‘ < /Rd |f(z —y)llg(y)|dy.

s

Démontrons 'inégalité (5.15). Remarquons tout d’abord que l'on ne restreint pas la gé-
néralité de la démonstration en supposant que || f||zr = ||g]/z« = 1. Considérons « et  deux
réels de l'intervalle ]0, 1[. On écrit

IF9.0) = [ fa=9)" " 9)" Pele) x fla - )"g(o) dody.
R4 xRd
Appliquons l'inégalité de Holder avec la mesure positive

du(z,y) = f(z —y)*g(y)’ dudy

et le couple de réels (r,7’). Il en résulte que

1
I(f.9.9) < I9(f,9,0)7 1P (f,9,0)' " avec
I(l)(f,g,ga) def / |f(x—y)|1_o‘r+o‘\g(y)|(1_6)r+6d:rdy ot
RIxR4

19(f,9,¢) “ /Rd y ()" flz —y)g(y) dudy .

Majorons I(l)(f7g, ©). Le théoréme de Fubini pour les fonctions positives et I'invariance par
translation de la mesure de Lebesgue impliquent que

I (f,g,0) / f@)= “)”O‘d»%‘) (/Rdg(y)(lﬁ)”ﬁdy)

Il est naturel de choisir « tel que (1 — a)r+a = p et 8 tel que (1 — 3)r+ 8 = ¢, ce qui donne

r—p r—q
= - t P .
@ r—1 et f r—1
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Comme || f||» = ||lg|le = 1, on trouve que I (f, g, ) = 1. Pour majorer I®(f, g), observons
que, par définition de « et 3, on a

g + é =1.
P g

L’inégalité de Holder entraine alors que

Adf(x—y)alg(y)lﬁdy < (/Rdf(x—y)a%d@

1£1% 1912,
1.

<R
2 [@

(/Rdg(y)ﬁxgdy)

D’ou il résulte que
1(f,9,0) < llepll -

L’inégalité 5.15 et alors le théoréme 5.4.3 sont démontrés. O

Théoréme 5.4.4. Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP et L9 telles que

Alors, on a
Supp (f *g) C Adh (Supp f + Supp g).

Démonstration. Soit x un point de R? et p un réel strictement positif tels que

B(x,p) N (Supp f + Supp g) = 0.

Pour toute fonction ¢ bornée et nulle en dehors de B(z, p), on a

/ o) f(z — y)g(y)dady = / (@ +9) F(x)g(y)dwdy
R xR4 Ré xR
= 0.

D’ot le théoréme en appliquant le lemme 5.2.2 pour X = B(x, p) . O

La convolution est une opération cruciale, car elle permet la définition d’une procédure
explicite d’approximation et de régularisation.

Théoréme 5.4.5. Soient ¢ une fonction de L'(R?) d’intégrale 1 et p un réel supérieur ou égal
a 1. Posons

On a alors, pour toute fonction f appartenant a LP,
lim (e * f — fllzr = 0.
e—0

Démonstration. Soient f une fonction de LP et n un réel strictement positif. Il existe deux
fonctions g et ¢ continues a support compact telles que

Ui

_w 1< —
HQO ||L 8”9HLP +1

U
1f = gllze <
8llell s
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Comme la fonction ¢, donc aussi la fonction ., est d’intégrale 1, on peut écrire que

porf=1 = porf=([ plo)in)s
e (F=0)= ([ ez (s =o)
+ (pe =) x g — (/

Rd

+1hex g — (/Rd ws(x)dr)g.

(- =) (@)dz ) g

Mais, vu le choix de la fonction g, on a

loor ol <p e ([ otmas)r-a) <1
R4 Lp
Vu le choix de 9, on a
e = v walir <7 et ([ (o= va@haa)s| <7
R4 Lp 8
Finalement, on a
o= * f = fllzr < g+ ‘ Yer g — (/ wa(w)dx)g
R4 p

Mais, par définition de la convolution, on a, grace a un changement de variables,
(e g)(w) ~ ([ delalde)glo) = | wlglo - e2) - gla))dz.
R4 Rd
On en déduit immédiatement que
(W o)) = ([ velwrd)g)l < [ 1062 lgto — =)~ g(a)lds.
R4 R4

La fonction g est uniformément continue, donc, pour tout 7, il existe un « strictement positif
tel que

Ui
ly =yl <a=lgly) —g¥)| < "
2|4l | Supp g + B(0,eR)|» + 1
Posons )
R sup |z|.
2€Supp ¥
On a alors
« n
c< %= yerg—glue <
2|Supp g+ B(0,eR)|»

D’ou 'on déduit que
e * f = fllLe <.

Le théoréme est ainsi démontré. O
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Remarque importante Comme le montre I'exercice suivant, ce théoréme ne s’applique pas
pour p vaut oo.

Exercice 5.4.1. Considérer pour f la fonction de Heavyside H (la fonction caractérisique
des réels positifs) et pour ¢ une fonction continue a support compact, paire et d’intégrale 1.
Démontrer alors que ||z * f — fllp~ > 1/2.

Comme nous allons le voir, ce théoréme est extrémement important pour la régularisation
des fonctions. En effet, le théoréme de dérivation sous 'intégrale assure que si ¢ est une fonction
indéfiniment différentiable & support compact, alors la fonction ¢, x f 1'est aussi. Ainsi 1'on
aura approximé toute fonction de LP, pour p réel, par une fonction indéfiniment différentiable
a support compact. L’existence de telles fonctions doit étre démontrée.

Proposition 5.4.1. Soit f Ia fonction de R dans R définie par

f(z) = eTET s g€ [0,1] et f(x)=0 sinon.

Cette fonction est indéfiniment différentiable 4 support compact.

Démonstration. 11 suffit d’observer que

Py(x) 1
k _ k 2=
OE 2R (1 _x)kﬂe =0,

ou Py est un polynome de degré ;. Les détails sont laissés en exercice.
Remarque Les familles (p.). sont appelées suites régularisantes ou bien approximations de

I'identité.

Corollaire 5.4.1. Soient Q un ouvert de R%, on désigne par D(Q2) I'ensemble des fonctions
indéfiniment différentiables et a support compact inclus dans €. L’espace D(Q) est différent

de {0}.

Démonstration. 11 suffit pour cela de considérer p(x) = f(|x|) ot f est la fonction définie dans
la proposition 5.4.1 ci-dessus et de faire une translation et une homothétie. O

Corollaire 5.4.2. Pour tout réel p > 1, I'espace D(R?) est dense dans LP(R?)

Démonstration. D’aprés le corollaire 5.4.1 il existe une fonction ¢ indéfiniment différentiable
a support compact d’intégrale 1. Considérons la famille (¢z)e>0

—d X
pelw) =% (2)
€
Considérons alors une fonction f de LP. On peut trouver une fonction g continue a support
compact telle g soit arbitrairement proche de f dans LP. posons
Je = Pe * g-

D’aprés la proposition 5.4.4, la fonction g. est & support compact. Comme la fonction ¢, donc
aussi la fonction . est indéfiniment différentiable, le théoréme de dérivation sous l'intégrale
assure g. est indéfiniment différentiable & support compact. D’ou le corollaire. O

Corollaire 5.4.3. Soit  un ouvert de R? et p un réel de I'intervalle [1,00[. Lespace D(Q)
est dense dans LP(f).
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Démonstration. Soit (K, )nen une suite de exhaustive de compacts (voir la définition 5.3.1

page 87). On pose alors f, det 1k, f. D’aprés le théoréme 5.1.3, on a

Tim ([ = ooy = 0.

Posons alors f, ¢ det pe* frn. Cette fonction est indéfiniment différentiable. De plus, son support
est le compact K,, + B(0,¢), c’est-a-dire 1’ensemble des points & distance au plus € de K.
D’aprés la proposition 5.3.1 page 86, pour € < g,, alors le compact K, + B(0,¢) est inclus
dans 2. D’ou le corollaire. O

Corollaire 5.4.4. Soit K un compact d’un ouvert  de R?; il existe une fonction 1) de D(Q)
telle que v vaille 1 au voisinage de K.

Démonstration. Soit ¢ un réel strictement positif tel que, si

K e/ de, k) < 2r),

alors Ko soit inclus dans Q. (Un tel réel existe d’aprés le théoréme 5.3.1 page 86). On consideére
alors une approximation de l'identité (p.). et on pose

Pe(x) © e % 1, (z) = / ez — y)dy.
Ks

Il existe une constante C' telle que
x & K5+ B(0,Cc) = ¢ x 1g,(x) = 0.

Dong, si Ce < 6, alors 9. € D(Q2) car Kos C Q. Enfin, si x est dans K5_¢. (qui est non vide
puisque 6 < Ce), alors, pour tout y € By ¢, y dans K. Ainsi donc

pex 1 (z) = / @e(r —y)dy
Ks

= /Rd p=(z — y)dy

= 1

D’ou le corollaire. O

5.5 Dualité entre L? et L"

Le théoréme principal de cette section est le théoréme suivant, qui dit comment 1’on peut
représenter une forme linéaire continue sur les espaces LP lorque p est réel.

Théoréme 5.5.1. Soient p un réel supérieur a 1 et B la forme bilinéaire définie par
Y x P — K

BY wn — / f(@)g(@)du(z).
X

Alors la forme bilinéaire B identifie le dual de LP(S2, du) a L¥ (Q, dp).
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Avant de démontrer ce théoréme, nous allons en donner une importante conséquence et
faire quelques commentaires autour de ce résultat.

Corollaire 5.5.1. Soit p dans [1, co[. On considére une suite (g, )nen bornée dans LP'. Il existe
une extraction ¢ et une fonction g dans LY telles que

vrer, lim [ gu@ @dn@) = [ a@)f@)duta) (5.16)

Démonstration. On applique le théoréme 3.3.4 page 57 a la suite de formes linéaires (Ly)nen
sur LP définie par
déf

(L ) % /X o () £ (2)dps().

Ceci implique 'existence d’une fonction d’extraction ¢ et d’une forme linéaire L telle que
vferr, im [ gu(@)f@)dua) = (L),
n—oo X
Le théoréme 5.5.1 ci-dessus assure alors l'existence d’une fonction g de LY telle que
vferr, lim | g()f@)du(x) = (L, f).
n—oo X

Le corollaire est ainsi démontré. O

Placons nous dans le cas X est un ouvert de R% et 11 la mesure de Lebesgue. Remarquons que
comme p est fini, 'espace C.(Q2) de fonctions continues est dense dans LP(2). C’est un exercice
laissé au lecteur que de démontrer qu’alors 'assertion (5.16) est équivalente & 1’assertion

Vo € Ce(), lim [ gy (@)e(z)du(z) = / g(@)p(@)du(). (5.17)
Nous allons observer que cette propriété est fausse lorsque p’ vaut 1 c’est-a-dire lorsque pvaut
I'infini. En effet, soit x une fonction de D(RY) d’intégrale 1. Comme nous ’avons montré dans
la démonstration du théoréme 5.4.5, si (€, )nen est une suite de réels positifs, nous avons

1 z
V¢ lim —(—) z)dr = p(0).
¢l |, X2, p(x)dz = ¢(0)
Or, la forme linéaire 0y définie sur C,(€2) par (g, ¢) = ¢(0) correspond a la mesure ponctuelle
unité placée en 0. Ceci ne peut pas se représenter par une fonction g de L! a 'aide de la forme
bilinéaire B car, si l'on a

/Q 9(@)p(z)dz = (0),
alors la fonction g est nulle sauf en 0, et donc nulle dz-presque partout.

Démonstration du théoreme 5.5.1 Nous ne traiterons que le cas ot p est dans I'intervalle |1, 2].
Nous avons déja démontré ce théoréme dans le cas ot p = 2 au chapitre 4 sur les espaces de
Hilbert. L’espace X est supposé étre réunion dénombrable de parties K, de mesure finie. On
peut sans perte de généralité supposer la suite des K, croissante au sens de 'inclusion. Soit ®
une forme linéaire sur LP(X,du) et K une partie quelconque de mesure finie de X, on désigne
par @ la restriction de ® a K c’est-a-dire la forme linéaire

(@5, f) (@, 1 f).
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Nous allons maintenant travailler dans I’espace LP(K,du). Considérons une forme linéaire ®
sur LP(K,du). Supposons démontré qu'’il existe une unique fonction gx sur K telle que 'on ait

v € IP(K.dp), (@, f) = Blgx. f) = /K g (2) () dpa(z) (5.18)

et telle que l'on ait

gkl = [Pkl (Lry- (5.19)
On consideére alors une suite croissante (K, )nen de parties de X de mesure finie telle que la
réunion des K, soit I’ensemble X tout entier. Il existe donc une suite de fonctions (gn)nen
vérifiant

Vfe Lp(KnadU) ) <¢Kna f> = B(gnyf)'

D’aprés le lemme 5.2.2; on sait que
gn € LP et que |lgnll Ly = 12k, l(zry < 1®fl(zry-
De plus, l'unicité de la fonction g, vérifiant (5.18) et (5.19) assure que si m > n, alors

1Kngm =0gn

car la fonction 1g, gy, vérifie les relations (5.18) et (5.19) pour la forme linéaire ®g, . La
suite (|gn(2)]” )nen est donc une suite croissante de fonctions telle que

/ /
sup [ 19,(a)” du(z) < 0[],
n JQ
Le théoréme de convergence monotone assure que la fonction
g(x) = lim gu(z) € 27 et que gl < @]y

Le lemme 5.2.2 assure que ||g||;,» = [|®||(z»)- De plus, pour toute fonction f de LP et pour
tout entier n, on a

(@, 15, f) = /X 9(2) 1k, () du(x).

Le théoréme de convergence dominée assure alors la conclusion de la démonstration. Mais il
nous reste & démontrer les relations (5.18) et (5.19). D’aprés l'inégalité de Holder, on sait que

I fllze = (/Klf(xﬂpdu(x))’l’
(/K 'ﬂxﬂpidﬂ(x)) o () (178

1_1
[PAIPEYTIC:O LR
Ainsi, la forme linéaire ® apparait comme une forme linéaire continue sur L?. Il existe donc
une fonction g appartenant a L? telle que

VeI, (@, f) = /X J(@)g(x)du(x).

IA

IN

On en déduit que, pour toute fonction f de L?, on a

/K [f(@)g(x)|du(z) < (|| Ley |l £l e

Mais, d’aprés le corollaire 5.3.1, 'espace L N LP est dense dans LP. Comme ici p est compris
entre 1 et 2 et que K est compact, L? est dense dans LP. D’aprés le lemme 5.2.2, on en déduit
que g appartient a L? et que |[g||;,» = [|®][(zr)- Dol les relations (5.18) et (5.19). O
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Il est possible d’interpréter en terme de dualité les résultats du théoréme 5.4.5 sur les
familles dites d’approximation de I'identité : I'espace L'(£2, dx) ne s’identifie, par I’application
bilinéaire

B(f.g) = /Q f(2)g(x)d,

au dual d’un espace normé de fonctions contenant les fonctions continues & support compact
dans Q. En effet, soit (g,,)nen une suite de nombres réels positifs convergeant vers 0, on consi-
deére la suite (¢e, )nen d’approximation de I'identité définie dans I’énoncé du théoréme 5.4.5.
On a, pour toute fonction g continue & support compact,

lim ©e, (x)g(x)dx = ¢(0).
Q

n—oo
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Chapitre 6

Le probléme de Dirichlet

Introduction

Le but de ce chapitre est de résoudre le probléme de Dirichlet sur un domaine borné de R¥.
Nous allons voir comment un probléme qui se formule en terme de fonctions de classe C! va
naturellement conduire a 'introduction du concept de dérivée faible (ou de quasi-dérivées). Ce
concept conduira & celui plus général de dérivées au sens des distributions.

Pour formuler le probléme de Dirichlet, nous allons tout dabord introduire les notations
suivantes. Soient © un ouvert borné de R? on désigne par C’é (Q) désigne l'ensemble des
fonctions contintiment différentiables sur € et & support dans un compact dand . Pour tout
de Q et toute fonction u de classe C'! sur 2, on note

Vu(z) = gradu(z) = (O1u(z),- - - , dqu(x) € RY.

De plus on note

d d
def
Vu(@)2 =3 9u(@)? et [Vuldaq © /Q V) 2dr =3 /Q 0yu) P
j=1 j=1

En 'absence d’ambigiiité, on omet des noter la dépendance en €2 dans les normes. et f une
fonction de L?(2), on considére la fonctionnelle

ci(Q) — R

luxzf T )ulx ,Z'_ld 'qux— Ir)u\xr)axr
w o SIVe@ /Qf<><>d2;/0|aj<>|d | ety

otiOn cherche 'l existe un minimum pour F c’est-a-dire s’il existe une fonction u de C§(€2)
telle que
F(u) = inf F(v).
( ) veCE () ( )
Remarquons que F' est une fonction continue (exercice : démontrez-le!).

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présentons une approche trés classique du
probléme, & savoir ’étude d’une suite minimisante dont on démontre qu’a extraction prés,
elle converge faiblement vers une fonction u et que les dérivées partielles converge elle aussi
faiblement.
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Ceci nous conduit & introduire dans la deuxiéme section le concept de quasi-dérivée d’une
fonction de L?. Introduit par le mathématicien francais Jean Leray en 1934 pour résoudre
le probléme de l’existence globale de solutions pour I’équation régissant les écoulements des
fluides visqueux incompressibles. Il s’agit de la premiére sortie mathématiquement fondée du
cadre classique des fonctions dérivables au sens classique.

Ce concept permet de définir a la troisiéme section ’espace de Sobolev qui est un espace de
Hilbert adapté au probléme. Une fois cet espace défini, la résolution du probléme de Dirichlet
—Au = f et u "nulle au bord" est une simple application du théoréme de Riesz (voir le
théoréme 4.3.1 page 68). Ceci illustre la puissance de I’analyse fonctionnelle et aussi & quel point
un probléme semblant compliqué peut devenir simple et de résolution élégante pour autant
que le cadre conceptuel soit bien choisi. Enfin, nous appliquons le théoréme de diagonalisation
des opérateurs autoadjoints compacts (voir le théoréme 4.4.2 page 72) pour construire une
"diagonalisation" de I'opérateur de Laplace A.

6.1 Une approche classique du probléme

11 s’agit tout d’abord de démontrer que F' est minorée. Ceci repose sur I'inégalité de Poin-
caré.

Proposition 6.1.1 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné. Il existe une constante C
(dépendant de Q) telle que,

Vu € CH(Q), Jlullzz < ClIVul| 2.

Démonstration. Soit u une fonction de C3(€2). Observons tout d’abord que la fonction qui
vaut 0 en dehors de § et coincide avec u sur Q est une fonction C! a support compact sur R?
que 'on désigne toujours par u dans le but de simplifer les notations. Ecrivons que

1
V(x1,2') € Q, u(zy,2') = / Oru(yr, z’)dy;.

D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

“+o0
V(rn,a') € Q. fulzr,2)? < 5(Q) / Ovuyr, o) 2dyr.

—0Q0

En intégrant cette inégalité par rapport a la variable z = (z1,2'), on trouve que

/ |u(zy, x/)|2dﬂc < 5(9)2/ \81u(y1,x’)|2dy1dx/.

Q Q

L’inégalité de Poincaré est ainsi démontrée. ]
On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.1. La fonctionnelle F' est minorée. De plus, on a
VA >0, 3B/ |Vu|;2 > B= F(u) > A. (6.1)

Démonstration. 11 suffit d’écrire que, d’aprés I'inégalité de Poincaré, on a
F) 2 SIVulRs = £l
> S IVuls - Clfll IVl
> L (IVullzz ~ Ol =) ~ SCIF IR
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Donc F(u) est minorée. De plus, si A est un réel strictement positif, en posant

1
B = (2A+ C?|f|22)% + C|f|2,

on conclut la démonstration du corollaire. O

On considére maintenant une suite (up)neny de C}(2) minimisante, c’est-a-dire une suite
telle que

lim F =m= inf F(v).
nl—>H<}o (un) mn vEICI'Zl(Q) (U)

Comme on cherche & savoir si le minimum est atteint, on cherche une limite & cette suite.
L’inégalité (6.1) du corollaire 6.1.1 implique que la suite (||Vuy| 12),c st bornée. L’inégalité
de Poincaré implique que la suite (u,)nen est bornée dans L2(Q). Ainsi donc les suites (uy, )nen
et (Ojun)nen sont des suites bornées de L?. Le théoréme du compacité faible 4.3.3 page 69
implique Dexistence d’une fonction u et de fonctions u?) telle que, aprés extraction, on ait

limf u, =u et limf Jju, = ul,
n—oo n—oo

Supposons un instant que u soit une fonction de C}(€2) et considérons une fonction ¢ de CZ ().
Par définition de la convergence faible dans un espace de Hilbert, on a

/Qu(j)(m)ap(a:)d:pz lim [ Ojun(z)p(x)de.

n—oo Q

Les fonctions uy, et o étant des fonctions de C}(£2), on a, par intégration par parties,

/Qu(j)(m)ap(x)d:r =— lim [ u,(x)0jp(z)d.

n—oo 0

A nouveau d’aprés la définition de la convergence faible dans L?, on en déduit que
/ w9 (z)p(z)dr = —/ u(x)0jo(x)dx.
Q Q

D’aprés le corollaire 5.4.3 page 98, on sait que CZ(Q) est dense dans L?(£2). Ainsi donc, nous
avons ull) = Oju.

Il est malheureusement faux que u soit toujours de classe C'. Cependant, le calcul ci-
dessus met en lumiére un lien entre les dérivées de u et les fonctions u9). Ce lien va étre fondé
mathématiquement par la section suivante.

6.2 Le concept de quasi-dérivée

Voici ce dont il s’agit.

Définition 6.2.1. Soit u une fonction de L*(Q2). On dit que u admet une quasi-dérivée partielle
dans la direction j si et seulement si il existe une constante C' telle que

Vo € C5(Q),

/ w(@)dsp(a)dz| < Cllgl e
Q
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Remarque fondamentale D’aprés le théoréme 5.3.1 page 87, l'espace C3(Q) est dense
dans L?(12). Le théoréme de prolongement 1.2.4 page 17 implique que I'on peut prolonger la

forme linéaire
i) — R

b ® — /Qu(x)ajap(x)d:c.

a Despace L?(f2) tout entier. Désignons par ZJ cette forme linéaire. Le théoréme 4.3.1 page 68
de représentation de Riesz assure I'existence d’une fonction u) de L? telle que

vf e @), [ W) f(@ids = . 5.
Q
En particulier pour f = ¢ € C}(9), ceci donne

Yo € CH(Q), / u9 (2)p(z)dx = —/Qu(x)ajgo(x)dx.

Q
On peut alors donner une définition plus compléte de la quasi-dérivée.

Définition 6.2.2. Soit u une fonction de L?(§2). On dit que u admet une quasi-dérivée partielle
dans la direction j si et seulement si il existe une constante C' telle que

| w@0spta)da] < Clele
De plus, la fonction u¥) de L?(9) telle que

Vo € CHQ), /Qu(j)(az)go(x)dx = —/Qu(x)@jgp(:c)dm.

est appelée la quasi-dérivée de u dans la jiéme direction.

vy € C5(Q),

Ppur illuster cette notion, nous allons traiter I’exemple suivant.
Proposition 6.2.1. Soit 2 =]—1, 1[. On considére la fonction u(x) = |x|* avec  dans |1/2,1].
Cette fonction admet une quasi-dérivée est que la fonction

x — asg(z)|z|* L.

et calculer cette quasi-dérivée.
Démonstration. Ecrivons que, pour toute fonction ¢ de classe Cleta support compact dans
I'intervalle | — 1, 1],

—€

/_ el p(a)de = I L.(¢) avee (o) % / (—2)/ () + / 2%/ (2)de.

1 -1
Par intégration par parties, on trouve que

L(p) = £ (p(~€) — 0()) + /

-1

—€&

1
a(—:r)o‘flap(:z;)dx—/ azr® Lo(x)dx

Comme « est strictement supérieur a 1/2, la fonction |2|*~! est de carré intégrable. On peut
donc passer a la limite dans les intégrales ci-dessus ce qu donne

/11 |2l p(@)de = — [ 11 asg(z)|z|* o (z)dz.

La proposition est ainsi démontrée. O
La proposition suivante montre que 'on a bien généralisé le concept de dérivées tout au
moins en ce qui concerne la dérivation des fonctions C*.
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Proposition 6.2.2. Siu appartient a C3(2), alors u admet des quasi-dérivées dans toutes les
directions et les quasi-dérivées coincident avec les dérivées partielles.

Démonstration. Par intégration par parties et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

’/Qu(x)a”(m)dx‘ - ‘/Qaju(x)w(w)dx

10jull 2l ]l 22

<
< Cldjullp=llell z-

Soit u) quasi-dérivée de u dans la jiéme direction. Par définition, cette fonction de L?(Q)
vérifie

Yo € CL(Q), / w9 (2)p(x)dr = f/ u(x)0jp(x)d.
Q Q

De plus, par intégration par parties, on a

Vo e ). [ du@p@ds = - [ u(@djp()da,
Q Q
Ceci implique alors que
/ (aju - u(j)) (x)p(z)dz =0
Q
L’espace C(Q) étant dense dans L%(f2), on en déduit que ul) = Oju. D’ot la proposition. O

Notation Dorénavant, la quasi-dérivée de u dans la jieéme direction sera notée J;u.

6.3 L’espace Hj(Q2) et le probléme de Dirichlet

Nous allons dans cette section introduire ’espace de fonctions adapté au probléme de
minimisation introduit au début de ce chapitre.

Définition 6.3.1. Soit  un ouvert de RY. On désigne par HE () I'espace des fonctions u
de L*(2) telles qu’il existe une suite (u,)nen de CL() telle que

n—00

et les suites (Ojup)nen sont de Cauchy dans L%(12).
Les propriétés de cet espace sont décrites par les propositions suivantes.
Proposition 6.3.1. Siu € H& (Q), alors u admet des quasi-dérivées dans toutes les directions.

Démonstration. Soit (up)nen une suite de fonctions de C(£2) qui converge en norme L?()
vers u et telles que les suites (9;un)nen soient de Cauchy dans L?(Q). L’espace L?() étant
complet, il existe une fonction u?) de L2(Q) telle que
lim ||ju, —u|| 2 = 0.
n—oo

On peut alors écrire, grace a une intégration par parties, que

f/ w(@)Ojp(x)de = — lim [ wu,(2)0jo(z)da
9] n— o0 QO
= lim [ Ojun(x)p(z)dx
n—roo (9]
= /u(j)(x)gp(ac)dm.
Q
Ceci démontre la proposition. O
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Proposition 6.3.2. Muni de la norme définie par
déf d 3
€. 2
N () E (lulfz@) + X 10ulfz))

j=1

Pespace H{ () est un espace de Hilbert.

Démonstration. Le fait que IV soit une norme associée au produit scalaire
déf d
(ulv) = / u(z)v(z)dx + Z/ Oju(x)0jv(z)dx
Q : Q
7=1

est un exercice facile laissé au lecteur. Démontrons que 1'espace HO1 (Q) est complet. Considérons
une suite de Cauchy (uy)nen d’éléments de H} (). L'espace L%(Q) étant complet, il existe des
fonctions u et (u));<;<q telles que

tim [fun — w20y = m (9, —ut | 2y = 0. (6.2

n—oo

Par définition de H{(Q), pour tout n, il existe une fonction v, de C§(Q) telle que

SEES

1
ln = vnllzz@) < et (|95un = djvnllr2o) <
Ainsi donc, il existe une suite (v, )neny de CL(2) telle que

Jim [lon = ull e = Jim [19;vn —u? 2 = 0.

Donc u € H}(Q) et ul9) = d;u. D’aprés (6.2), on a

lim N(up, —u)=0.

n—oo
La proposition est alors démontrée. O

Nous allons maintenant examiner les propriétés particuliéres de ’espace H(% (Q) lorsque
I'ouvert Q est un ouvert borné de R?.

Proposition 6.3.3. Muni de la norme définie par

d 1

déf déf 2

s o E NVl & (D 10530y )
j=1

I’espace HE(Q) est un espace de Hilbert.

Démonstration. Par rapport a la proposition 6.3.2, la seule chose & démontrer est que || - ||H§(Q)
est une norme et qu’elle est équivalente & N. Il suffit pour cela de démontrer que, pour toute u
de H}(Q), on a

lull L2y < ClIVull2(q)-

Soit (un)nen une suite de C3(Q) telle que

Jim |un — ullL2(0) = Jim 0jun — Ojul[2(q) = 0
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pour tout j appartenant a {1,---d}. L’inégalité de Poincaré implique que, pour tout n, on a
lunllz2(0) < CllVunl|r2(0)-
Par passage a la limite, on trouve que, pour toute fonction u de H}(€2),
lullr2(@) < ClIVullz2(9)-

O
Nous avons la proposition suivante, dont la démonstration est laissée en exercice.

Proposition 6.3.4. La fonctionnelle F' se prolonge contintiment & I’espace H&(Q) tout entier
et I'on a
m= inf F(v)= inf F(v)
veCH(Q) veHL(Q)

Le probléme de minimisation posé rentre alors dans le cadre abstrait suivant : soit A un
espace de Hilbert, ¢ une forme linéaire continue sur H, peut-on trouver le minimum de F

définie par
H — R
Fy 1, 5
v Sl - (),
Posé ainsi, ce probléme se résout aisément comme l'indique le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.1. Soit F; la fonctionnelle définie ci-dessus. Il existe un unique u dans H tel
que Fy(u) =m = in7f_l Fy(v). Cet élément u vérifie
IS

YoeH, VveH, (uv) = ({,v). (6.3)

Démonstration. La relation (6.3) ci-dessus est simplement la traduction du théoréme 4.3.1
page 68 de représentation de Riesz, il existe u dans H tel que

Yo e H, (ulv) = (L,v).

Pour tout A de H, on a
Fluth) = %Hu—I—hH% —(luth)
= Ll + )+ SR, — () — ()
= )+ 5lhlk

D’ou le théoréme. O

Remarque Revenons au probléme initial. L'unique minimum de F' définie sur H& (Q) est la
fonction u de HZ(Q) qui vérifie

d
Vv € Hy(Q), jz_;/ﬂaju(x)ajv(:r)dx = (ulv) g = /Qf(m)v(:r:)dx = (flv)zz. (6.4)

Supposons que la solution u trouvée soit en outre de classe C? sur €. Alors, pour toute
fonction ¢ de classe C? et & support compact dans €2, on a

d
> [ dsutwidsoteiis = [ faret)ds = (1lo)e
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Par intégration par parties, on trouve que
d
> [ du@dsetwits = [ fahotads =~ [ Sutwypla)da.
—ive Q Q

Lorsque u est seulement dans H&(Q), nous dirons que —Awu = f "au sens faible" ou "au sens
des distributions".

Le propriété de compacité suivante qui sera démontrée au chapitre suivant, est déterminante
pour démontrer 'existence de la suite des valeurs propres.

Théoréme 6.3.2 (de Rellich). Toute partie bornée de H} () est d’adhérence compacte dans
I’espace L*(Q).

Nous allons maintenant donner un résultat qui décrit plus finement la structure du laplacien
et son action sur Hg ().

Théoréme 6.3.3. Il existe une suite croissante (\;)jen de nombres réels strictement positifs
qui tend vers I'infini et une base hilbertienne de I'espace L*(2) notée (e;)jen telle que la
suite (A;lej)jeN soit une base orthonormée de H} () et telles que

—Ae; = )\?ej "au sens faible".
Démonstration. Définissons I'opérateur B par

B { L? — H}(Q) c L*(Q)
f — u

tel que u soit la solution dans H{ () du probléme de Dirichlet. L'opérateur B est continu
de L*(Q) dans H}(2). D’apreés le théoréme 6.3.2 ci-dessus, 'opérateur B est un opérateur
compact de L2(Q) dans L?(£2). Démontrons que B est un opérateur autoadjoint. D’aprés (6.4),
on a, pour tout f dans L?,

Vo € HY(Q), (BfIv) gy = (FI0) 2.
En appliquant cette relation avec v = Bg pour un g quelconque dans L2, on en déduit que

(f1Bg)2 = (Bf|Bg) gy et donc que  (f|Bg)r2 = (f|Bg)L2-

L’opérateur B est donc autoadjoint. Démontrons qu’il est injectif. Considérons une fonction f
de L? telle que alors Bf = 0. D’aprés la relation (6.4), ceci signifie que

Yo € Hy(9), /Q f(z)v(z)dz = 0.

Le corollaire (5.4.2) affirme la densité de D(Q2), donc de HZ () qui le contient, dans L?().
On en déduit que si Bf = 0, alors

Vge L?, /Qf(x)v(x)da: =0

ce qui implique que f = 0. Enfin observons que si A est une valeur propre non nulle, elle est
positive. En effet, il existe alors une fonction fy de L? non nulle telle que

MG = (BFIH)Le = 1 fl7n-
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Le théoréme 4.4.2 page 72 assure l'existence d’une suite (u;);en de réels décroissante tendant
vers 0 et d’une base hilbertienne (e;);en de L2(€2) telles que

Be; = M?ej.
En application le laplacien, on trouve que
ej = —ABej = M?(—A)e]—,

ce qui s’écrit

—Ae; = ¢ -

J

Pour démontrer que la suite ()\j_lej) jen est une base orthonormée de Hj (£2), il suffit d’observer
que 'on a

X(ejlen)rz = (ejlex) m-

Le théoréme 6.3.3 est démontré. O
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Chapitre 7

La transformation de Fourier

Introduction

Bien que bref, ce chapitre est fondamentale. La transformation de Fourier est une opéra-
tion trés générale des fonctions intégrable par rapport a la mesure de Haar (c’est-a-dire une
mesure invariante par translation) sur un groupe commutatif locallement compact G. Nous
nous contenterons ici d’étudier le cas de I'espace R? muni de la mesure de Lebesgue.

Dans la premiére section de ce chapitre, nous définissons la transformation de Fourier d’une
fonction intégrable et établissons les principales propriétés de la transformation, a savoir

— elle transforme la dérivation en multiplication et réciproquement,

— elle transforme le produit de convolution en produit numérique

Outre ses propriétés de base, nous présentons quelques exemples de calcul de transformées
de Fourier en particulier 'exemple fondamental de la transformée des gaussiennes.

Dans la seconde section, nous démontrons le théoréme d’inversion de Fourier qui affirme
que lorsque la transformée de Fourier d’une fonction intégrable est intégrable, alors on peut
retrouver la fonction a partir de sa transformation de Fourier. On déduit de ce théoréme
le théoréme de Fourier-Plancherel qui établit que 'on peut prolonger la transformation de
Fourier & 'espace des fonctions de carré intégrable ; ce prologement est, & une constante pres,
une isométrie de I'espace de fonctions de carré intégrable.

La troisiéme section est une application de ces résultats a la démonstration du théoréme
de Rellich utitlisé au chapitre précédent (voir le théoréme 6.3.2 page 110)

7.1 La transformée de Fourier sur L'(R?)

Définition 7.1.1. Soit f une fonction de LY(R%). On appelle transformée de Fourier de f et
lon note f ou bien F(f) la fonction définie par

R — C dof &
f(f) 6 — e—i(f,x>f(x)d$ avec <€,.I'> = Zgjxj

R Jj=1
Un premier exemple de calcul de la transformée de Fourier est donné par ’exercice suivant.

Exercice 7.1.1. Démontrer, en utilisant la méthode des résidus, que

Fi) (@) = e

1+ 22
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Remarquons que le théoréme de continuité sous l'intégrale implique que la transformation
de Fourier est une fonction continue (et bien stir bornée) sur R,

L’une des caractéristiques de la transformation de Fourier est, comme le montre le théoréme
suivant, de transformer la multiplication en dérivation et réciproquement.

Théoréme 7.1.1. Soit f une fonction sur R? telle que (1 + |x|)f(x) définisse une fonction

intégrable sur R%. Alors la transformée de Fourier de f est une fonction de classe C* et

e, F(f) = —iF(M;f) avec (M;f)(@) ©a;f(@). (7.1)

Soit f une fonction de classe C" telle que f ainsi que ses dérivées partielles soient intégrables
sur R, Alors on a

F(0a,f) = iMF(]). (7.2)
Démonstration. Les deux résultats reposent sur le fait que

8§ve*i<5’m> = —izje &7 et 8%.67“5"'”) = —ig;e”H 6T, (7.3)

J

Dans le premier cas, 'hypotheése et le théoréme de dérivation sous l'intégrale assurent que f
admet des dérivées partielles ainsi que la relation (7.1). Le second nécessite une procédure d’ap-
proximation. Soient x une fonction de classe C! & support compact vaillant 1 en 0 et (£,,)nen
une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. En utilisant (7.3), et en faisant une
intégration par parties, on trouve que

& F (x(en)f)(E)

_i/ 8%. (e_“g’x))x(fnl‘)f(m)dx
R
—q /Rd eﬂ(g,z)[)zj (X(gnx)f(x))dx

La formule de Leibnitz puis le théoréme de convergence dominée assure la seconde formule. [

Nous allons maintenant donner un corollaire qui décrit les propriétés de la transformée de
Fourier des fonctions indéfiniment différentiables a support compact. Sa démonstration (omise)
n’est que 'application répétée du théoréeme ci-dessus.

Corollaire 7.1.1. Soit f une fonction de D(R?). Sa transformation de Fourier fest indéfini-

ment différentiable et vérifie
VN eN, Va e N?, sup(1+|)N0°f(¢)] < co. avec O° ‘Efagll S Ogd.
¢eRd

Nous allons maintenant étudier I'influence des transformations linéaires sur la transforma-
tion de Fourier.

Proposition 7.1.1. Soient f une fonction de L'(R%) et A une application linéaire inversible
de R? dans R%. On a R
F(foA) () =|det A7 fotA™L,

Démonstration. Faisons le changement de variable y = Az dans l'intégrale définissant la trans-
formation de Fourier ; ceci donne

F(foA)E) =|det A" / e HEATID) £ (1) da.

R4

Par définition de la transposée, nous avons (¢, A='x) = (!A~1¢, x). D'ou la proposition. [
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Du théoréme 7.1.1 et de la proposition 7.1.1 ci-dessus, nous allons déduire la proposition
suivante, qui explicite le calcul de la transformée de Fourier d’une fonction gaussienne. Ce
résultat jouera un role crucial dans la démonstration de la formule d’inversion de Fourier.

Proposition 7.1.2. Soit a un réel strictement positif. On a alors

F ™) (©) = (E)% —

a
Démonstration. D’aprés la proposition 7.1.1 appliqué au cas ou ’application linéaire A est une
homothétie de rapport 1/a, il suffit de traiter le cas ot a = 1. Supposons tout d’abord que la

dimension d vaille 1 et posons
9 [ eitre
R

La relation (7.1) du théoréme 7.1.1 implique que la fonction g est dérivable et que I'on peut
écrire
g€ = / —ime €T
R
. —i§x1 —x2\/
= ie ST —(e7") dx.
R 2

En appliquant la relation (7.2) du théoréme 7.1.1 on trouve que

7O =~50(6)

. . . . £ .
L’équation différentielle est aisée a résoudre. On a g(&) = g(0)e™ 7. Il est classique que

g(0) = /Rexzdx = /7.

Le résultat est démontré en dimension 1. En dimension d quelconque, il suffit d’observer que

d
el = Hefx?
j=1
et que, si les f; sont des fonctions de L!(R), on a

Flheef)=hHe®fi
ce qui conclut la démonstration de cette proposition O

La proposition suivante décrit partiellement les rapports entre transformée de Fourier et
convolution.

Proposition 7.1.3. Soient f et g deux fonctions de L*(R?). On a
F(f*9) =[5
Démonstration. La fonction Fy définie de R? x R% dans C par

déf e x —i(&,z— —i
Fe(z,y) S e "6 f(z — y)g(y) = e "7 f(a — y)eE¥ g(y)

est, pour tout ¢ dans R?, une fonction de Ll(Rd X ]Rd). Le théoréme de Fubini assure que

/Rd e~ ( /Rd o~ y)g(y)dy> do = /Rd (/Rd eI f(w — y)df”) e~ &g (y)dy,

ce qui signife exactement que la transformée de Fourier du produit de convolution est le produit
(usuel) des transformées de Fourier. O
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La transformation de Fourier est symétrique au sens de la proposition suivante.

Proposition 7.1.4. Pour tout couple (f,g) de fonctions de L'(R?), nous avons

F@)g(x)dz = | F(&)g(g)de.
Rd Rd

Démonstration. Le résulte découle immédiatement du théoréme de Fubini appliqué a la fonction
intégrable sur R% x R? définie par (x,&) — f(£)e &%) g(x). O

7.2 La formule d’inversion et le théoréme de Fourier-Plancherel

Nous allons maintenant démontrer le théoréme fondamental de ’analyse de Fourier.

Théoréme 7.2.1. Soit f une fonction L'(R?) dont la transformée est aussi une fonction
de L'(R?). Alors la fonction f est continue et I'on a

Vo e R, f(o) = (200 [ € fe)ae (7.4)
Rd
ainsi que la relation de Fourier-Plancherel

1£122 = @)l £112.. (7.5)

Remarques
— On peut écrire ce résultat sous la forme

2 dF 7 def

Fof=@m)°f avec f(z) = f(-x). (7.6)

— Ce théoréme signifie qu'une fonction f dans S s’écrit comme une superposition d’oscil-

lations — les fonctions €*#€) — 1la transformée de Fourier apparaissant alors comme la
densité d’oscillations.

Démonstration du théoréme 7.2.1 D’aprés la proposition 7.1.2; le théoréme est déja démontré
pour les fonctions gaussiennes. Nous allons bien siir utiliser ce résultat. Posons

G(z) f =Sl ot Ge(z) = iG (E) :

cd

€
~ leﬁ
La proposition 7.1.2 nous dit que G¢(§) = . D’apreés le théoréme de convergence domi-
née, on déduit de 'appartenance de f a L
)t [ e Fie)d = limeem) [ 0G0 Fle)de. (77)
R4 e—0 R4

Comme la fonction f appartient a L', on sait que CA}g ® f est une fonction de L'(R? x RY).
D’aprés le théoréme de Fubini, on a

~

ery ! [ Gt = en [ dEIGe D fdsy

La proposition 7.1.2 appliquée avec a = £2/4 affirme en particulier que
~d [ itey—a) afAm\ g _la=u?
)~ [ @G s = 2m () T = Gele )
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Ainsi donc on trouve que

o~

Ve >0, (Gex f)(x) = (2m) / SOG. () Fle)de.

Rd
Le théoréme 5.4.5 page 96 dit que si (€, )nen est une suite de réels strictement positifs tendant
vers 0, alors lim ||Ge, * f — f|lp1mey = 0. Le théoréme 5.1.2 page 79 assure que qu’a une
n—oo

extraction prés que nous omettons de noter, pour presque tout x dans Rd,
lim (G, * f)(x) = f().
n—o0

L’assertion (7.7) assure alors que pour presque tout x de R?,

fa) = (2m) ! | e fle)ae.
Ra
Le théoréme de continuité sous 'intégrale affirmant que le terme de droite de 1’égalité ci-dessus
est continue permet de conclure la démonstration de (7.4) et du fait que la fonction f est alors
continue.

Pour démontrer (7.5), observons tout d’abord que le fait que f et f soit dans L'(R%)
implique que f est une fonction bornée et ainsi donc f et f sont toutes deux de carré intégrable.

En remarquant que F(f) = F(f) et en utilisant la proposition 7.1.4, on peut écrire

em)~fR. = / @2m) U FF)E)(F(F)(€)de
Rd
= [ e P @ F-s

La formule d’inversion de Fourier telle qu’exprimée dans (7.6) assure alors que

(2m) | 7112, = / f—a)F(—)dw = || ]2
Rd

ce qui conclut la démonstration du théoréme fondamental de 'analyse de Fourier. O

Ce théoréme, fondement de I'analyse de Fourier, a d’innombrables applications. Donnons
tout d’abord deux corollaires.

Corollaire 7.2.1. La transformation de Fourier s’étend en une application linéaire continue
inversible de L*(R?) dans L*(R%) qui vérifie

~ d
Ve LP(RY), [Ifll2way = 2m)2 || 1l 12 (ray-

Démonstration. La transformation de Fourier est bien définie sur D(]Rd) qui d’aprés le co-
rollaire 5.4.2 page 98 est dense dans L?(R?). Le corollaire 7.1.1 nous autorise & appliquer la
relation de Fourier-Plancherel (7.5) aux fonctions de D(R?). Le théoréme de prolongement 1.2.4
page 17 permet d’étendre F en une application linéaire continue de L?(R?) dans lui-méme, la
relation de Fourier-Plancherel s’étendant bien sar a tout espace L2. La seule chose restant &
démontrer que la surjectivité de F. La proposition 7.1.4 implique en particulier que

V(f.9) € D(R?), (Ffl9)r2may = (f|fg)L2(Rd)' (7.8)
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Pour démontrer que F est surjective, nous allons tout d’abord observer que l'identité de
Fourier-Plancherel implique que F(L?) est fermé, puis nous allons démontrer que F(L?) est
dense en utilisant la critére 4.2.2 page 66 qui affirme qu’il suffit de démontrer que F(L?)* est
réduit & la fonction nulle. En effet, si g est une fonction de L?(R%) telle que

Vfe L*RY), F(f)lg)rzme =0,

alors la relation (7.8) étendue a tout L? implique que Fg est nulle et donc aussi g puisque F
est injective. O

Corollaire 7.2.2. Soient f et g deux fonctions de L'(R?) dont la transformée de Fourier aussi
dans L*(R%). On a R
F(fg) = (2m)~"f*3.

Démonstration. Appliquons la proposition 7.1.3 & fet g. Ceci donne
F(f*g)=FfF?g = (2m)*fg.
Ceci peut s’écrire R
(f*9) = 2m)*'F~(f3)

La formule d’inversion de Fourier du théoréme 7.2.1 assure le résultat. O

7.3 Démonstration du théoréme de Rellich

Le but de cette section est de démontrer le théoréme de compacité 6.3.2 dit de Rellich que
nous rapellons.

Théoréme 7.3.1. Toute partie bornée de Hg(Q) est d’adhérence compace dans L*(12).

Démonstration. Nous allons démontrer que, pour tout réel strictement positif «, on peut recou-
vrir une partie bornée A de H&(Q) par un nombre fini de boules de rayon « pour la norme L?.
Pour ce faire, commengons par démontrer que si y est une fonction de D(B(0, 1)) d’intégrale 1,
alors

() ool =t &

ou C) est une constante dépendant de x. D’aprés la relation de Fourier-Plancherel (théo-
réme 7.2.1 page 116 et d’aprés le théoréme 8.2.5 on a

|Zx(2) a=all = eof|F(Gx(2)*e-d)]

= (2m?||x(e)a —al| o

d
2

L2

L’inégalité des accroissements finis et le théoréme 7.1.1 implique que

IX(Q) =11 < [CIIDX] o<
< [¢ fgj,agxdnijHLl(Rd)'
Ainsi donc, on en déduit que
1 . ~
|57 (:) el <ot
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La proposition 7.1.1 et la relation de Fourier-Plancherel assurent alors I'inégalité (7.9). Nous
allons maintenant démontrer que, pour tout € dans Uintervalle ]0, 1[, ’ensemble

def [ 1

B. = €dx<é>*a, aeBHé(Q)(O,l)}

est une partie d’adhérence compacte dans C(Q+ B(0, 1)). Pour ce faire, observons tout d’abord
que, d’aprés l'inégalité de Poincaré, on a, pour tout  de Q + B(0, 1),

ENORE Hm( ).

< 7IIXIIL2\IWIIL2~ (7.10)
€2

IA

[l

De plus, d’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a

2n() et~ () ot

P (x(2) )]

_d
|z — 2’| e72 || 2] Vall 2.

IN

IN

Pour tout ¢ de l'intervalle ]0, 1, I'ensemble B est une partie équicontinue de C(Q + B(0,1)).
D’aprés I'inégalité (7.10) et le théoréme d’Ascoli (voir le théoréme 2.4.1 page 40), ’ensemble B,
est une partie relativement compacte de C(Q2+ B(0, 1)). Elle peut donc étre recouverte par une
famille finie de boules (pour la norme de la convergence uniforme sur Q + B(0,1)) de rayon

(%

(,u(ﬁJr B(0, 1)))

[

Comme on a, pour toute fonction f bornée supportée dans Q + B(0, 1),

1fllz2 < (@ -+ B(0,1)) 2|1 ]l 10e,

On a démontré grace a (7.9) que Be était d’adhérence compacte dans L%(). O
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Chapitre 8

Les distributions tempérées en une
dimension

Introduction

Ce chapitre constitue 'un des aboutissements de ce cours. Comme nous ’avons vu au
chapitre 3, le fait de savoir si un espace de Banach pouvait étre identifié, via une forme bilinéaire
continue, au dual d’un autre (voir la définition 3.2.1 page 52) était un point important. En
fait, ceci permettait d’extraire de toute suite bornée une suite convergeant en un sens affaibli :
la convergence dite faiblex.

Lorsque au chapitre 5 nous avons étudié les espaces de fonctions de puissance p iéme
intégrable, nous avons vu que la connaissance des familles de moyennes pondérées

( /Q f@eds)

pour ¢ variant par exemple dans une partie dense A était une information parfois plus parlante
et facile & manier que la connaissance de toutes les valeurs ponctuelles de la fonction f.
Ainsi, les fonctions apparaissent comme des formes linéaires continues sur certains espaces de
fonctions. C’est ainsi que nous allons généraliser ici la notion de fonction. Le point de vue que
nous adaptons est celui des distributions tempérées qui est un point de vue global sur tout
I’espace R. Il est particuliérement adapté & la généralisation de la tranformation de Fourier
a une large classe de fonctions et pas seulement les fonctions L' ou L? comme au chapitre
précédent. Pour ce premier contact avec les distributions tempérées, nous avons, dans un souci
de simplicité, fait le choix de se restreindre a la dimension 1.

Dans la premiére section, nous allons définir le concept de distribution tempérée et montrer
comment il généralise celui de fonction localement intégrable (avec une petite condition a
I'infini prés). A ce titre, le théoréme 8.1.1 montre bien comment la connaissance de

( /Q f@)p)is)

pour un certaine espace vectoriel E équivaut a la connaissance de la fonction (au sens usuel des
fonctions c’est-a-dire au sens des valeurs ponctuelles). Ensuite, plusieurs exemples sont données
de distributions tempérées qui ne sont pas des fonctions. Enfin, on montre comment la notion
de convergence faiblex conduit & réviser les notions de convergence (voir la proposition 8.1.4).
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Dans la seconde section, nous définissons des opérations sur les distributions par transpo-
sition. Ceci introduit une nouveauté radicale : toutes les distributions admettent une dérivée!
et 'on peut définir la transformation de Fourier de toute distribution tempérée. La suite de la
section montre diverses formules qui peuvent parfois surprendre un peu.

Dans la troisiéme section, nous donnons deux applications de cette théorie; I'un & un
probléme de ’analyse classique dont la résolution dans le cadre strict des fonctions est difficile
et qui ici ne prend que quelques lignes. Ensuite, nous établirons une formule intégrale pour la
résolution de ’équation

u—u = f

avec des conditions de nullité pour v en —oo et +oo.

8.1 Définition des distributions tempérées ; Exemples

La premiére chose & définir est I’espace des fonctions de test. L’introduction de cet espace
est justifé par les propriétés de la transformation de Fourier (voir Proposition 8.2.1).

Définition 8.1.1. On désigne par S(R) (ou bien par S) I'ensemble des fonctions f indéfiniment
différentiables sur R telles que

¥n € N, [|f]lns E maxsup(l + |2))"[f®) (2)] < oo
k<n xER

Les distributions tempérées vont appaitre comme des formes linéaires (vérifiant une pro-
priété de "continuité") sur cet espace. Plus précisément, on pose la définition suivante.

Définition 8.1.2. On appelle distribution tempérée sur R une forme linéaire définie sur I’es-
pace S(R) et qui vérifie

IneN, 30/ Vp e SR), (T, ¢)| < Cllglns- (8.1)

On note S'(R) 'ensemble de ces formes linéaires. De plus, soient une suite (T,,)nen d’éléments
de 8'(R) et T un élément de S(R). On dit que la suite (T}, )nen converge vers T si et seulement si

V¢ € S(R), (Tn, ¢) = (T’ ¢).

Nous allons donner une suite d’exemples de distributions tempérées.

lim
n— o0

Définition 8.1.3. Soit p un élément de [1, +oc], on désigne par L ,(R) 'ensemble des fonctions
localement intégrables telles qu'il existe un entier N tel que (1+ |z|)~" f(z) soit dans LP(R).

Exercice 8.1.1. Démontrer que les espaces L?VI (R) forment une famille décroissante d’espaces,
c’est-a~dire que si p < ¢, alors LY, (R) C L%, (R).

Exercice 8.1.2. Démontrer que la fonction exponentielle n’appartient pas a L};(R)
Théoréme 8.1.1. Soit ¢ I'application définie par
Ly[R) — S'(R)

£ ) e [ f@etad

est une injection linéaire. De plus, on a la propriété suivante. Soit N tel que (1 + |z|)~N f(x)
soit dans L'(R), alors

(), o) < I +1- )N Fllzaléllv.s.
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Démonstration. Soit f une fonction de L}, (R) telle que ¢(f) = 0. Nous allons démontrer que,
pour tout couple de réels (a,b) tel que a soit strictement inférieur & b, on a

/a @l =0

ce qui assurera le théoréme. On se donne une fonction y de D([—1, 1[) paire et d’intégrale 1
et on considére I’approximation de l'identité associée, c’est-a-dire la famille

xe(a) € e (2)-

On définit enfin la fonction g par

 F@)
9) = 1)

si f(xz)#0 et 0 sinon.
C’est une fonction de L*°(R). La fonction

déf
Pe = Xe * (1[a,b]9)

est une fonction indéfiniment différentiable & support compact sur R, donc une fonction
de S(R). Par hypothése, on a

I. def /]R f(z)pe(z)dx = 0.

Pour tout ¢ dans l'intervalle |0, d[, la fonction

r—y

(2,9) — (=) L9 @) = ==X (=) Loy 90)F () a1 ()

€

est une fonction de L!'(R x R). En effet, la fonction est bornée en module par 1; d’aprés le
théoréme de Fubini 5.1.5 page 79, pour tout € plus petit que 6,

_ T—y
/ (=) ey Wla W)L s00) (@) @)l dady < X0 2 11 a-spra 122
RxR €
Le théoréme de Fubini-Tonelli 5.1.6 page 80 joint & la parité de la fonction x assure alors que
L= [ xelo = )ty @)dady
RxR
= [ el = 0000500y 0 (@) dody
X

= [ ([ xetr - otisara@@is ) 1tidatay

[ (6 * o) D) 00 9)a):

Le théoréme 5.4.5 page 96 dit que
ii_lg%H(Xe * (La—spra) ) = Lja—spra) £l 1 =0
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Comme g appartient & L*°(Q2), on a

0 = limI.

e—0

- / La—sa) (&) F () Ly ()9 (v)dy
o Fly)
= /af(y)lf(y)ldy
b
/ £ (y)ldy.

D’ou le théoréme. O

Remarque Toute fonction de L}W s’identifie ainsi & une distribution tempérée.

Proposition 8.1.1. La forme linéaire définie par

(ko)=L [" e e,

2 J_w x
est une distribution tempérée.
Démonstration. D’aprés 'inégalité des accroissements finis, on a

|p(2) = p(=2)| < 2|z[sup |¢'(2)].
z€R

Par définition des semi-normes sur S, on a

2
z)—p(—z) < .
o(e) = o(=o)] < T rlelhs
Ainsi donc,
veer/l <1, |[PEEE o et
z) —p(—z 2
veeR/le 21, |PDEED < 2
z |z
La fonction z — M est donc intégrable sur R et la forme linéaire ainsi définie est
x
continue sur S. O

Proposition 8.1.2. Soient a dans R et k dans N. La forme linéaire définie par

def

(@, 0) € (-1)"¢®(a)
est une distribution tempérée.

Démonstration. 11 suffit d’observer que par définition des semi-normes sur S, on a

[ ()] < Call

|k,s-

ce qui assure le résultat. O
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Proposition 8.1.3. La forme linéaire définie par

<Pf%, 80> _ ;/O; p(z) + 90(;233) —2¢(0) i

est une distribution tempérée.

Démonstration. L’inégalité de Taylor a I'ordre deux assure que

(o) + p(-0) ~ 260)| < - sup ()

Ainsi donc on a
p(z) + o(—z) — 2¢(0)
22

< mi 1
< min{1, 125 } el

1
Ceci assure que Pf — est une distribution tempérée. O
z
déf ol
Proposition 8.1.4. La suite de fonctions Sy (x) = Z sin(nx) converge dans S'(R).

n=1

Démonstration. 11 agit de trouver une distribtion tempérée S telle que, pour toute fonction ¢
de S, on ait

N
lim Zl /R sin(nz)é(z)dz = (S, 6).

N—o0
n=

En intégrant par parties deux fois, il vient, pour tout entier n supérieur ou égal a 1

/Rsin(nmﬁb(x)da: -1 sin(nz)¢” (z)dx. (8.2)

C’est une fonction continue et bornée sur R. On pose alors, pour ¢ dans S,

def

(S,¢) = /Rz(w)qﬁ”(m)dm.

Ceci définit une distribution tempérée. De plus pour tout fonction ¢, d’aprés (8.2), on a

N
lim ; /R sin(nz)p(x)dz — /R S(@)¢" (z)dz = (S, ).

N—oo

La proposition est démontrée. O
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8.2 Opérations sur les distributions tempérées.

L’idée fondamentale est la suivante : comme nous venons de l’esquisser au travers de
quelques exemples, 'espace S’ est beaucoup plus "gros" que 'espace S ; sur cet espace S, on
peut définir beaucoup d’opération, en particulier la dérivation, la transformation de Fourier,
la convolution par une fonction dont la croissance est controlée. Pour cela, il importe de définir
une notion d’application linéaire continue de & dans S.

Définition 8.2.1. Une application linéaire A de S dans Iui-méme est dite continue si et
seulement si

Vk € N,3(Ck,nx) €]0,00[xN/ Vo € S, [|Adlrs < Ckl/fllny.s-
Introduisons les deux espaces de fonctions suivants.

Définition 8.2.2. On appelle espace des fonctions a croissance modérée (ou lente) et 'on
désigne par Oy 'espace des fonctions f indéfiniment différentiables sur R telles que

VkeN, INeN, 3C eRT /Vz e R, |fP(x)] < (1 + |z])V.

On désigne par L}S I’espace des fonctions localement intégrables telles que, pour tout entier N,
la fonction (1 + |z|)N f(x) soit dans L.

Les polynomes sont d’excellents exemples de fonctions de Ops. Les fonctions localement
intégrables décroissant a I'infini plus vite que toute puissance négative de |z| sont d’excellents
exemples de fonctions de L}g.

Proposition 8.2.1. Les applications linéaires suivantes sont continues de S dans S au sens
suivant : )
— Dapplication ¢ — ¢(x) d:efgb(—:r);
— Papplication ¢ — (—1)F¢®) ;
— la transformation de Fourier définie a la définition 7.1.1 page 113;
— si f désigne une fonction de Oy, I'application My qui désigne la multiplication par f ;
— si f désigne une fonction de Lk, I'application fx qui désigne la convolution par f,
c’est-a-dire que

fdla) & /R F)ble - y)dy.

Démonstration. La premiére continuité est évidente. Pour la seconde,observons que, par défi-
nition des normes || - || s, il est immeédiat que

16ks < Cllgllk+es-

Pour la continuité de la multiplication, il suffit d’appliquer la formule de Leibnitz qui dit que
(fo) ) = Z CL k=00
<k

Comme la fonction f appartient & Oy, il existe un entier IV tel que, pour tout entier ¢ plus
petit que k, on ait
vz eR, [fO () <C@+[z)V.

On en déduit alors que
[ follks < Crlollk+n,s-
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Démontrons la continuité de la transformation de Fourier. Obervons que le théoréme 7.1.1
page 114 implique que

M(9) = ~IMF(M[) = ~F((M¢)') = —¢ — F(M{).
Il en résulte que

(1+ EDISE)] < 2010l 1) + M| 2y < 20 fll3,s-

Nous amettons la démonstration générale pour les semi-normes d’indice k sur S(R).
Etudions maintenant la convolution. Par dérivation sous le signe somme, on a

(F20)¥ @) = [ 1))~ ).
R
Comme |z| < 2max{|z — y|, |y|}, on a
(1+ [2)* < 25 ((1+ o — )" + (L + y))*)
Ainsi donc, on peut écrire que
1+ [z)¥[(f + ¢) P ()] < Qk/R F)IA+ |z = y)*[0%6(z — y)|dy
+2° [ @ M) 00— ldy,
R

On en déduit alors que
1f*@llks < ClIA+[-DFfllor gl

D’ou la continuité de la convolution O

k,S-

Nous pouvons donc définir leur transposée (qui leur rassemble souvent beaucoup) sur 'es-
pace S’. C’est une extension spectaculaire. Tout repose sur le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.1. Soit A une application linéaire continue de S(R) dans S(R). Alors I’appli-
cation linéaire ' A
[ S® — SE®
T +—— 'AT définie par (*AT,¢) = (T, A¢).

est bien définie. De plus, elle est continue au sens suivant : si (T,,)nen est une suite de dis-
tributions tempérées qui converge vers une distribution tempérée T, alors la suite (*AT},)nen
converge vers 'AT.

Démonstration. Par définition T est une forme linéaire continue sur S(R) et A une application

linéaire continue de S(R) dans lui-méme. Donc la composée L AT 4 75 A est une forme linéaire
continue sur S(R) donc une distribution tempérée.

De plus, soit (T}, )nen est une suite de distributions tempérées convergeant vers T au sens
de la définition 8.1.2. Par définition de la convergence, ceci signifie que, pour toute fonction 6

de S(R),
E£<Tn,9> =(T,0).

En appliquant cela avec § = A¢, on trouve que
Vo € S(R), lim(*AT,,, ¢) = (‘AT ¢).

D’ou le théoréme. O
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Comme premiére application de ce théoréme, on peut définir étendre I'opération ~ aux
distributions tempérées par la formule

= deéf Y
VoesS, (T,¢) = (T,9)
Définissons maintenant les dérivées d’une distribution tempérée.

Définition 8.2.3. Soit k un élément de N. On appelle dérivation d’ordre k sur S’ la transposée
k

de I'application linéaire continue de S(R) dans lui-méme (—1) ce qui s’écrit, pour une

k
o dz*’
distribution tempérée T,

Vo € S(R), (TW, ¢) %0 (T, (—1)kp®).

Notons tout d’abord que pour toute fonction f de classe C! a support compact sur R,
on a, par intégration par parties,

Vo € S(R), /R f(@)d(a)de = — /R F(@)¢!(x)d.

Donc pour la fonction de classe C!, les deux notions coincident.

Remarquons que la fonction ¥ qui apparait dans la démonstration de la proposition 8.1.4

n’est autre que
d\2e= 1
—(%> Zﬁsm(n)

c’est-a-dire la dérivée seconde au sens des distributions de la fonctions bornée et uniformément

continue
(o]

1
T — Z - sin(nz).

n=1
Nous allons voir sur un exemple trés simple comment la dérivée au sens des distributions
prend mieux en compte les variations de la fonction que la notion classique de dérivée lorsque
les fonctions ne sont pas de classe C'!, par exemple lorsque qu’une fonction est dérivable sur R
sauf en un point. Nous avons la proposition suivante.

d
Proposition 8.2.2. On a d—lRJr = dp.
x

Démonstration. 11 ’agit de d’étudier, pour ¢ dans S(R), 'intégrale

- / 1g+ (2)()dz.
R

Une intégration par parties assure que

A
—/ 1g+ (2)¢ ()de = — lim / ¢ (v)dx
R A—o0 0
= Jim (6(0) — 6(A))
—00
= ¢(0).
Par définition de la masse de Dirac en 0, ceci démontre la proposition. u
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Nous allons maintenant & titre d’illustration calculer la dérivée de la fonction x — log |z|.

1
Proposition 8.2.3. Soit vp— la distribution tempérée définie a la proposition 8.1.1. On a, au
T

sens des distributions,

dx

Démonstration. 11 S’agit d’étudier, pour une fonction ¢ de S(R), 'intégrale

1
log || = vp—-
X

1¢) = = | loglel/(z)da.

D’aprés le théoréme de la convergence dominée, on a

. def
160) =l 1.(0) <~ [ loglalé/ (@)
=0 R\[~e.¢]
Par intégration par parties, on trouve que
o(x
1) = (66) — o-oge+ [ A,
R\[-ce] T
Par le changement de variable x = —y, on trouve que
1 o(x) — o(—x
1) = (9(e) — d(-eloge+ 5 [ A=Ay,
2 R\[—¢,¢] €T
La proposition 8.1.1 affirme en particulier que la fonction
o) — 6(-a)
x
est intégrable sur R. Le théoréme de convergence dominée assure le résultat. O
Exercice 8.2.1. Démontrer que
d 1 Pf 1
vp— = —Pf—
dz Pz x2

Nous allons maintenant définir la notion de primitive (sur R) d’une distribution tempérée.
Avant cela, démontrons le résultat suivant.

Théoréme 8.2.2. Soit T une distribution tempérée telle que T" = 0. Alors T est une fonction
constante au sens ou

T.6) =c [ o(wis
R
Démonstration. Le résultat repose sur le lemme suivant.
Lemme 8.2.1. Soit Sp(R) I'ensemble des fonctions de S(R) d’intégrale nulle. L’application

So(R) — S(R)
I[D xr
o oo [ sy
est une application linéaire continue de So(R) dans S(R) telle que pour tout ¢ de Sp(R),
on a (P¢) = ¢.
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Démonstration. Si x est inférieur ou égal a —1, alors on a

xX
1
Pe)(z) < ¢ N+2,s/ ——— 54y
|(Pg)(x)] 2l R
N 0 1
< ol Vollvens [ rrrde
—oo (L+[y])?
Si z est supérieur ou égal a 1, on utilise la nullité de I'intégrale de ¢ pour écrire que
+oo
(Po)(z) = — o(y)dy
x
et l'on fait le méme raisonnement. Ensuite, on observe que (P¢)’ = ¢ pour conclure. O

Poursuite de la démonstration du théoréeme 8.2.2 On considére dans toute la suite de cette dé-
monstration une fonction ¢ de S(R) d’intégrale 1. On considére alors la projection p de S(R)
sur So(R) parallélement a la droite engendré par ¢q, c’est-a-dire Papplication

+o00o

p@) =0~ (|  oldy)or (8.3)

D’apres le lemme 8.2.1, on a (P(p(¢)) = p(¢). Comme on a supposé que T" était nulle, on en

déduit que
+oo

(T.p(6) =0=(T.0) ~ (| o(y)dy)(T,6).

D’ot le théoréme. 0

Nous allons maintenant appliquer ces idées & la recherche de primitive de distributions en
dimension 1.

Proposition 8.2.4. Soit T une distribution tempérée sur R. Il existe une distribution tempé-
rée S telle que 8" = T et deux distributions tempérées vérifiant cette propriété différent d’une
constante.

Démonstration. Soit ¢; une function de S(R) d’intégrale 1. Montrons que S & _tpr ve
rifie S = T. Observons que, pour toute fonction ¢ dans S(R), ¢’ est d’intégrale nulle et
donc que

d
Po—=1Id )
°© dx S(R)

On en déduit par transposition que

‘(Po C%) = Tdg/(g)

Comme ‘(AB) = 'B'A, on en déduit que

t(di> olP = IdSI(R) .

X

d d
Le fait que t (d—) = 0 assure le résultat. O
T T
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Remarque Une démonstration plus explicite peut étre faite en définissant simplement la
distribution tempérée S par

5.6) (o)) avee Popo) ™ [ (o)~ ([ stdy)ortn)ay

ol ¢; est une fonction de S(R) d’intégrale 1, par exemple la fonction /7e .

Le lien entre primitive et dérivée peut étre précisé de la maniére suivante.
Théoréme 8.2.3. Soit T une distribution tempérée sur R. Si sa dérivée (au sens des distri-
butions) T" est une fonction L};(R), alors T est une fonction continue et l'on a

T(x) = /Ox T'(z)dz + C.

Démonstration. Elle repose sur le lemme suivant que nous admettrons un court instant.

Lemme 8.2.2. Soit f une fonction de L}, (R). Alors

d T

el dy =

= | e = r@
au sens des distributions.

xT
Posons F(x) = / T'(y)dy. D’aprés le lemme 8.2.2, on a F' = T’. D’aprés la proposi-
a

tion 8.2.2, on a
T-F=C.

D’out le théoréme, pourvu bien stir que nous démontrions le lemme admis. O

Démonstration du lemme 8.2.2 D’aprés la définition de la dérivation au sens des distributions,
il s’agit de démontrer que, si

Fo) % [7 rd
(2) /0 f(y)dy,
alors on a
V6 € S®). - [ Pl) (@ = [ fla)oa)de.
Observons que si

def

7t (@) eR?, 0<y <z} et T-E{(e,y) eR?, z<y<o},

les fonctions
17+ (z,y)f(y)d' (x) et 1z-(z,y)f(y)¢'(z)
sont intégrables sur R?. En effet, par définition de L1, (R),

def

100) [ 1n @)l @)]16 @)dedy
< /R @)1+ )V 10/l dedy - avec F e L) (R).

D’aprés le théoréme de Fubini sur les fonctions positives, on a
I(7,:6) < Coa [ (14 o) H16/(@0)ldo < Coraldlarsas
R
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Le fait que 17-(z,y)f(y)¢'(x) se démontre de maniére strictement analogue. Observons que,
grace au théoréme de Fubini, on peut écrire que

—/RF(x)qb’(x)dm = _/R(/yoo ¢/(33)d$)1[0700[(y)f(y)dy
+/R(/Oj gb’(x)dx)l]_oo,o](y)f(y)dy
- /]R DY) L(0,00((¥) f (y)dy + /R A(Y) 1) o,0(v) f(y)dy
- /R o) (y)dy.

Le lemme 8.2.2 et donc le théoréme 8.2.3 est démontré. O

Définissons maintenant la multiplication par une fonction de Q.

Définition 8.2.4. Soit § une fonction de Oy;. La multiplication par 6 sur S’ est la transposée
de la multiplication par 0 sur S, ce qui s’écrit pour T' dans &',

(0T, ¢) (1, 09).

Il est clair que si T est une fonction de L alors la multiplication ainsi définie coincide
avec la multiplication usuelle des fonctions.
Nous allons maintenant démontrer une généralisation de la formule de Liebnitz.

Proposition 8.2.5. Si 0 appartient a4 Oy et T a S’, alors on a, pour tout entier k,

(o7)*) = " Crot=O7®),
1<k

Démonstration. 11 suffit de démontrer que (T) = 6'T + 0T et ensuite d’itérer comme dans
le cas classique. Par définition de la dérivation et de la multiplication, on a

(0T).¢) = —(0T.¢)
= —(T.0¢).

La formule de Leibnitz pour les fonctions réguliéres implique alors que
<0T/a ¢> = _<T7 (0¢)/> + <T7 0l¢>

A nouveau par définition de la dérivation et de la multiplication, on en déduit que

((0T),¢) = (T",08)+(T.0'¢)
= (0T +06'T,¢).

D’ou la proposition. O
Définissons maintenant la convolution par une fonction de Lg.

Définition 8.2.5. Soit f une fonction de Lé. On définit la convolution par f sur les distri-
butions tempérées comme la transposée de la convolution par f sur S, ce qui s’écrit

(f % T,0) LT, Fx 9.
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Vérifions que l'on a bien généralisé la convolution définie grace au théoréme 5.4.1 page 93.
Soit g une fonction de L!(R), on a

(W(g) Fxd) = /R o) (f * 6)(x)de
= [ s Fa=notdy)dz.
Le théoréme de Fubini implique que

(lg), Fxd) = /R gl = a)o(e)ds

= [a@( ] 1@ notdy)da
= [ nwewi.

D’ou le résultat.

Les rapports entre convolution et dérivation sont décrits par la proposition suivante.
Proposition 8.2.6. Soit f dans L§ et T dans S'. Pour tout entier k, on a
(f+T)® = fxT®)
Démonstration. Par définition de la dérivation et de la convolution sur &', on a
(f+T)W.0) = (f>T,(-1)"")
= (T fx(=1)F").
D’aprés la théoréme de dérivation des intégrales, nous avons
Fxo® = (Fxo).
A nouveau d’aprés la définition de la dérivation et de la convolution sur &', on en déduit que
(f*D)®,0) = (TW, fxg)
(f>TW, ).
D’ou la proposition. O

Un point fondamental de la théorie est I'extension de la transformation de Fourier aux
distributions tempérées. Au chapitre précédent, nous avons vu que la transformation de Fourier
peut étre définie sur L'(R) mais peut étre étendue a L?(R). Le fait que la transformation de
Fourier envoie continiment S(R) dans S(R) (voir le théoréme 7.2.1 page 116) autorise a étendre
la transformation de Fourier a S'(R).

Définition 8.2.6. On appelle transformation de Fourier sur 8’ la transposée de la transfor-
mation de Fourier sur S, ce qui s’écrit

Vo €S, (FsT,d) = (T,¢).

La proposition suivante montre qu’il s’agit bien d’une généralisation de la transformation
de Fourier.
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Proposition 8.2.7. Pour tout fonction f de L*(R), on a

~

Fsr(u(f)) = ().

Démonstration. Avec les notations du théoréme 8.1.1, on a, pour toute fonction ¢ de S,

fS’L(f)v¢> = <L(f)7¢>

Vu que la fonction ‘
(z,) — f(x)e”“e(¢)

est intégrable sur R X R, on en déduit que

)

~

o) = [ Fepolone
(u(f), ®)

D’ou la proposition. O

Nous allons maintenant généraliser les formules de base sur la transformation de Fourier.

Théoréme 8.2.4. Pour toute distribution tempérée T, et pour tout o de N, on a
ffq/T = 27TT, (fg/(T))/ = —iFs(MT) et Fs (T/) =iMFsT.

Démonstration. Pour tout ¢ de S, on a F2¢ = 2r¢. Par transposition, nous avons donc, pour
tout T de &,
(*F)2T = F4T = 2nT.

D’oul la premiére formule. Pour les deux autres, il suffit de le vérifier pour des a de longueur 1.
Pour ¢ dans S, on sait d’aprés le théoréme 7.1.1 que

F(i¢h) = &b et F(zg) = —i(9).
Les deux derniéres formules s’en déduisent par transposition. O

Remarque Dorénavant, nous cesserons de distinguer par les notations la transformation de
Fourier des fonctions de L'(R) et la transformation de Fourier des distributions. Pour tout 7'
de §'(R), nous noterons donc T ou bien F(T) sa transformée de Fourier.

Comme applications du théoréme 8.2.4 ci-dessus, nous allons tout d’abord calculer la trans-

formée de Fourier de la fonction constante 1, puis celle de la distribution tempérée vp— de la
x

proposition 8.1.1.

Proposition 8.2.8. Nous avons les formules suivantes
f%ﬁﬂ,ﬂﬂz%%etf@%ﬁ@z%w~
Démonstration. La premiére formule résulte simplement du fait que
(F60).6) = 30) = [ oo
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La seconde résulte de la formule d’inversion de Fourier sur 8’ qui donne ici
.7:250 = ]:(1) = 27‘(‘(50.

Etudions maintenant le cas de la valeur principale. Par définition de la valeur principale, on a,
pour toute fonction ¢ de S(R),

< 1 > 1/00 x¢(x)+w¢(—90)d$

wo2) =

Lo x

1

— 5 [6(e) + d(-o)is

R
= ¢(x)dx
R

= (1,9).
1

Ainsi donc z vp— = 1. En utilisant le théoréme 8.2.4, on en déduit que
T

1d~

——=—T = F(1).
e F(1)

Or, on sait que F1 = 27dy. Ainsi donc, nous avons
d%f = —2im.

Ainsi donc, on a, d’aprés la proposition 8.2.2 et le lemme 8.2.2, nous avons
T = —2irH () +C

ou C est un scalaire & déterminer. Pour ce faire, observons que la valeur principale est une
distribution impaire, c’est-a-dire que

1
Vp— = —Vp—-
x x

De plus, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la transformée de Fourier d’une distri-
bution tempérée impaire est une distribution tempérée impaire. Ainsi donc la distribution T'
doit étre impaire et donc C' = im. D’ou le résultat. O

Etudions maintenant les relations entre convolution, produit et transformation de Fourier.
Il s’agit en fait de généraliser (c’est-a-dire transposer) la proposition 7.1.3 page 115 et le
corollaire 7.2.2 page 118.

Théoréme 8.2.5. Soit 6 une fonction de S et T une distribution tempérée. On a
FO«T)=0T et FOT)=(2m)'0+T.

Démonstration. Par définition de la transformée de Fourier et de la convolution, on a, pour
toute fonction ¢ de S,

-~

(F(OxT),¢) = (OxT,0)
Tﬁ*(}b\)
= (T, F (6 9)).

|
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D’aprés la formule d’inversion de Fourier et la formule de calcul de la transformée de Fourier
pour la convoluée des fonctions (voir Proposition 7.1.3 page 115), on a

-~

FHOx0)(€) = (2m) ' F(0x¢) (=€)
— @0 / ee199(y — ) F(y)dyda
RxR

I
—

2m) ! / e 0y — 2)e' W) f(y)dyda
RxR

bOF 1))
0(£)e(8)-
Par définition de la multiplication, on en déduit que

(F(T%0),¢) = (T,00) = (0T, ).

D’ot la premiére formule. Pour établir la seconde, appliquons la premiére a F() et F(T), ce
qui donne

F(F@)«F(T)) = F*0F*T = (2m)?07T.
En appliquant la transformation de Fourier & cette relation, on trouve que
F2(F(0) x F(T)) = (2m)2F(0T).

La formule d’inversion de Fourier assure le résultat. [l

8.3 Deux exemples d’applications

Comme premiére application de ce résultat, on peut citer le théoréme suivant, qui est une
question classique d’analyse harmonique.

Théoréme 8.3.1. Il existe une constante C' telle que, pour toute fonction ¢ de S(R), on ait

1
|6 xvp=]| , = 7lolze.

Démonstration. Utilisons la transformation de Fourier. D’apreés la proposition 8.2.5, on a

Foxw) =67 (w1 ) = —iwécﬁ?(s).

Le théoréeme de Fourier-Plancherel 7.2.1 page 116 assure que

(2#)% ]-"((b * Vp%) ‘
i e H(O) .

7|9l L2

1
* —
H¢ Vpx’ L2 L2

(2m)z

D’ou le théoréme. O
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Donnons une application a la résolution explicite d’une équation différentielle.

Théoréme 8.3.2. Soit f une distribution tempérée sur R, il existe une unique distribution
tempérée u solution de
U — u// — f

dans l'espace S'(R). Elle est donnée par la formule
1
u = §e*|‘| * f.
Démonstration. Pour démontrer cela, utilisons le théoréme 8.2.4 pour affirmer que
F((Id=A)u) = (1 + |¢]})a.
Le théoréme 8.2.4 d’inversion de Fourier permet d’écrire que
([d-A)u=f < 1+[¢a=]

La fonction € — (1 + [£[2)*! est une fonction indéfiniment différentiable & croissance lente.
D’ou il vient que

1+ ¢
u
1+ (€2

)
Il

1~
e
Donc la solution de ’équation s’écrit

o1 L=
=t <1+€PO’

Lorsque d = 1, on utilise I'exercice 7.1.1 page 113 qui affirme que

Ly = L
57O = e

Ceci conclut la démonstration du théoréme. O
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