HAS8301 : Math pour PEIP
Planche TD 3 : Séries

Exercice 1 (cos et sin, exercice complexe) Soit # un nombre réel,

einG
S converge et calculer sa somme

1. Montrer que la série
P . - . 0
2. En déduire la nature et, si convergence, la somme des séries de termes généraux % et
sin(nd)
27L

Exercice 2 (Limite par calcul explicite) On considére la série ) -, m
1 _ _a b
(2n+1)(2n+3) ~ 2n+1 + 2n+3°

1. Déterminer deux réels a et b tels que

2. On pose u, = 1/(2n + 1), montrer que Zgzo m = 2 (uo — un41).

3. En déduire la convergence et la valeur de -, m

Exercice 3 (Critére de négligeabilité, comparaison avec les séries de Riemman)

1. Soit u, une suite positive tel que il existe A, B avec u,, < An®, montrer que la série de
terme géneral e~"u,, converge.

2. En fonction de  réel, discuter la nature de la série de terme général

(n+1) (nil)

nB

Exercice 4 (Séries de Bertrand) On s’intéresse a la convergence des séries ) -, W

1. On suppose a < 1, montrer qu’il existe 6 < 1 tel que % = o(m). En déduire que la
série diverge.

2. On suppose « > 1, montrer qu’il existe § > 1 tel que W"(n) = 0(1/n?). En déduire que
la série converge.

3. On suppose que o = 1, montrer, en comparant avec une intégrale, que la série converge
si et seulement si 5 > 1.

Exercice 5 (Béte et méchant) Nature des séries de terme général u,, dans les cas suivants :

1 vn

- Un = 14+n?



2. Uy = ccoosshh((;;z))

3. u, = (nLH)n
n \"°

4w = (345)

Exercice 6 (Cauchy, D’Alembert...) Déterminer la nature des séries de terme général u,
lorsque :

_n!
1. u, = Tl

_ (n+1)?
2. up, =3

. nin(n)
3. u, = s

_ (n9?
4. u, = 5]

Exercice 7 (“Séries entieres” for dummies) Soit v, une suite strictement positive telle

que vz—:l tende vers [ et soit a un réel positif, on pose u,, = a"v,.
1. Déterminer la limite en 400 de “2£L.
n

2. En déduire que si [ # 0, la série > u,, = > a"v, converge pour tout a < 1/I. Montrer
que c’est aussi le cas si [ = 0.

3. Soit z un nombre complexe, on suppose que | # 0 et que |z| < 1/l, montrer que »_ v,2"
converge. (Gardez ce résultat en mémoire, on y reviendra......)

: N . . o (71)” . (71)11
Exercice 8 (Un contre exemple (a quoi ?)) Soit u, = 7 et Un = A

1. Montrer que u,, et v, sont équivalentes au voisinage de l'infini.
2. Montrer que la série > u, converge.

3. On pose wy, = Vo + Vant1, Sn =D gV et Ty = >0 wy,

a) Exprimer T,, en fonction de .S,,.

)
b)
)
)

En déduire que si S,, converge, T,, converge.

(c

(d) En déduire la nature des séries > w,, et > v,.

Donner un équivalent en +oo de w,,.

4. Avez vous un commentaire ....... ?



Exercice 9 (For Beginners) Montrer que les séries de terme général u,, convergent lorsque

1. u, = cos(n)e ™.

_q)5n2+3
0. 1y — LU
3. un:e:;o avec 0 e Ret o > 1.

4. u, = @ln(l +1/n) ou f est une fonction bornée de [0, co[ dans R.

Exercice 10 (Convergence absolue...ou pas) Soit a > 0, déterminer les nombres com-

7’ . Ve 7’ @ 7 . 7 .
plexes non nuls z tels que la série de terme général u,, = % converge. En déduire que la série
, 2 R
de terme géneral u,, = e converge. Que se passe-t-il si a <0 7?7

Exercice 11 (Séries alternées) Etudier la convergence des séries de terme général u,, lorsque

_ (="
Loy = In(n)
_ ="
2. u, = T

Exercice 12 (Série alternée ”cachée”) Quelle est la nature de la série ) | -, sin((1/n+n)m)

Exercice 13 (La fonction ( alternée) Déterminer 1’ensemble des réels o pour lesquels la
série » % converge.

Exercice 14 (Application du critére d’Abel) Soit u,, une suite complexe telle que > u,
converge et Y |u, 11 —u,| converge, montrer que » ui converge. Montrer que si u,, est positive,
on peut se passer de la condition ) |u,41 — u,| converge. Donner un exemple d'une suite u,
telle que > u, converge et > u? diverge.



