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Exercice 1 Soit A C R une partie non vide et majorée, montrer que S = sup(A) si
et seulement si

1. Pour tout z € A, z < S.

2. Pour tout € > 0, il existe z € Atel que S —e < x < S.

Exercice 2 Soit A et B deux parties de R telles pour tous z € A, y € B, x < v.
Montrer que sup(A) < inf(B). On rappelle que inf(B) = —sup(—B) est le plus grand
des minorants de B.

Exercice 3 Déterminer sup(A) dans les cas suivants :

1. A est un intervalle (a,b) (ouvert ou fermé en a et b).
2. A={1-1/n,n € N*}.

3. A= { o) 1 ¢ N*} ol v est un réel quelconque.

Exercice 4

1. Montrer que le produit de deux fonctions en escalier est une fonction en escalier ;
ind : s’inspirer de la preuve pour la somme.

2. Donner un exemple de deux fonctions en escalier positives f, g telles que fol f(t)g(t)dt #

[y f@)dt [ g(t)dt

Exercice 5 La fonction f définie sur [0,1] par f(0) = 1 et f(z) = n six G]n_+17 1]
est-elle en escalier sur [0,1] 7 Méme question avec la fonction f définie sur [0, 1] par
f0)=1et f(x)=1siz€]l/(n+1),1/n].

Exercice 6 Soient f, g deux fonctions intégrables sur [a, b] telles que I'ensemble {f #
g} soit fini, montrer que fab f(t)dt = fabg(t)dt

Exercice 7 Montrer que la fonction caractéristique de Q (resp. R\Q) n’est pas
intégrable sur [0, 1].

Exercice 8 Montrer que la fonction f définie sur [0,1] par f(z) = 0si z ¢ Q,
f (x) 1/q si x = p/q € Q avec p et ¢ premiers entre eux est intégrable et calculer
fo f(t)dt ; ind : on pourra utiliser I'exercice 6.

Exercice 9 Pour n > 0 entier, considere la fonction h, = 2nl_y/,,1/n définie sur

[=1,1].

1. Montrer que h,, est en escalier et calculer fjl hy(t)dt.

2. Pour f continue sur [—1, 1], on pose I,, = f_ll f(h)h,(t)dt, montrer que I, tend vers

£(0).



Exercice 9 Déterminer les primitives des fonctions f suivantes sur les domaines ou
elles existent :

f() = 1z : f(a) = In(x) : (@) = le(e)/a s 1) = 1/(1— ) f(2) = 1/(x—a) :
f(z) =1/(2* + axr + b) avec a® — 4b < 0.

Exercice 10

1. Soit f(x) = P(x)e** avec P polynome, montrer que les primitives de f sont de la
forme Q(x)e** + C avec @) polynome tel que deg(Q) = deg(P).

2. Soit f(x) = P(e™)/Q(e™*), montrer que [ f(t)dt = faggz))udu.

Exercice 11 Pour f, g intégrables sur [0, 27| (a valeurs complexes), on pose H(f, g) =

5= [ F(t)g(t)dt.

1. Montrer que, pour f, g, h intégrableset A € C, H(f,g) = H(g, f), que H(f+Ag,h) =
H(f,h)+XH(g,h), H(f,g+h) = H(f,g) +XH(f,h).

2. Montrer H(h,h) > 0 et que, si f est continue, H(f, f) = 0 si et seulement si f = 0.
3. Montrer que Re(H(f,g)) = 0 si et seulement si H(f+g, f+g) = H(f, f)+ H(g,9).
4. Calculer H(ep,e,) ou e,(t) = e

5. Pour n € Z, on pose ¢, = H(f,e,) et B, = 1 cxey

(a) Calculer H(P,, P,).
(b) Calculer H(f, P,), puis H(f — P,.F,).
2T

(¢) En déduire que pour tout n, >"  |cx|* < 5= [5 | f(£)]?dt (inégalité de Bessel).

Exercice 12

1. Montrer que la fonction h = 1y o[ n’admet pas de primitive. De maniere génerale,
montrer que si f est une fonction sur [a, b] telle que il existe zq €]a, b[ avec

limx%xo_f(w) % limazﬁxo*'f(x)
alors f n’a pas de primitive.

2. Montrer que la fonction définie par f(0) =0 et f(z) = 2xzsin(1/x) — cos(1/x) pour
x # 0 n’est pas continue en 0, mais que F(z) = x%sin(1/x) est une primitive de f.



