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1. Topologie non-métrisable

On munit £ = P(R) de la topologie 7z définie de la maniere suivante. A toutes parties finies A C BC R
on associe le sous-ensemble Uy 5 = P(R\ B) U A de E. Les Uy p sont les ouverts fondamentaux de 7g
et un ouvert de 7 est une réunion d’ouverts fondamentaux.

a. Vérifier que 7 est une topologie séparée.

Supposons que ) € E admette une base de voisinages ouverts dénombrable (V,,),cn. Pour chaque n € N,
on considere le sous-ensemble X, := {B C R fini, V, C Uy p}.

b. Montrer que chaque X, est fini.
c. Expliquer pourquoi le résultat précédent est contradictoire.

d. Expliquer pourquoi la topologie 7 n’est pas métrisable.

2. Boules unités convexes

Soit E un espace vectoriel et N : E — R>" une application satisfaisant les deux propriétés suivantes :
pour tout x € £

e Nx)=0x=0,
e N(Ax) = |[A|N(x) pour tout A € R.

Montrer que N est une norme sur E si et seulement si le sous-ensemble B := {x € E|N(x) < 1} est
convexe.

3. Les normes || - ||,

Soit p > 0. Pour x = (x,...,x,) € R", on pose

n 1/p
||x||p=(2|xi|”] , Il = sup Ixil.

=1 1<i<n

a. On suppose que p > 1. Montrer que x ~ (||x]|,)” est une fonction convexe sur R" (on pourra
commencer avec n = 1). En déduire que || - ||, est une norme.

b. On suppose que p €]0, 1[. Montrer que || - ||, n’est pas une norme.

IXI

¢. Soit p,g > 1 tels que - + = = 1. Montrer I’inégalité de Young : |xy| <
de Holder 21:1 |xz)’z| < ”x”p ”y”q

+ . En déduire I'inégalité

4. Topologie produit

Soit (X, d,)nen une suite d’espace métrique. Soit X = [],ov X, I’espace topologique produit. On se
propose de montrer que X est métrisable. Soit

)
D = 2" , X.
(x.9) = Z Lt dynyy V€

a. Montrer que D définit une distance sur X et que les projections p, : (X, D) — (X,,d,) sont continues.
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b. Soit B(x, r) une boule ouverte de (X, D) ety € B(x, r). Construire un ouvert U, de la topologie produit
tel que y € U, C B(x, r).

c. Conclure.

5. Topologies quotients

a. On considere la relation d’équivalence sur R suivante : x ~ y &= x—y € Z. On note R/Z I’ensemble
des classes d’équivalences de ~, et on note g : R — R/Z la projection canonique. La topologie quotient
sur R/Z est définie de la maniere suivante : U C R/Z est ouvert si ¢! (U) est un ouvert de R.

(1) Est-ce que la topologie quotient est séparée ?

(2) Vérifier que g est une application ouverte (I’'image d’un ouvert par g est un ouvert de R/Z).

(3) Montrer que R/Z est homéomorphe a S! := {z € R?, |z] = 1}.
b. Soit a € C non-nul. On considere la relation d’équivalence sur C suivante : x ~, y & x = a‘y
pour un certain k € Z. Soient X, := C/ ~, I’ensemble des classes d’équivalences de ~,, et g, : C — X,

la projection canonique. La topologie quotient sur X, est définie de la maniere suivante : U C X, est
ouvert si ¢;'(U) est un ouvert de C.

(1) Montrer que la topologie quotient sur X, n’est pas séparée si |a| # 1.

(2) Montrer que la topologie quotient sur X, est séparée si il existe N € N tel que a = 1.

6. Compactifié d’Alexandroff

On considere R” := R" U {w} muni de la topologie 7 := 7, U 7’ ol 7, désigne I’ensemble des ouverts de
R" et

7 ={(R"\ K) U {w} | K compact de R"}.
a. Montrer que (]1/%\", T) est un espace topologique compact.

b. Montrer que (H@,T) est homéomorphe 2 la sphere S” := {z € R""!, ||z||> = 1}. On pourra utiliser la
projection stéréographique.

7. Distance a un fermé

Soit (X, d) un espace métrique et ¥ C X un sous-ensemble fermé. On définit la fonctiond(—,Y) : X - R
en posant d(x, Y) = inf,cy d(x, y).

a. Montrer que d(—, Y) est continue.

b. Soit K un compact de X tel que ¥ N K = (). Montrer qu’il existe deux ouverts U, V tels que K C U,
YcVetUnNYV =0.O0npourra considérer inf g d(x,Y).

8. Fonctions nulles a I’infini

Soit X un espace métrique localement compact (tout point de X posseéde un voisinage compact). On
considere I’espace vectoriel Cy(X) des fonctions continues f : X — R nulles a infini, ¢’est-a-dire
telles que pour tout & > 0 il existe un compact A C X tel que |f(x)| < £ si x ¢ A. On note C.(X) le
sous-espace vectoriel de Cy(X) formé des fonctions a support compact.

a. Montrer que (Cy(X), ||.||~) est un espace de Banach.

b. Montrer que C.(X) est dense dans Cy(X). On pourra utiliser les fonctions de la forme
x = d(x,B)/(d(x, B) + d(x, A)), o A et B sont deux fermés disjoints de X.

c. Soit X le compactifié d’Alexandroff de X (voir Exercice 6). Montrer que Cy(X) s’identifie avec un
sous-espace vectoriel fermé de C(X).



9. Espaces vectoriels topologiques

Pour tout f, g € E := C(R) on pose d(f, g) = inf{1, sup, . |f(x) — g(x)|}.
a. Montrer que (E, d) est un espace métrique complet.

b. Montrer que I’addition £ X E — E,(f,g) — f + g est continue.

¢. Montrer que la multiplication R X E — E, (4, g) — Ag n’est pas continue.

10. Topologie métrisable et non-normable

Soit Q un ouvert de R”. On note C(Q2) I’espace vectoriel formé par les fonctions continues a valeurs
réelles sur Q.

a. Montrer qu’il existe une suite de compacts K,, C Q,n > 1 vérifiant les propriétés suivantes :
(i) tout compact K de Q est inclus dans un K,,,

(ii) pour tout n > 1, le compact K, est inclus dans I’intérieur du compact K1,

(i) Q= 21 K,
Une telle suite K,,, n > 1 est appelée suite exhaustive de compacts associée a Q. Pour h € C(Q)etn > 1,
on pose p,(h) := supf{|h(x)|, x € K, }. On définit d : C(Q) X C(Q) — R* par

Pu(f —8)
A58 = ;2”1+pn(f g

b. Montrer que (C(€2),d) est un espace métrique et que la convergence d’une suite dans cet espace
métrique traduit la convergence uniforme sur tout compact.
¢. Montrer que (C(€2), d) est un espace métrique complet.

d. Montrer que la topologie de (C(€2), d) n’est pas normable.

11. Convergence uniforme

a. Décrire une suite de fonctions F,, € C([0, 1]) qui converge simplement vers la fonction nulle et telle
que ||F,|l = n pour tout n € N.

b. Théoréeme de Dini : Soient X un espace topologique compact et (f,) une suite de fonctions conti-
nues de X dans R. On suppose que pour tout x € X, la suite n — f,(x) est croissante et bornée : sa
limite est notée f(x). Montrer que la fonction f est continue si et seulement si la suite (f,),cn converge
uniformément vers f.

¢. Soit (f,)uen une suite de C([0, 1]) qui converge simplement vers f. Montrer que la convergence est
uniforme si et seulement si le sous-ensemble X := {f,, n € N} est équicontinu.

d. On considere la suite de polyndomes P, définie par la récurrence suivante : Py(f) = 0 et P, () =
P,(1) + 1(t — P,(1)*) pour tout n € N.

(1) Montrer que 0 < P,(f) < V1, Vt €[0,1], Vn € N.

(2) Montrer que la suite de polyndomes P, converge uniformément vers ¢ +— V1 sur lintervalle [0, 1].

12. Fonctions uniformément continues
a. Soient (X, dy) et (Y, dy) deux espaces espace métriques, et une application f : X — Y continue.

— Montrer que f est uniformément continue si et seulement si pour toutes suites (a,)qen €t (a,)nen
d’éléments de X, on a

lim dx(a,,b,) =0 = lim dy(f(ay), f(bn)) =0

— Théoreme de Heine : On suppose (X, d) compact. Montrer que f est uniformément continue.
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b. Soit f : R — R continue.
— Montrer que si f admet des limites en oo, alors f est uniformément continue.
— Est-ce que la fonction f(x) = sin(x?) est uniformément continue ?

13. Fonction Holdériennes

Soit a €]0, 1]. On dit qu’une fonction f : [0, 1] — R est a-Holdérienne si il existe K > 0 pour lequel
on a

If ) = fOIN < Klx =y, VYx,ye[0,1].
La plus petite constante K vérifiant cette propriété est notée |f],.

a. Montrer que toute fonction a-Holdérienne est uniformément continue.
b. Montrer que x — Vx| est 1-Holdérienne.

c. Soit E, c C([0, 1]) le sous-espace vectoriel des fonctions a-Holdériennes. Montrer que N,(f) =
|£(0)| + |f|, détermine une norme sur E,.

d. Montrer que (E,, N,) est un espace de Banach.

e. Montrer que la boule unité de E, est relativement compacte dans I’espace de Banach C([0, 1]).

14. Applications contractantes

On considere ’application linéaire f. : R?> — R? définie par f.(x,y) = (%, cy). On note fc(”) la compo-

sée de f. avec elle-méme n fois.

a. Montrer que f. est contractante pour la norme euclidienne de R? si ¢ € ]‘715, \Lr[

\S)

b. Soit ¢ € ]-1, 1[. Montrer les propriétés suivantes :
(1) L’application f, n’est pas contractante pour la norme || - ||c.

(2) Il existe n > 1 pour lequel 1’application £ est contractante pour la norme || - [|c.

15. Ascoli

Les ensembles de fonctions suivantes sont-ils relativement compacts dans C([0, 1]) ?
(1) fu®) =1", n €N,
(2) gu(t) =sin(nt), n € N,
(3) h,(t) =sin(t + n), n € N,
@) k,()=(mt+ 1), neN,
(5) palt) = e, @ €[1,2].

16. Familles équicontinues

a. Soitent X un espace métrique compact et (f,).eny une suite de C(X) qui converge simplement vers
f € C(X). Montrer que la convergence est uniforme si et seulement si le sous-ensemble {f,, n € N} est
équicontinu dans C(X).

b. Soit F,(t) = sin(\/ﬂr(Tn)z) ,t > 0, une suite de fonction : F,, € Cg([O, oo[), Yn > 0.
(1) Calculer la limite simple F de la suite (F,),en-
(2) Montrer que la famille {F,, n € N} est équicontinue dans Cg([O, ool).
(3) Est-ce que (F,),en converge uniformément vers F ?

(4) Est-ce que {F,,n € N} est une partie relativement compacte de CS([O, oo[)?



17. Sous-espaces denses de C(])

a. Soit / C R un intervalle compact, et ¢ : I — R une application continue strictement monotone.
Montrer que le sous-ensemble R[¢] := {P(¢), P polyndome} est dense dans C([).

b. On considere les sous-ensembles By := {f(x) = X, o & cosk(x)} et B, := {f(x) = Dikeo Ak cos(kx)}.
Sont-ils denses dans C([0, ]) ? Déterminer 1’adhérence de B; dans C([0, 2x]).

¢. Soit D la sous-algebre engendrée par {f, g} ol f(x) = 1 et g(x) = x°.
(1) Montrer que D est dense dans C([0, 1]).
(2) Montrer que D n’est pas dense dans C([—1, 1]).

d. Soit f € C([0, 1]) telle que fol f(nHr'dt = 0 pour tout n € N. Montrer que f = 0.

18. Fonctions nulle part dérivables

a. On va montrer que le sous-ensemble X C C([0, 1]) des fonctions nulle part dérivables est dense dans
C([0, 1]). Pour tout n > 1, on considére le sous-ensemble

U, :={f €E, Vx€[0,1] Ay € [0, 1] tel que |f(x) — f(¥)| > nlx —y|}.

— Montrer que U, est un ouvert de E.
— Soit P € E une fonction polynomiale. Montrer que pour tout € > 0, il existe f € U, tel que
IP — fl| < €. En déduire que U, est dense.
— Montrer que N, U, € X. Conclure.
b. Pour x € R, on note {x} = d(x,Z). On considere la fonction f : R — R définie par

[ee)

{2"x}
X) = .
fx) Z; >
— Montrer que f est une fonction continue et périodique sur R.
— Calculer f(277) pour p € N. Est-ce que f est dérivable en 0?
— Montrer que f est nulle part dérivable. Pour x € R fixé, on cherchera une suite adéquate (x +
27Pk)s0 tendant vers x.

19. Formes linéaires

a. Soit E un espace vectoriel normé, et 7 : E — R une application linéaire non-nulle. Montrer les
équivalence suivantes :

T est continue <<= ker(T) est fermé dans E,
T n’est pas continue <= ker(T) est dense dans E.

b. Soit E' = R[x] I'espace vectoriel des polyndmes a coeflicients réels. On pose ||P|| := sup,¢ 3 |1P(9)] et
N(P) = Yo laxl si P(x) = f_o arxx*.

— Montrer que || — || et N sont des normes sur E. Sont-elles équivalentes ?

— On considere les formes linéaires ¢, : P — P(a) pour a € R. Montrer que ¢, est continue pour
la norme N seulement si |@| < 1. Montrer que ¢, est continue pour la norme || — || seulement si
a € [0,1].

20. Applications linéaires positives

Soit X un espace topologique compact et £ = C(X) muni de la norme || — ||. Une fonction f € E est
dite positive (noté f > 0) si f(x) > 0 pour tout x € X.

Soit T : E — E une application linéaire application linéraire telle que f > 0 implique 7'(f) > 0. Dans
ce casonnote 7 > 0.

a. Montrer I’equivalence : T > 0 < T(|f)) > T(f), Vf €E.

b. Soit T > 0. En déduire que T est continue et calculer sa norme.
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21. Applications linéaires surjectives
Soient E, F deux espaces de Banach et T € L(E, F).

a. Montrer que 7 est surjective si et seulement si il existe M > Otel que Vy € F, dx € Etelque y = T(x)
et [lx]| < Mlyll.

b. En déduire que I’ensemble S(E, F) :={T € L(E, F), T surjective} est un ouvert dans L(E, F).

22. Espaces vectoriels quotients

Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé (E, || —||). On considere 1’espace vectoriel
quotient E/F et 'on note x € E — X € E/F la projection canonique. On considere 1’application
|| =1 : E/F — R définie par la relation ||x|| = inf{||[y||g,y € X}.

a. Soit (a,)uey une suite de E/F telle que ||a 41 — a,ll < 5. Montrer qu’il existe une suite (x,) e de E
telle que x, = a, et ||xn+1 - anE < %

b. Montrer que || — || est une norme sur E/F si et seulement si F est fermé.

¢. On suppose que F est fermé. Montrer que (E, || — ||g) est un espace de Banach si et seulement si
(F,|| = llg) et (E/F,|| —||) sont des espaces de Banach.

23. Les espaces [,

Pour tout 0 < @ < 1, on considere le sous-ensemble /, formé des suites réelles u = (u,) telles que
ano |un|a/ < 00.

a. Montrer que pour tout 0 < @ < 1,on a|x + y|* < |x[* + [y|%, Vx,y € R.

b. Montrer que /, est un sous-espace vectoriel et que I’application d, (u, v) := 50 ltt, — v,|* définit une
distance sur /,.

c. Soit 0 < @ < @ < 1. Vérifier que [, C [,.. Est ce que I'inclusion (/,,d,) — (l,,d, ) est continue ?
On considere les applications X, : [, X I, = 1, (u,v) » u+vetll, : Rxl, = [, (1,v) — Av.
d. Est-ce que les applications X, et I, sont continues par rapport a la topologie définie par d,, ?

e. Montrer que (/,,d,) est un espace métrique complet.

24. Compacts de /,
Soit I, I’espace de Banach formé des suites réelles u = (u,) telles que 3, |ual> < 0. On considere les
sous-ensembles A = {u € b, |u,| < nl? Vnlet B :={u € lb,|u,|l < \/ﬁ Vn}.

a. Montrer que A est une partie compacte de /,.

b. Montrer que B est une partie fermée de /,, mais qui n’est pas compacte.

25. Dual de /4

Soit /; ’espace de Banach formé des suites réelles u = (u,) telles que ., |u,| < oo, et [, celui formé
des suites bornées.

On considere I’application linéaire T : [, — (/;)* qui a un élément a = (a,) € [, associe la forme
linéaire T'(a) : [y — R définie par :

T(a)(u) = Z a,b,.

neN

a. Montrer que ||7(a)|| = ||al| pour tout a € I.

b. Montrer que 7 est un isomorphisme d’espaces de Banach.



26. Dual de [/,

Soit /; I’espace de Banach formé des suites réelles u = (u,) telles que oy lu,| < oo, et [, celui formé
des suites bornées. Pour toute suite (x,) € [, on note lim sup x,, := lim, . SUps,{ Xk}

On considere I’application linéaire G : [; — (l,)" qui a un élément a = (a,) € [, associe la forme
linéaire G(a) : I, — R définie par :

G(a)(u) = Z au, Yucel,.

neN
a. Montrer que p : [, — R définie par p(u) = lim sup |u,| est une jauge.
b. Montrer que G est continue et que ||G(a)|| = ||a|| pour tout a € [;.

¢. Soit C le sous-espace vectoriel de /., formé des suites convergentes. Montrer qu’il existe 4 € (I*)
telle que A((x,)) = lim,_,, x,. Montrer que A n’est pas dans I’'image de G.

27. Espaces réflexifs

a. Soit E un espace vectoriel normé réflexif. Montrer que pour tout ® € E*, il existe xy € E tel que
[[xoll = 1 et]|D|| = f(xp). Retrouver par cette méthode que /; n’est pas réflexif.

b. Déduire de I’exercice précédent que I’espace de Banach C([0, 1]) n’est pas réflexif. On pourra consi-
dérer la forme linéaire O(f) = fol/z f(ndt — f11/2 f(tdt.

28. Séparabilité

a. Soit X un espace métrique compact. Montrer que C(X) est séparable. On prendra une suite (x,) dense
dans X et on considerera I’algebre engendrée par les fonctions x — d(x,, x).

b. Définir une suite non-dénombrable x;,i € I d’éléments de /. telle que [|x; — xjllo > 1 sii # j. En
déduire que /., n’est pas séparable.

29. Densité

a. Soit A le sous-espace vectoriel de L'([-r,n]) engendré par les fonctions cos(kx), sin(kx),k > 0.
Montrer que A est une partie dense de L!([—x, 7]).

b. Soit B le sous-espace vectoriel de L'([0, 7]) engendré par les fonctions cos(kx), k > 0. Montrer que
& est une partie dense de L'([0, ]).

¢. Soit (@;);av une suite de ]0, 1] tendant vers 0. Pour tout i > 0, on considere 1’élément u(i) € [; définit
par u(i), = (a;)". Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la famille {u(i),i > 0} est dense
dans /;.

d. Pour a > 1, on note f,(x) = ﬁ la fonction définie sur I’intervalle [0, 1]. Soit (a,) une suite de réels

vérifiant a@, > 1 pour tout n > 0, et lima, = co. Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la
famille {f, ,n > 0} est dense dans L*([0, 1]).

30. L? versus L!
On considere les espaces de Banach L' := L!([0, 1]) et L? := L?([0, 1]).
a. Montrer 1’existence d’une application canonique j : L> — L! continue, injective et d’image dense.

) 1 -
b. Pour tout n > 1 on note E, I’ensemble des fonctions f € L' telles que fo |£(£)|>dt < n. En utilisant le
lemme de Fatou, montrer que E, est un fermé de L'

c. Construire une suite (f,) de L' qui converge vers la fonction nulle et vérifie lim || f; ||, = +oco. Montrer
que E, est d’intérieur vide dans L.

d. En déduire que L'\ j(L?) est dense dans L.
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31. Sous-espaces de fonctions dérivables

Soit E un sous-espace de C°([0, 1]), fermé pour la norme uniforme, et tel que tout élément de E est
continiment dérivable. On munira E de la norme ||f||z := || fllco + [|f|lco-

a. Montrer (E, || — ||g) est un espace de Banach.
b. Montrer que f +— f est un isomorphisme entre les espaces de Banach (E, || — |[g) et (E, || — ||c)-

¢. Montrer que la boule unité B := {f € E,||f|lo < 1} est compacte (On utilisera le théoréme d’Ascoli).
En déduire que E est de dimension finie.

32. Un théoreme de Grothendieck

Soit X un sous-espace fermé de L?([0, 1]) dont chaque élément est aussi dans L=([0, 1]). On rappelle
que f € L=([0, 1]) si il existe une constante M telle que | f(x)| < M presque partout sur [0, 1]; dans ce
cas on note || f|lc = inf{M € [0; +oo[, |f(x)| < M p.p.}.

a. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

Ve X, [Ifllo < Clifll.

b. Soit fi,..., f, une famille orthonormale d’éléments de X, et pour tout x € C", F, = ¥, x;f;.
(1) Calculer ||F|l,.

(2) On choisit une partie dénombrable dense D de C". Montrer qu’il existe N C [0, 1] de mesure
nulle tel que Vx € D, YVt ¢ N, |F,(t)| < C||x|l,.

(3) En déduire que Vx € C",Vr ¢ N, |F ()] < C||xl>.
(4) En choisissant x convenablement, montrer que ¥Vt ¢ N, Z?:l | fj(t)l2 < C2.

¢. En déduire que X est de dimension finie.

33. Supplémentaires topologiques

Soit X un espace de Banach. On dit qu’un sous-espace vectoriel fermé F' de X admet un supplémentaire
topologique s’1l existe un sous-espace vectoriel fermé G de X tel que X = F @ G.

a. Montrer qu’un sous-espace fermé F' de X admet un supplémentaire topologique si, et seulement si,
F est I’'image d’un projecteur continu p : X — X.

b. Soit F un sous-espace de X de dimension finie, {f,..., f,} une base de F, et {f],..., f,'} la base
duale.

c. Justifier que les formes linéaires f7, ..., f, sont continues sur F.
d. Montrer que F' admet un supplémentaire topologique.

e. Montrer que tout supplémentaire algébrique d’un sous-espace fermé de X de codimension finie est
un supplémentaire topologique.

f. Exemple. Soit N C X’ un sous espace de dimension p, et F = {x € X, f(x) = 0,V f € N}. Montrer que
si fi,..., f, estune base de N, alors I’application ¢ : E — R”, x = (fi(x), ..., f»(x)), est surjective. En
déduire que F admet un supplémentaire topologique.

g. Dans le cas ou X est un espace de Hilbert, pouvez-vous définir un supplémentaire topologique cano-
nique associé a tout sous-espace fermé F de X ?

34. Coefficients de Fourier

On considere 1’espace de Banach L!([0, 27]) des (classes de) fonctions mesurables 2 valeurs complexes
sur I’intervalle [0, 2n] intégrables pour la mesure de Lebesgue. Pour tout entier n € Z et toute fonction

f € L'([0,27]) on note ¢,(f) = (1/ V2n) foz” e~ f(£)dt, le n-igme coefficient de Fourier de f.
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a. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Montrer que lim,,_,., ¢,(f) = 0. (On pourra d’abord supposer f est
continiiment dérivable.)
Soit Co(Z) = {(cp)pen € CV | lim,_, 10 ¢, = O}, et ¢ : L1([0,27]) — Co(Z) I’application linéaire définie
par ¢(f) = (¢a(f))nen-
b. Montrer que Cy(Z) muni de la norme ||(c,)|| := sup,; |c,| est un espace de Banach.

¢. Montrer que ¢ est continue et injective.

d. Montrer que I’'image de ¢ est dense dans Cy(Z) (Utiliser le théoreme de Stone-Weierstrass.)

1 sin( Z"T” 1)

e. Montrer que les fonctions f,(f) = 5- o = %{ Xpemn e’ (les noyaux de Dirichlet) vérifient
2

limn—)oo ”.ﬁt”l = +o0.

f. En déduire que ¢ n’est pas surjective.

35. Somme directe

On considere un espace de Banach (E, || — ||) et deux sous-espaces vectoriels F et G tels que E = F&G.
Ainsi tout vecteur x € E se décompose de maniere unique x = xp + X avec xp € F et xg € G. Montrer
que les projections pr : x = Xg €t pg : X — X sont continues si et seulement si F et G sont fermés.

36. Base de Haar dans L*([0, 1])

Notons ¢ = 1}, - 1; 1y € L*([0, 1]). On considere une suite de fonctions (¢,,),e de L2([0, 1]) définie
de la manicre suivante :

® Yo =1
e Tout entier n > 1 s’exprime de maniére unique n = 2/ + kavec j € Netk € {0,---,2/ — 1}. On
pose alors A(n) = [k27/, (k + 1)27/[c [0, 1] et

212p(2x — k), sixe€ An),
(y[/n(x) = .
0, six ¢ A(n).
a. Expliciter les fonctions ¢, ¢, et y3.
b. Montrer que (¥,),en est une famille orthonormale de L2([0, 1]).

¢. Montrer que I’espace vectoriel Vect{i,,, n € N} est égal a I’espace vectoriel engendré par les fonctions
caractéristiques 1x¢;),n > 1.

d. Conclure que (¢,,),ei €st une base hilbertienne de L2([0, 1]).

37. Applications linéaires inversibles

Soit H un espace de Hilbert et u € L(H, H).

a. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) u estinversible a gauche,
(2) dc > 0,VYx € H, |[u(x)|| > c|lx|,
(3) Image(u) est fermé dans H et ker(u) = {0}.

b. En déduire que si u satisfait les relations (u(x), x) > c||x||* avec ¢ > 0, alors u est inversible.

38. Adjoint
Soit (E, {—, —)) un espace d’Hilbert.

a. Montrer que tout 7 € L(E) admet un adjoint 7* € L(FE) satisfaisant la relation (7' (x), y) = {(x, T*(y))
pour tout x,y € E.

b. Montrer que ker(7*) = Im(T)*.
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c. Montrer que ||T|| = |77l = (IT*T|)"/.
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39. Projecteur
Soit H un espace de Hilbert et p € L(H, H) un projecteur : p o p = p.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) il existe un sous-espace vectoriel fermé F de H tel que p est la projection orthogonale sur F,
@ p=r,
3) llpll =1,
@) (p(x),x—p(x))=0,YVx € H.

40. Question piege

On considere 1’espace E = C°([—1,1]) ¢ L*([-1, 1]) muni du produit scalaire usuel (—, —). On consi-
dere la forme linéaire 6 : E — R telle que 6(f) = f(0).

Existe t-il un élément g € L*>([-1,1]) tel que Vf € E, 5(f) = (f,g)?

41. Polynomes de Hermite
On considere E = R[x] muni du produit scalaire (P, Q) = jl‘% P(x)O(x)e™ 2dx.
a. Expliciter I’adjoint D de I’application linéaire d : E — E, P — P'.

b. Montrer que la famille H,(x) = ¢~/ 24 (e"‘z/ 2) ,n € N est une base orthogonale de E.

42. Topologie compacte-ouverte

On considere E := C°(R") muni des semi-normes pi(f) = supy <« I/ (X)], £ = 1. On note 7 la topologie
induite par ces semi-normes.

Pour tout compact K C R" et tout ouvert U C R on définit

E(K,U) = {f € E, f(K) C U}

La famille Ex 1, définit la topologie compacte-ouverte de E de la maniére suivante. Un sous-ensemble
X C E est un ouvert pour cette topologie si pour tout f € X il existe une famille (K, Uy), -+ ,(K,,U,)

tels que f € N_, Ex,.uy et
p
m Ek, vy € X
k=1

Montrer que 7 est égale a la topologie compacte-ouverte.

43. Limites faibles
a. Montrer que les suites suivantes convergent faiblement vers O :
(1) ¢u(x) = $p(x + n) pour ¢ € L*(R),
(2) ¢u(x) = Vng(nx) pour ¢ € L*(R).
b. Pour tout réel y, on note E(y) € Z sa partie entiere et [y] € [0, 1[ sa partie décimale : [y] = y—E(y). On

considere un élément ¢ € L*([0, 1]) et on forme la suite (¢,),>; définie par ¢,(x) = ¢([nx]), x € [0, 1].
— Montrer que pour tout & € C°([0, 1]) on a {¢,, h) = (¢, H,) avec

n—1
H,(x) = %Zh(x;k), xe 0,1,

k=0

— Calculer ||¢,||, pourn > 1.
— Montrer que ¢, converge faiblement.
¢. On considere la suite de fonctions (7,),>; définie par

Tn(x’ y) = V()C, y) € Rz.

n? + x% +y?’
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— Montrer que T, € L*(R?) pour tout n > 1. Calculer leurs normes ||T,,]|,.
— Montrer que (7T,),> converge faiblement vers 0 dans L*>(R?).

44. Convergence faible dans un espace de Hilbert
Soit (e,).env une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H. Soit (x,,),cy une suite d’éléments de H.
a. Montrer que (x,),cy converge faiblement vers x € H si et seulement si elle est bornée et si on a

lim{eg, x,) = {ex, x), Vk € N.

b. Exhiber une suite (x,),en satisfaisant
lim{eg, x,,) = 0, Vk € N,

n—oo

mais qui ne converge pas faiblement vers 0.

45. La topologie o(E, E*) n’est pas métrisable
Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie.
a. Montrer que tout voisinage pour la topologie faible dans E contient une droite.

b. On suppose que E est métrisable pour la topologie faible o-(E, E*). Montrer qu’il existe une suite (x,,)
de E qui converge vers 0 pour la topologie faible o(E, E*) et telle que ||x,|| = n.

¢. Conclure grace au théoreme de Banach-Steinhaus appliqué a I’espace de Banach E*.

46. Adhérence pour la topologie faible

a. Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. On considere la sphere S := {x € E,||x|| = 1},
etlaboule B:={x € E,|x|| < 1}.

(1) Montrer que B est fermé pour la topologie faible.
(2) Soit x, € B. Montrer que tout voisinage de x, pour la topologie faible intersecte S .

(3) Déterminer 1’adhérence de S pour la topologie faible.

b. On considere /; I’espace vectoriel formé des suites réelles u = (u,) telles que ), [4,| < o0. Son dual
I, est formé des suites réelles bornées. On considere I’application g : I, — R qui a une suite bornée
u = (u,) associe g(u) = liminf,(u,).

(1) Montrer g : I, — R est continue lorsque /,, est muni de la topologie forte.
(2) Montrer g : I, — R n’est pas continue lorsque [, est muni de la topologie faible-x.

(3) Est-ce que C := {(u,) € l», liminf,(u,) > 0} est fermé pour la topologie faible ?

47. Topologie faible dans /,

Soit (x") une suite d’éléments de /; convergeant faiblement vers 0. On cherche a établir que (x")
converge fortement vers 0. A noter que les deux topologies faibles et fortes sont cependant distinctes.
Le raisonnement s’effectue par I’absurde.

a. Montrer qu’on peut se limiter au cas ou [|(x")||; = 1 et (x") converge faiblement vers O.

b. Construire par récurrence deux suites d’entiers naturels (ji) et (n;) strictement croissantes telles que

pour tout k € N
Jix1—1 Ji—1

< 3
Z|xjk|2:1 et Vnan,le’}IS

J=k j=0

oo =—

c¢. Conclure le raisonnement par 1’absurde en utilisant I’élément w € [, tel que w; = signe(x’;.k) si
jksjsjkﬂ_l-
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d. Est-ce que ce type de résultat est encore valable dans [, ?

48. Opérateurs compacts

Soit E un espace de Hilbert séparable et T : E — E une application linéaire continue. On dit que 7 est
un opérateur compact si I’'image de la boule unité de E par T est relativement compacte.

a. Montrer que si une suite (x,) converge faiblement dans E alors la suite 7'(x,) converge faiblement
dans E.

b. On suppose maintenant que 7 est un opérateur compact. Montrer que si la suite x, converge faible-
ment dans E alors la suite 7'(x,) converge en norme dans E.

¢. Réciproquement, supposons que 7' : E — E est une application linéaire continue telle que si une
suite (x,) converge faiblement dans E alors la suite 7'(x,) converge en norme dans E. Montrer que 7T est
un opérateur compact.

49. Volterra
Dans cet exercice L2([0, 1) désigne I’espace de Hilbert réel formé par les classes de fonctions mesu-
rables telles que foi |£()]>dt < co. Le produit scalaire est noté (f, g) = foi f(Hg(t)dt.

On considere I’application linéaire V : L*([0, 1) — L*([0, §]) définie par la relation
V(Hx) = f fde,  xe€[0,7].
0

a. Montrer que V est continue.

b. Montrer que V est un opérateur compact (voir Exercice 48).

c. Expliciter I"application adjointe V* : L*([0, £]) — L*([0, ).
1

d. Montrer que les valeurs propres de V*V sont @ne ! € N. On montrera que les vecteurs propres de

V*V satisfont une certaine équation différentielle.

e. Montrer qu’il existe € L*([0, 7D de norme 1 tel que (V*V(y),y) = supy f,=1 V-V (f), f). On se
servira de la question b..

f. On pose A = (V*V(y), ). Montrer que
VVW@+ o+ ) AW+ foo+ £, YfeL*0,5).
En déduire que V*V(¢¥) = Ay.

g. Montrer que la norme d’opérateur de V est égale a 1.

50. Le théoreme ergodique de Von Neumann

Soit H un espace de Hilbert. On considere un opérateur 7 € L(H) tel que ||T]| < 1. On note p la
projection orthogonale sur ker(7" — Id) et

1
n+1

n o

ZTk € L(H), neN.
k=0

a. Montrer que ||G,|| < 1 pour tout n € N.

b. Soit T* € L(H) I’opérateur adjoint. Rappeler pourquoi ||77|| = ||T|| < 1

¢. Montrer que ker(T — Id) = ker(T™ — 1d).

d. Montrer que I’on a la décomposition orthogonale H = ker(T — Id) ® Image(T — Id).

e. Montrer que pour tout x € H, la suite G,(x) converge vers p(x) lorsque n — oo.
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51. Endomorphismes adjoints
Pour f € L?(]0, +oo[), on définit Hf :]0, +co[— R et Gf :]0, +oo[— R par
0

Tdt pour Xx > 0.

1 X
Hf) =~ fo Fodt, Gf(x) =

a. Vérifier que H f et G f sont bien définies et sont des fonctions continues sur [0, +oo].

X

b. Montrer que pour tout f € L*(]0, +co[), on a

|Hf(x)| < ”]\;”_2, et |Gf(x)|< %, Vx> 0.
X

X
¢. On suppose ici que f € L*(]0, +oo[) N C°(]0, +oo[). Montrer que
(%) NHfll2 <2l fll et [IGfll2 < 2| f]l-

On pourra majorer, pour 0 < € < R, les intégrales fé_R Hf(x)*dx et fER Gf(x)’dx en commengant par
intégrer par parties.

d. Montrer que les inégalités () sont valables pour tout f € L*(]0, +oo[). Ainsi H et G définissent des
endomorphismes continus de L2(]0, +oo[).

e. Montrer que G est I’endomorphisme adjoint de H.



