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1 Eléments de topologie générale

1.1

Définitions de base

Soit X un ensemble et P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition 1.1 Une topologie sur X est un sous-ensemble 7 < P(X) véri-
fiant les conditions suivantes
i) & et X appartiennent a T.

ii) Si Uy i€l appartiennent a 7, alors | J

UZ'ET.

iel

ii) Si Uy, -+, U, appartiennent a 7, alors Uy()--- (U, € T.
La topologie T est dite séparée si de plus on a
i) Pour tout v # y, il existe U,,U, € T tels que x € U, y € Uy, et

UsnU, = .

Les élements de 7 sont appelés les ouverts de (X, 7) et les complémentaires
des élements de 7 sont appelés les fermés de (X, 7).

Exemple 1.2 A une distance d : X x X — R on associe une topologie
séparée 15 de la maniere suivante. Un sous-ensemble U appartient a 14 si
pour tout x € U il existe € > 0 tel que B(x,¢) :={ye X,d(x,y) <e} < U.

Voici en vrac quelques notions associées a un espace topologique (X, 1) :

1.
2.

A < X est un voisinage de a € X si il existe U € 7 tel que x € U < A.

une famille B de voisinages de a € X est une base de voisinage de
a € X si pour tout voisinage A de a il existe B € B tel que B < A.

Une base de la topologie 7 est un ensemble d’ouverts tel que tout
ouvert de 7 soit une réunion d’éléments de cet ensemble.

L’adhérence de A < X est le plus petit fermé contenant A. Autrement
dit
A= (] F
F fermé, ACF
Lintérieur de A < X est le plus grand ouvert contenu dans A. Au-
trement dit .
A= | w
U ouvert, UCA
A chaque sous-ensemble Y < X on associe une topologie 7y, appelée
topologie induite, de la maniére suivante : U’ < Y appartient a 7y s’il
exite U € 7 tel que U' =U(Y.

Remarque 1.3 Sur un espace métrique (X,d), on remarque que pour tout
a € X la famille dénombrable B(a, %),n > 1 est une base de voisinage de a.
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1.2 Continuité

Soit f : X — Y une application entre deux espaces topologiques. On
associe a f ’application

[T PY) — P(X)
définie par la relation f~1(B) = {z € X, f(z) € B}.

Définition 1.4 On introduit la notion de continuité de la maniére suivante :
— [ est continue en a € X si pour tout voisinage B de f(a), le sous-
ensemble f~Y(B) est un voisinage de a.
— f est continue si f est continue en tout point de X.

On a la propriété suivante.

Proposition 1.5 f est continue si et seulement si ['une des deux propriétés
équivalente est vérifice :

— fYouvert de V) = ouvert de X,

— [ (fermé de Y) = fermé de X .

Remarque 1.6 Attention, en général l'image directe d’un ouvert de X (resp.
fermé de X ) n’est pas un ouwvert de Y (resp. fermé de 'Y ). Considérons par
exemple exp : R —> R : R est fermé alors que exp(R) = R.q n’est pas fermé
dans R.

On aura besoin de la notion d’homéomorphisme :

Définition 1.7 Une application f : X — Y est un homéomorphisme si :
— [ est bijective,
— f est continue,
— Uapplication réciproque f~':Y — X est continue.

Exemple 1.8 — L’application © — ﬁ + ﬁ définit un homéomor-
phisme entre |a,b| et R.
— L’application x — 23 — 32% + 4x définit un homéomorphisme de R sur
lui-méme.
— L’application bijective x — €, [0, 2n[— {z € C, |z| = 1}, n'est pas un
homéomorphisme.



1.3 Compacité

Définition 1.9 1) Un espace topologique (X, T) est dit compact si

— la topologie T est séparée,

— pour tout recouvrement de X par des ouverts de T, on peut en extraire

un recouvrement fini.

2) Une partie Y de (X,7) est dite compacte si Uespace Y muni de la
topologie induite Ty est compact.

2) Une partie Y de (X, T) est dite relativement compacte si son adhérence
Y est compacte.

Voici quelques propriétés élémentaires.

Proposition 1.10 1. Soit Ac X.
— 81 X est compact, alors A compact < A fermé.
— 951 X est séparé, alors A compact => A fermé.

2. Soit f: X =Y continue.
— Si A est un compact de X et Y est séparé, alors f(A) est un
compact de Y .
— 91 X est compact, Y est séparé et f est bijective, alors f est un
homéomorpisme.

1.4 Topologie produit

Soit X;, 7 € I une famille d’ensembles.

Définition 1.11 L’espace produit | [,.; X; est par définition I’ensemble des
éléments © = (x;)ier, ot x; € X; pour tout i € I.

Lorsque I n’est pas fini, 'existence d’un ensemble produit [ [, ; X; non-
vide correspond & I'axiome du choix. Axiome que I'on admet par la suite.

Définition 1.12 Un ouvert élémentaire de | [..; X; est de la forme [ [,.; U,
ot les U; sont des ouverts de X; et {i € I,U; # X;} est fini.

On définit la topologie produit sur | [,.; X; de la maniére suivante.

Définition 1.13 Une partie U < [[..; Xi est un ouvert pour la topologie
produit si pour tout x € U, il existe un ouvert élémentaire V < []..; X; tel
quexeV etV cU.

Le cas particulier suivant est intéressant.



Proposition 1.14 Soit (X,,, d,)neny un famille (dénombrable) d’espaces mé-

triques. On définit une distance sur | [,y Xn en posant

- 1 do(Tn, Yn)

neN

Alors la topologie sur [ [ . Xn associée a la distance d correspond a la topo-

logie produsit.

neN

On admet le résultat suivant.

Théoréme 1.15 (Théoréme de Tychonov) Sitous les espaces topologiques
X, i€ I sont compacts, alors | [,.; X; est compact pour la topologie produit.

2 Espaces métriques

Une application d : X x X — R est une distance si les conditions suivantes
sont satisfaites : pour tout z,y,z € X on a

— d(x,y) =0ssiz =y (séparation),

— d(z,y) =d(y,z) (symétrie),

— d(x,y) <d(z,z) +d(z,y) (inégalité triangulaire).

Définition 2.1 Deux distances dy,ds sur X sont dites équivalentes st il
existe o, B > 0 tel que

adl(xay) < dg(l‘,y) < Bdl(‘ray)
pour tout r,y € X.

On rappelle que 1’'on peut associer une topologie 7, & une distance d sur
X. On a le résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.2 5% les distances dy, dy sur X sont équivalentes alors 14, = Tq,.

Les exemples suivants montrent que la réciproque est fausse.

1. Sur R, les distances |z — y| et |e” — e¥| ne sont pas équivalentes, mais
elles définissent la méme topologie.

2. Sur un espace métrique (X,d), on remarque que D = 1%1 définit

une distance sur X. On vérifie que 74 = 7p tandis que d et D sont
équivalentes si et seulement si (X, d) est borné.



Définition 2.3 Un espace métrique (X, d) est dit précompact si et seulement
st pour tout € > 0 il existe un recouvrement fini de X par des boules ouvertes
de rayon €.

Proposition 2.4 — Un espace métrique (X, d) compact est précompact.
— Un espace métrique (X, d) précompact posséde une partie dénombrable
dense.

Preuve : Le premier point est une conséquence directe de la définition.
Pour tout € > 0, on a X = | J,.y B(z,¢€) et lorsque (X, d) est compact on en
extrait un recouvrement fini.

Démontrons le second point. Supposons (X, d) précompact. Alors pour
tout n > 0, il existe un ensemble fini A(n) < X tel que

X=|J B2

zeA(n)

On considére alors le sous-ensemble A = [ ., A(n) : A est dense et dénom-
brable. O

2.1 Caractérisations séquentielles

Soit (X, d) un espace métrique.
On va voir que plusieurs notions de la topologie 7; admettent des carac-
térisations en terme de suites. C’est trés utile dans la pratique!

Définition 2.5 Soit (uy)nen une suite d’éléments de X .
— (Un)nen est bornée si il existe a € X et R > 0 tel que x, € B(a;, R)
pour tout n € N.
— (Up)nen converge vers | € X si la suite de réels d(xy,l) tend vers 0
lorsque n — 0.

On remarque que la limite [ est unique (c’est une conséquence de la pro-
priété de séparation et de l'inégalité triangulaire). On la note | = lim,,_, ;.
On aura besoin de la notion suivante.

Définition 2.6 Un élément y € X est une valeur d’adhérence de la suite
(tn )nen s7il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que la suite (Ugp(n))nen
converge vers y. La suite (u¢(n))neN est appelée sous-suite de la suite (uy,)nen-

On commence avec le fait suivant.



Lemme 2.7 Un élémenty € X est une valeur d’adhérence de la suite () nen

si et seulement si
yE ﬂ {ug, k = n}.

n=0

Exercice 2.8 Montrer qu’une suite (up,)neny d’un espace métrique X est conver-
gente si et seulement si la suite admet une seule valeur d’adhérence et que le
sous-ensemble {uy, k € N} est relativement compact.

Maintenant nous considérons le cas des fermés de 7.

Lemme 2.9 Soit A X et A son adhérence.

1. A est fermée si et seulement si pour toute suite (x,,)nen d’éléments de
A convergente dans X on alim, o x, € A.

2. ae A siet seulement si o est la limite d’une suite d’éléments de A.

Considérons maintenant une application f : X — Y entre deux espaces
métriques.

Lemme 2.10 L’ application f : X — Y est continue si pour toute suite
(Un)nen de X convergente, la suite (f(uy))neny converge dans'Y .

Maintenant rappelons le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 2.11 Un espace métrique (X,d) est compact si et seulement si
toute suite d’éléments de X admet une valeur d’adhérence.

On termine cette section avec le cas de R™ munie de la topologie usuelle.

Proposition 2.12 Une partie K < R" est compacte si et seulement si K
est fermé et borné.

2.2 Boules unités dans un espace vectoriel normé

Considérons une espace vectoriel normé (E,| — |). On munit £ de la
topologie définie par la distance d(u,v) = ||u — v||.
On rappelle le résulat classique suivant.

Proposition 2.13 Supposons que dim E < co. Alors une partie K < E est
un compact si et seulement si K est fermé et borné.

La boule unité de E désigne le sous-ensemble fermé et borné B := {v €
E, |v| < 1}. Voici le théoréme de Riesz, qui donne une caractérisation topo-
logique des espaces vectoriels de dimension finie.



Théoréme 2.14 La boule unité B est compacte si et seulement si dim E <
0.

La preuve de ce théoréme utilise le résultat suivant.

Lemme 2.15 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension fini. Si
F # E, alors il existe x, € E telle que

|zo| =1, et d(z,, F)=1.

Preuve : Soit w, ¢ F. L’application h : F' — R, F(v) = |v — w,|, est
continue, et vérifie F'(v) = F(0) si |v| = 2||w,/. Le minimum de h est donc
atteint sur le compact {v e F; |v] < 2|w,|} : il existe v, € F tel que

[vo = woll < v —wo, veF.
Il n’est pas dur de voir que I'élément z, := HZ":L""” vérifie les conditions du
o o

lemme. O

Terminons maintenant la preuve du théoréme 2.14. La proposition 2.13
nous donne déja un sens de I’équivalence. Supposons maintenant que E de
dimension infini. On construit alors par récurrence une suite (z,).en de la
boule unité B :

— Soit g € E de norme 1.

— Si xg, -+, x, sont donnés, I’élément x,,,, satisfait les conditions

Hajn-i-l” = 1) et d($n+1aFn) =1

ou F, := Vect{xg, - ,z,}.
On remarque alors que les éléments x,, appartiennent a la boule unité et
vérifient
|lzp — 4] = 1,Yp # q.

Ces relations montrent que la suite (x,),eny n’admet pas de valeur d’adhé-
rence. Conclusion : la boule unité B n’est pas compacte. O

2.3 Espaces métriques complets

On commence avec la notion de suite de Cauchy.

Définition 2.16 Une suite (u,)neny de X est dite de cauchy si pour tout
€ > 0 il existe N € N tel que

pg=N = d(zpx,) <e.



On remarque que sur un espace métrique (X, d) on a
(tn)nen est convergente = (u,,)nen est de Cauchy = (uy,)nen €st bornée.

Définition 2.17 L’espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cau-
chy est convergente.

Ici I'exemple fondamental d’espace métrique complet est R muni de la
valeur absolue.

Voici quelques propriétés associées a la notion de complétude.

Proposition 2.18 Soit (X,d) un espace métrique.
1. Si (X, d) est compact, alors (X,d) est complet.
2. SoitY < X.

— Si (Y, d) est complet alors Y est fermé dans X .
— Si (X, d) est complet, alors (Y,d) est complet <= Y fermé.

Maintenant nous donnons une version enrichie du théoréme de Bolzano-
Weierstrass.

Théoréme 2.19 Pour un espace métrique (X,d) les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. (X,d) est compact.
2. (X, d) est précompact et complet.

3. Toute suite déléments de X admet une sous-suite convergente.

Preuve : L’implication 1. = 2. est une conséquence des propositions 2.4
et 2.18.

Démontrons maintenant 2. = 3.. Soit (z,,)nen une suite de X. Une partie
Y < X sera dite "compatible" si I'ensemble {k € N, z;, € Y} est infini. On va
utiliser le fait élémentaire suivant : si une partie "compatible" Y admet une
décomposition Y = Y, (- --|JY,, alors il existe j € {1,...,p} tel que Y; est
compatible.

Comme (X, d) est précompact, pour tout n > 0, il existe un ensemble fini
A(n) c X tel que

X=|J B2
zeA(n)

Maintenant on construit par récurrence une suite (a,) tel que a, € A(n) de
la maniére suivante :
— On a X = UzeA(O) B(z,1) avec X est "compatible", donc il existe
ap € A(0) tel que B(ag, 1) est "compatible".
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— On a B(ag, 1) = U,eaqy B(#,27") n B(ag, 1) avec B(ag, 1) est "com-
patible", donc il existe a; € A(1) tel que B(ay,27') n B(ag, 1) est
"compatible".

— Et ainsi de suite, il existe ag € A(0),...,a, € A(n) tel que

B(an,27™") n--- 0 Blay,27) n Blag, 1)

est "compatible".

On voit alors que B(an.1,2~ ") n B(a,,2™) # & pour tout n € N.
Cela signifie que d(a,, a,,1) < 27", Vn € N : cela implique que (a,) est une
suite de Cauchy. Comme (X, d) est complet, cette suite converge vers a...
On voit alors que pour tout € > 0, ouvert B(ay,€) est "compatible" : cela
signifie que a, est une valeur d’adhérence de la suite (x;,)nen.

Démontrons maintenant 3. = 2.. Supposons que toute suite de (X, d)
admet une sous-suite convergente. Alors toute suite de Cauchy de (X, d) est
convergente car elle posséde une valeur d’adhérence : (X, d) est donc complet.
Supposons (X, d) ne soit pas précompact : il existe alors € > 0 pour lequel il
n’existe pas de recouvrement fini de X par des boules ouvertes de rayon e.
On construit alors par récurrence une suite (z,,) telle que pour tout n > 0,

Tn+1 ¢ U B(':Ek?E)'
k<n

En particulier, on voit que d(z,,z,) = € si p # ¢, et cette inégalité empéche
la suite (z,) d’avoir une valeur d’adhérence. On obtient alors une contrac-
diction.

A ce stade on a démontré que 2. < 3..

Démontrons finalement que 2. (ou 3.) = 1.. Supposons que (X, d) satis-
fait 2. (ou 3.) et considérons un recouvrement X = | J,_.; U; par des ouverts.
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.20 [] existe n > 0 tel que Vx € X, Jie I, B(x,n) < U;.

iel

Preuve du Lemme : Supposons le contraire : Vn > 0, dov € X, Vi € I,
B(x,n) ¢ U;. En prenant, n = % avec n > 1, on obtient une suite (z,)
telle que B(z,,1/n) ¢ U;, Vi € I. Soit a une valeur d’adhérence de la suite
(x,) et soient n, > 0 et i, € I tels que B(a,1n,) < U;,. On obtient alors
une contradiction, car si une sous-suite (z,(,)) converge vers a, les boules
B(x ), 1/¢(n)) vont étre contenues dans B(a,1,) pour n assez grand. O

Terminons la preuve de 'implication 2. (ou 3.) = 1.. Comme (X, d) est
précompact, il existe a1, -, a, tels que

P
X = U B(ag,n).
k=1
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Maintenant, pour tout k € {1,...,p}, il existe iy € I tel que B(ax,n) < Uj,.
On obtient finalement que
p
X =Ju,.

k=1

Terminons cette section en considérant I’exemple du produit dénombrable
d’espaces métriques. Le résultat suivant est une conséquence du procédé dia-
gonal de Cantor.

Proposition 2.21 Soit (X, d,,)nen un famille d’espaces métriques complet.
On définit une distance sur X =[], . Xn en posant

neN

d(z,y) = ) s
=21+ d(xn, yn)

Alors (X, d) est un espace métrique complet.

2.4 Complété d’un espace métrique

Soit (X, d) un espace métrique.

Proposition 2.22 ]| existe un espace métrique (X' ,dA) complet satisfaisant
les propriétés suivantes :

1. Il eziste j : X — X tel que d(z,y) = d(j(x), j(y)) pout tout z,y € X.
2. Le sous-ensemble j(X) est dense dans X.

De plus cet espace métrique est unique a isométrie pres.

Nous allons maintenant expliquer la construction d’un tel espace métrique
(X, d). On note Cx 'ensemble des suites de Cauchy de (X, d) et 'application

1: X — Cx qui & un élement x € X associe la suite constante égale a x.
On commence avec le résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.23 Sia := (ay)nen €t b := (by)nen sont deuz suites de Cx alors la
suite de réels (d(an,bp))nen est convergente. On note dc(a,b) sa limite.

L’application d¢ : Cx x Cx — R>? vérifie :

1. la propriété de symétrie : dec(a,b) = de(a,b), ¥ a,beCy,

2. Vinégalité triangulaire : de(a,b) < de(a,c) + de(e,b), ¥ a,b,ce Cy,
3. la relation d¢(i(z),i(y)) = d(x,y) pour tout z,y € X.
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Mais d¢ ne satisfait pas la proprété de séparation. Pour palier & cela on
introduit la relation d’équivalence sur Cx suivante :

a~b <« de(a,b)=0.

Soit X := Cx/ ~ I'ensemble des classes déquivalences de (Cx, ~). On note
T : a — a la projection canonique de Cy sur X et j : X — X Dapplication
o,

On remarque que si a ~ a’ et b ~ V' alors de(a,b) = de(a', V). Cela
permet de définir une distance d : X x X — R par la relation d(a,b) =
de(a,b), YV a,beCx.

La proposition 2.22 est la conséquence des faits suivants :
a) Pour tout @ € X et tout € > 0 il existe z € X tel que d(a, j(z)) < e.
b) L’espace métrique (X , CZ) est complet.

Vérifions le premier point. Comme a € Cx est de Cauchy il existe N € N tel
que d(ay, a,) < € sip,q= N. Cela donne d(a,j(x)) = lim,_o, d(ay, ) < € si
Ir = an.

Vérifions le deuxieme point. Soit (,)nen une suite de Cauchy (X,d). Pour
tout n > 0, choisissons a, € X tel que d(,, jlan)) < 1/2". On vérifie alors
que a := (ap)nen appartient a Cx et que lim,,_,q4 d(a:n, a) = 0.

2.5 Espaces métriques C'(X,Y)

Soient X un espace topologique compact et (Y, d) un espace métrique
complet. On note C'(X,Y’) 'ensemble des applications continues de X dans
Y. On munit C(X,Y) de la distance suivante

doo(f,9) = supd(f(x),9(z)), f.g€C(X.Y).
On a le premier résultat.

Proposition 2.24 L’espace métrique (C(X,Y),dy) est complet.

2.5.1 Théoréme d’Ascoli

On veut maintenant caractériser les parties relativement compactes de
(C(X,Y),dy), c’est a dire celles incluses dans un compact de (C'(X,Y),dy).
La notion clef est celle d’équicontinuité.

Définition 2.25 Une partie A < C(X,Y) est équicontinue si pour tout x €
X et tout € > 0 il existe un voisinage V, . de x tel que

yeVoe = d(f(2), f(y)) se VIeA
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Exercice 2.26 Supposons que (X, dx) est un espace métrique compact. Mon-
trer qu’une partie A < C(X,Y) est équicontinue si et seulement si pour tout
€ > 0 il existe p > 0 tel que

dx(z,y)<p = d(f(z),f(y) <e¢ VfeA

On peut maintenant énoncer le théoréme d’Ascoli.

Théoréme 2.27 Soient X un espace topologique compact et (Y, d) un espace
métrique complet. Soit A une partie de C(X,Y'). Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. La partie A est relativement compacte dans (C(X,Y),dy).

2. La partie A est équicontinue et pour tout x € X, l'ensemble A, :=
{f(x), f e A} est relativement compact dans 'Y .

Ezxemple 2.28 Pour tout a > 0, soit Lip,([0,1]) le sous-ensemble des fonc-
tions réelles sur lintervalle [0,1] qui sont a-lipschitziennes : c’est un sous
espace vectoriel de C([0,1]). Est-ce que Lip,([0,1]) est une partie fermée
(resp. compacte) de (C([0,1]),d) ?

Pour tout v = 0 on considere

Ko i= Ling (10,1 (){ £ & C([0,1), £(0) € [, 7]}

Expliquer pourquoi K, , est un compact de (C([0,1]), dy).

Ezemple 2.29 Soit C'([0,1]) le sous-espace vectoriel de C([0,1]) formé par
les fonctions de classe C*. Montrer que

B = {f e C[0.1]), |flec + £l < 1}

est une partie relativement compacte de (C([0,1]),dy). Est-ce que B est fer-
mée dans (C([0,1]),dy) ¢

2.5.2 Théoréme de Stone-Weierstrass

Soient X un espace topologique compact et C'(X) le R-espace vectoriel
des fonctions continues, a valeurs réelles, sur X. On munit C'(X) de la norme
uniforme

[ flloo := sup [f(2)].
zeX

Si on considére de plus la loi produit, I'espace vectoriel C'(X) devient une
R-algébre possédant une unité : la fonction 1y, constante égale a 1 sur X.
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Définition 2.30 1. Une partie A < C(X) est une sous-algébre si pour
tout \e R et tout f,ge A, ona f+ge A, fge A et \f e A. Si de

plus 1x € A, on dit que A est une sous-algébre unitaire.

2. Une partie A < C(X) sépare les points de X si pour tout x # y il
existe f € A tel que f(x) # f(y).

Si P(t) = Yp_,art’ est un polynéme et f € C(X) on note P(f) :=
Zzzo arf* (ici f° = 1x par définition).

Remarque 2.31 1. L’ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b] est
une sous-algebre unitaire de C([a,b]) qui sépare les points de [a,b].
2. Si f e C(X) alors R[f] := {P(f), P € R[z]} est une sous-algébre
unitaire de C(X).
3. Si A c O(X) est une sous-algebre unitaire, alors l'adhérence A <
C(X) est une sous-algebre unitaire.

Théoréme 2.32 (Théoréme de Stone-Weierstrass) Soient X un espace
topologique compact et A < C(X) une sous-algébre unitaire qui sépare les
points de X. Alors A est dense dans C(X).

On a le premier corollaire :

Corollaire 2.33 (Théoréme de Weierstrass) L’ensemble des fonctions po-
lynomiales sur [a,b] est dense dans C([a,b]).

Voici d’autres exemples :

1. L’ensemble des fonctions polynomiales paires sur [0, 1] est dense dans
([0, 1]).

2. L’ensemble des fonctions polynomiales paires sur [—1,1] n’est pas
dense dans C'([—1,1]).

Un autre exemple important concerne le sous-espace vectoriel Co,(R) <
C(R) des fonctions continues 2m-périodiques. On considére 1’espace topolo-
gique compact R/27Z et on note p : R — R/27Z la projection. On voit que
f — fop détermine un isomorphisme entre C(R/27Z) et Ca,(R).

Un polynéome trigonométrique est une fonction 2w-périodique de la forme
p(z) = ag + X0 _; ai cos(kx) + by sin(kx), avec ag, by, € R. On remarque que
I’ensemble des polynomes trigonométriques forme une sous-algébre unitaire
de C(R/277Z) ~ C:(R) qui sépare les points de R/27Z.

Corollaire 2.34 Si f : R — R est une fonction continue 2mw-périodique,
alors pour tout € > 0 il existe un polynéme trigonométrique p tel que

sup |f(w) —p(z)] = sup |f(z) —plo)l <e

x€[0,27]
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Considérons maintenant le cas des fonctions & valeurs complexes.

On note C(X)c le C-espace vectoriel des fonctions continues, a valeurs
complexes, sur X. On munit encore C(X)c de la norme uniforme | f|q :=
)

On remarque que toute fonction f € C(X)c s’écrit f = R(f) +iS(f) avec

R(f),S(f) € C(X), et que | fo = sup,ex A/R(f)*(2) + ()2 (2).

Définition 2.35 Une partie A ¢ C(X)c est une sous-algébre complexe si
pour tout A € C et tout f,ge A, ona f+ge A, fge A et \f € A.

Théoréme 2.36 (Théoréme de Stone-Weierstrass complexe) Soient X
un espace topologique compact et A < C(X)c une sous-algébre compleze et
unitaire qui sépare les points de X. On suppose de plus que A est stable par
rapport & la conjugaison : f € A = f e A.

Alors A est dense dans C(X)c.

Considérons le sous-espace vectoriel Cor(R)c < C(R)c des fonctions
continues, a valeurs complexes, et 2m-périodiques. Ici on a de méme un iso-
morphisme C(R/277Z)c ~ Cor(R)c.

Un polynome trigonométrique complexe est une fonction 27-périodique de
la forme P(z) = >_  ape'*® avec aj, € C. On remarque que Iensemble
des polynomes trigonométriques complexes forme une sous-algébre complexe,
unitaire de C(R/277Z) ~ Cs:(R), qui sépare les points de R/27Z, et qui est
stable par conjugaison.

Corollaire 2.37 Si f : R — C est une fonction continue 2mw-périodique,
alors pour tout € > 0 il existe un polynome trigonométrique complexe P tel
que

sup|f(z) — P(z)| = sup [f(z) — P(z)| <e
zeR z€(0,27]
Exercice 2.38 Si f : [0,27] — C est une fonction continue, a quelle condi-

tion f est-elle la limite uniforme de polynémes trigonométriques complexes ¢

2.6 Théoréme du point fixe

Soit (X, d) un espace métrique complet.

Définition 2.39 Soit f : X — X wune application.
1. Pour tout k =1 on note f® Uapplication fo---o f.
[

k
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2. Un point fize de f est un élément a € X vérifiant f(a) = a.

Définition 2.40 Une application f : X — X est dite contractante s’il existe
a € [0,1] tel que

d(f(a), f(b)) < ad(a,b), Y a,beX.

On a le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 2.41 Soient f : X — X une application et k > 1.
1. Si f est contractante, alors f posséde un unique point fize.
2. Si f*) est contractante, alors f posséde un unique point fize.

3. Si f(’“) est contractante, toute suite (up)nen définie par la récurrence
Uy € X et upyp1 = f(u,) converge vers l'unique point fixe de f.

Exemple 2.42 On considére Uapplication linéaire f : R?2 — R? définie par
flz,y) = (22, %y) On peut vérifier les faits suivants :

1. f est contractante pour la norme euclidienne de R?,
2. f n’est pas contractante pour la norme | - ||s,

3. Il existe k = 1 pour lequel Uapplication f*) est contractante pour la
norme || - |-

On termine cette section en rappelant deux théorémes classiques qui s’ob-
tiennent au moyen du théoréme du point fixe.

Théoréme 2.43 (Théoréme d’inversion locale) Soit ' : R" — R" de
classe C" telle que la différentielle dF (z,) : R" — R" est un isomorphisme.
Alors il existe un voisinage ouvert U de x, et un voisinage ouvert V de F(x,)
tel que Uapplication x — F(x) définissent un difféomorphisme entre U et V.

Théoréme 2.44 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) Soit F': R x R" —
R" de classe C' et (t,,7,) € R x R™. Alors il existe un “unique” g :|t,—¢€,t,+
e[— R™ de classe C* qui satisfait le probléeme de Cauchy :

{g/(t) — F(t,g(t), Vtelto—eto+ €
g(to) = To-
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2.7 Théoréme de Baire

Soit (X, 7) un espace topologique séparé.

Définition 2.45 (X, 7) est un espace de Baire si l'une des deux conditions
équivalentes est satisfaite :
— Pour toute suite (U, )nen d’ouverts denses de X, l'intersection ﬂneN U,
est une partie dense de X.
— Pour toute suite (Fy,)nen de fermés d’intérieurs vide de X, la réunion
U, en Fr est d’intérieur vide.

Théoréme 2.46
— Tout espace topologique compact est un espace de Baire.
— Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

Corollaire 2.47 Soit (X, d) un espace métrique complet. Supposons que l’on
ait X =

[}
. )
ey P avece tous les F, fermés. Alors Uouvert |, oy Fr est dense.

Prewve du corollaire : on pose Q = |,y Fn et F, = F, n X\Q. On
remarque que tous les fermés F) sont d’intérieur vide. D’aprés le théoréme
2.46, la réunion | J, . F), est d'intérieur vide. Mais | J, . Fr, = X\ car X =
U, en Fn- Alnsi X\Q est d’'intérieur vide. Donc €2 dense. O

Donnons quelques propriétés qui découlent du théoréeme de Baire.

Proposition 2.48 Soit (X, d) un espace métrique complet et f, € C(X),n €
N une suite de fonctions convergente simplement vers f. Alors la fonction f
est continue sur un sous-ensemble dense de X.

Preuve de la proposition : Pour n, k € N, on considére les ensembles

Fini= () {ze X, o) - fi@)] < ).

pien E+1

Comme les fonctions (f,)nen sont continues, les sous-ensembles Fj,, sont
fermés. Comme la suite (f,,)neny converge simplement on voit aisément que
pour tout k € N, la réunion | J, .y Frn est égale a X. Le corollaire 2.47 donne

alors que 'ouvert
Qk = U F k.n

neN

est dense dans X. D’aprés le théoréme de Baire, on sait que (). 2% est
dense dans X.

18



Par définition, © € [,y O sl et seulement si pour tout k € N il existe
n € N et e > 0 tel que

dz,y) <e = [fp(y) = fuly)] < Vp,q = n.

k+1

On vérifie alors sans trop de peine que f est continue en tout point de
Mrery Q- O
keN =k

Proposition 2.49 Soit f : R — R une fonction dérivable. Alors la fonction
dérivée [’ est continue sur un sous-ensemble dense de R.

Preuve de la proposition : C’est un corollaire de la proposition 2.48. On
considere la suite de fonctions continues F,(z) = n(f(z + +) — f(x)) qui
converge simplement vers la dérivée de f. O

Voici une derniére propriété remarquable qui découle du théoréme de
Baire (voir la feuille d’exercices).

Proposition 2.50 Soit E = C([0,1]) muni de la topologie de la convergence
uniforme. L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] qui ne sont dérivables
en aucun point de [0,1] est dense dans E.

3 Espaces de Banach et de Hilbert

On commence par une définition.

Définition 3.1 Un espace vectoriel normé (E,|—|) est un espace de Banach
sl est complet pour la distance induite par la norme.

On voit tout de suite qu’un espace vectoriel de dimension fini est un es-
pace de Banach. Considérons d’autres exemples (de dimension infinie).

— Soit X un espace topologique compact. L’espace vectoriel C'(X) est
un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme.

— Soit p € [1,0[. On note [, l'espace vectoriel des suites a valeurs

réelles u := (ug)gen telles que >, |ug/? < 00. On pose alors |juf, =
(X eny luk )P, Alors (I, | — |,) est un espace de Banach.
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— On note [y, P'espace vectoriel des suites a valeurs réelles u 1= (uy)gen

bornées. On pose |u|o 1= supyey |ug|. Alors (Is, | — |ls) est un espace
de Banach.

Le résultat suivant admet une preuve identique a celle de la proposition
2.22.

Proposition 3.2 Soit (E,| — ||g) un espace vectoriel normé. Il existe un
espace de Banach (E, | — |z) et une application linéaire j : E — E vérifiant
les points suivants
— L’application j est une isométrie : |j(v)|z = |v||g pour tout v e E.
— Le sous-espace vectoriel j(E) est dense dans E.

L’espace de Banach (E, | — | z) est unique d isométrie prés : ¢’est le complété
de l’espace vectoriel normé (E, | — ||g).
3.1 LX)

Soit (X, B, ;1) un espace mesuré :
— B est une tribu,
— p: B —[0,00] est une mesure :

n((J Ax) = D5 n(Ap)

keN keN

si les (Ag)ken sont des éléments de B deux a deux disjoints.

On note L£'(X) Pespace des fonctions f : X — R mesurables telles que

S X | fldp < 0.

Soit N le sous-espace vectoriel de £'(X) formé par les fonctions nulles
presque partout. On remarque qu’une fonction mesurable f : X — R appar-
tient & N si et seulement si { | f|du = 0.

Définition 3.3 On note L'(X) Uespace vectoriel quotient L'(X)/N . Pour
une classe f € LY(X) définie par f € L(X) on pose

7l = Llfldu-

Le théoréme suivant est admis.

Théoréme 3.4 L’espace vectoriel normé (L*(X),| — 1) est un espace de
Banach.
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Considérons maintenant le cas de X = [0, 1] muni de la tribu borélienne
et de la mesure de Lebesgue. On considére I'espace vectoriel C'([0, 1]) muni
de la norme | f[, = §; | £(t)|dt.

Proposition 3.5 L’espace de Banach L'([0,1]) est le complété de l’espace
vectoriel normé (C([0,1]), ]| — |1)-

3.2 L(E,F)

On considére deux espaces vectoriels normés (E, | — |g) et (F,| — |r).
Soit u : E — F une application linéaire.

Lemme 3.6 Les énoncés suivants sont équivalents :
— u: E — F est continue.
— u: F — F est continue en 0 € I.
— 1l eziste ¢ = 0 tel que |u(x)|p < c¢|z||g pour tout x € E.

Définition 3.7 On note L(E, F) l’espace vectoriel formé par les applications
linéaires continues de E dans F. Pour we L(E, F), on note

U\T )| F
fule = sup L4
z#0 ”
Proposition 3.8 On suppose que (F, | —|r) est un espace de Banach. Alors

(L(E,F),| —|z) est un espace de Banach.
Un cas particulier concerne le cas ou F' = R.

Définition 3.9 L’espace vectoriel E* := L(E,R) des formes linéaires conti-

nues sur E est appelé le dual de E. Pour f € E*, on note | f|| g+ := sup,_ Iﬁ;(@

Alors (E*,| — |gx) est un espace de Banach.

3.3 Théoréme de Banach-Steinhaus

Considérons deux espaces vectoriels normés (E, | — ||g) et (F,| — |r).
Commencons par le résultat préliminaire suivant.

Lemme 3.10 Soit T : E — F continue. Pour tout y € E et pour tout r = 0,
on a la relation

sup || T(z)|r =7 |T|c.
z€B(y,r)
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Théoréme 3.11 (Banach-Steinhaus) Soit T, € L(E, F'),i € I une famille
d’application linéaires continues. On suppose que (E,| — |g) est un espace
de Banach. Alors

— soit sup, | Ti] 2 < oo,
— soit il existe x € E tel que sup,.; |Ti(x)|r = 0.

Preuve : On suppose que pour tout x € E on a sup,. |Ti(x)||r < oo.
Alors E = |, oy Xn ot X, := {z € E, |T;(z)|r < n Vie I} sont des parties
fermées de E. D’aprés le théoréme de Baire, il existe n, € N pour lequel
X,, est d’'intérieur non vide. Soit y € E et r > 0 tel que B(y,r) < X,,.
Cela entraine que |T;(x)|r < n pour tout i € I et pour tout z € B(y,r). En

4

utilisant le lemme précdent on voit que sup;e; [Tifz < 2. O
Voici une premiére application du théoréme de Banach-Steinhaus.

Proposition 3.12 Soit T,, : E — F, n € N une suite d’application linéaires
continues qui converge simplement vers T : E — F. Si E est un espace de
Banach, alors T est continue et |T||; < liminf, |T},|..

Attention, en général la suite |7, — T'|; ne tend pas vers 0.

Exemple 3.13 On considére les applications linéaires de décalage dp,0R :
l1 i ll N

(SL(U(],Ul,“',Uk,"') = (Ul,’U,g,"',Uk,"‘)

(SR(anul?"' 7uk7"') = (07u07u17"' 7uk7"')'
et les deux suites L, = (61)", R, := (0r)™ € L(l1,11). Vérifier que pour tout

n=0ona|L,| =|R.| =1 et que l'une des deux suites converge simplement
vers application linéaire nulle.

3.4 Théoréme de ’application ouverte et du graphe fermé

Dans cette section nous supposons que (E, | — | g) et (F,||—|r) sont deux
espaces de Banach.

Théoréme 3.14 (Théoréme de l’application ouverte) Soit T : E — F
une application linéaire continue.
— S1T est surjective, alors T est une application ouverte.
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— Si T est bijective, alors lapplication linéaire réciproque T' : F — E
est continue.

Preuve : On remarque tout d’abord que le deuxiéme point est une consé-
quence du premier.

Supposons maintenant que 7' : ' — F' est surjective. Pour montrer que
T est une application ouverte, il suffit de montrer qu’il existe n > 0 tel que

Considérons les fermés Z,, := T(Bg(0,n)) < F. Comme T est surjective
ona F =,y Zn- D’aprés le théoréme de Baire, il existe n, € N pour lequel
Zn, est d’intérieur non vide : soit y € E et r > 0 tel que

B(y,r) < T(Bu(0,n,)).
Cela entraine que B(0,r) < T'(Bg(0,2n,)) puis que
B(07 E) <« T(BE(()? 1))

pour € = 5. Montrons que la derniere inclusion implique que B r(0,5) ©
T(Bg(0,1)).
Soit y € Bp(0, 5). On définit par récurrence deux suites

€
yr € Br (0, g% i, € Br(0, 55 ),
pour k > 1, qui satisfont les relations y; = y et

Yk — T(iUk) = Yk+1-

Alors y = T'(x1 + -+ - + ) + Yns1 pour tout n = 1. La somme z7 + - -+ + x,
converge vers un élément z de norme inférieure & >}, |zi]|e < 1, et y =
T(xz). O

Exercice 3.15 Soit X un sous-espace vectoriel de C([0,1]) qui est a la fois
fermé pour la topologie de la norme uniforme et tel que X < C1([0,1]). On
veut montrer que X est nécessairement de dimension finie.

1. Montrer que X, muni de la norme N(f) = | flloo+|f']c0, est un espace
de Banach.

2. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel |[f'|ow < ¢|flewo pour tout f € X. On
pourra considérer Uapplication linéaire Id : (X, | — |») — (X, N).

3. En déduire que la boule unité de (X, | — |») est compacte. Conclure.
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A une application linéaire T : E — F on associe son graphe
graphe(T) := {(z,T(z)), = € E},

qui est un sous-espace vectoriel de E' x F'.

Théoréme 3.16 (Théoréme du graphe fermé) L application linéaire T :

E — F est continue si et seulement si graphe(T) est un sous-espace vectoriel
fermé de E x F.

Preuve : Considérons les projections 7g : ExF — E, et mp: ExXF — F
définies par mg(z,y) = = et wp(x,y) = .

On remarque que graphe(7T) = ker A ot A = 7 — T o . De plus A
est continue si 7" est continue. On voit donc que graphe(T') est un fermé de
E x F si'T est continue.

Suppossons maintenant que graphe(7") est un sous-espace vectoriel fermé
de E x F. Alors graphe(T') est un espace de Banach pour la norme N(z,y) =
|||z + |ly||F. Soit ¢ : graphe(T) — E la restriction de mg a graphe(T') : on
voit que ¢ est linéaire, continue et bijective. D’aprés le théoréme 3.14, on
sait que lapplication réciproque ¢! : E — graphe(T') est continue. Alors
T = 7p o ¢! est continue. O

3.5 [Espaces de Hilbert (cas séparable)

On commence par une définition.

3.5.1 Espaces séparables

Définition 3.17 Un espace topologique (X, T) est dit séparable s’il posséde
une partie dénombrable dense.

On a les exemples classiques suivants d’espaces vectoriels normés sépa-
rables :

— 1, lorsque p € [1, 0l.

— (C(X), ]| = [o0) ot X est un espace métrique compact.

— LP(R™), LP(Q2) o p € [1,0[ et 2 est un ouvert de R™.

Notons que [, n’est pas séparable.
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3.5.2 Premiéres définitions

Soit E un espace vectoriel réel.

Définition 3.18 — Un produit scalaire sur E est une application bili-
néaire symétrique (—, —) : E x E — R telle que (v,v) > 0 pour tout
v # 0. Dans ce cas on note |v]| := ((v,v))"? la norme associce.
— Un espace d’Hilbert (réel) est un espace vectoriel E muni d’un produit
scalaire (—,—) tel que E est complet par rapport a la norme || — |.

Dans toute la suite on considére un produit scalaire (—, —) sur E. Pour
tout x,y € F on a la relation

(x,y) = % (lz +yl* = =l = lyl?) - (1)

En utilisant le fait que ¢t — {tz +y, tz +y) est un polyndéme de degré deux
prenant uniquement des valeurs positives on obtient I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

[zl < ] - [yl

En utilisant l'identité (1) avec les couples (z,y) et (x,—y) on obtient
I'identité du parallélogramme :

|z +yl* + |z = yl* =2 (|=* + [y]*), Va,yeF. (2)
On a la réciproque suivante.

Proposition 3.19 Soit N : E — R un norme satisfaisant lidentité (2).
Montrer que {z,y) := 3(N(z +y)? — N(2)* — N(y)?) est un produit scalaire
sur E.

Exemple 3.20 L*(Q) et Iy sont des exemples d’espaces de Hilbert.

Le produit scalaire permet de définir 'orthogonal d’une partie A c F :
At ={re E {(x,y)=0,Vye A}.

On note Vect(A) le sous-espace vectoriel engendré par A. On vérifie aisé-
ment les faits suivants :
— Al est un sous-espace vectoriel fermé de E,

— At = Pt avec F = Vect(A).

— Vect(A) = (A1), On verra en fait qu’il y a égalité au corollaire 3.22.
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3.5.3 Projection sur un convexe fermé

Le théoréme de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental
de la théorie des espaces de Hilbert.

Soit (E,{—, —)) un espace de Hilbert et X < E un sous-ensemble conveze
et fermé de E.

Théoréme 3.21 Pour tout v € E il existe un unique px(v) € X vérifiant :
— lpx(v) = v| = infyex [[w — o],
— (v —=px(v),w—px () <0 forallwe X.
L’application px : E — X est appelée la projection orthogonale sur X : c’est
une application 1-lipschitzienne.

Corollaire 3.22 Soit F' un sous-espace vectoriel de E.
— Supposons que F est fermé. Alors E = F@® F* et (F+)t = F.
— Dans le cas général, on a E = FQ F* et (FY)t = F.
— F est dense si et seulement si F+ = {0}.

Preuve du corollaire : Supposons tout d’abord que F' est fermé. Comme
F' est convexe nous pouvons considérer la projection orthogonale sur F, pp :
E — F. Les inégalités

<U_pF(U>7w_pF(v)><07 VIUEF,VUEE,

impliquent que la forme linéaire w € F' — (v—pp(v), w) est nulle. En d’autres
termes, v — Pr(v) € F+, Vv € E. Ainsi tout vecteur v € E admet la décom-
position
v=uv—pp)+ pr(v) .
——

—_——
FL ¥

Cela démontre que E = F @ F*, et donc que (F*)t = F.

Supposons maintenant que F' n’est pas nécessairement fermé. On applique
le premier point au sous-espace vectoriel F. Comme F* = (F)* on a la
déxcomposition orthogonale £ = F @ F* et donc (F*)* = F.

Le dernier point est une conséquence immédiate du deuxiéme point. O

On peut maintenant facilement déterminer le dual E* d'un espace de
Hilbert E.

Théoréme 3.23 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit f : E —
R une forme linéaire continue. Alors il existe un unique vecteur v € E tel
que

f(l’) = <$,U>.

pour tout x € E.
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Preuve du théoreme : Si f = 0 on prend v = 0. Supposons maintenant
que f est non-nulle : alors ker(f) est un sous-espace vectoriel fermé de E
distinct de E.

Vérifions tout d’abord que dimker(f)t = 1. Soient z,y € ker(f)* deux
vecteurs non-nuls. Comme ker(f)* nker(f) = {0} ona f(x) # 0et f(y) # 0

cela entraine que %~ — -4 € ker(f)* n ker(f) et donc que la famille {z,y}

. 7@ " 7w
est liée.

Sachant que dimker(f)t = 1 et que f : ker(f)* — R est non-nulle,
il existe une unique vecteur vy € ker(f)* tel que f(vy) = 1. On remarque
alors que l'égalité f(x) = (z, H:TO\P> est satisfaite sur ker(f) et sur ker(f)*

séparément. On peut maintenant conclure car E = ker(f) @ ker(f)+. O

Pour tout v € V notons j, € E* la forme linéaire j,(z) = (z,v). Le
théoréme précédent affirme que 'application

jiE—E* v g,
est un isomorphisme. On vérifie de plus que j est une isométrie.

3.5.4 Bases hilbertiennes dénombrables

Soit (E,{—,—)) un espace de Hilbert. Soit B := {e,,n € N} une famille
dénombrable de vecteurs de E.

Définition 3.24 B est une base hilbertienne dénombrable de E si
— B est une famille orthonormée,
— vectg(B) est sous-espace vectoriel réel dense dans E.

Théoréme 3.25 Un espace de Hilbert E possede une base hilbertienne dé-
nombrable si et seulement si E est séparable.

Preuve : Si B est une base hilbertienne dénombrable de E, alors vectg(B)
est une partie dense et dénombrable de F.

Soit F < E une partie dense et dénombrable de E. Il existe une sous-
famille 7/ < F libre tel que vectg(F) = vectg(F’') : ainsi vectg(F’) est
dense dans E. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt on
peut associer & la famille libre dénombrable F’' une famille orthonormée B
telle que vectg(F') = vectg(B). La famille B est alors une base hilbertienne
dénombrable de F. O

27



3.5.5 Espaces de Hilbert séparables

Théoréme 3.26 Tout espace de Hilbert séparable est isométrique a ls.

Soit (E,{(—,—)) un espace de Hilbert séparable. On considére une base
hilbertienne dénombrable B := {e,,n € N} de FE.
Pour tout n € N on note V,, := vect(eg,...,e,) = E et V@ < E son

orthogonal. Tout vecteur x € F s’écrit
T =T, + T,

avec x, € V,, et 2/, € V. On voit que
n
T, = Z<x, evei, et || =d(z,V,).
i=0

On a de plus ]2 = 2,7 + 242 et | ? = ST oo, e
Comme vect(B) = [,y Va est dense dans E on a lim,_,o d(z,V,) = 0
pour tout x € E. On a donc démontré la relation de Plancherel

22 = Ya, e, Vae b
ieN

Autrement dit, 'application ¢ : E — [y tel que ¢(x) est égal a la suite
({x, €;))ien est une isométrie.

4 Topologies faibles

4.1 Semi-normes

Soit F un espace vectoriel réel.

Définition 4.1 Une fonction p : E — R- est une semi-norme si pour tout
r,ye et AeR ona:

— p(x +y) <plz) +py),

— p(Az) = [A[p(z).

Exemple 4.2 — Si f1,..., [n sont des formes linéaires sur E alors p(x)
Sy | fe(x)| est une semi-norme.
— Soit Q < R™ un ouvert. Sur l'espace vectoriel C(R) on a les semi-
normes

pr(f) = sup | f(z)]

zeK
asssociées aux compacts K < Q.
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— Sur Uespace vectoriel C*(R) on a les semi-normes

N, ;(f) = sup sup|f¥ ()]

0<y<sn zeJ
asssociées a un intervalle compact J < R et un entier naturel n.

— Si F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé (E,|.|),
la fonction x — d(x, F') := infyep |z — y| est une semi-norme.

4.2 Théoréme de Hahn-Banach : version analytique

Soit F un espace vectoriel réel muni d’une semi-norme p : £ — R-y. On
commence avec le lemme suivant.

Lemme 4.3 Soit fyy : W — R une forme linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel W < E. On suppose que fw satisfait la relation

fw(z) <p(x), VeeW. (3)

Pour tout sous-espace vectoriel W < W' < E, tel que W' /W est de dimension
finie, il existe une forme linéaire fy : W' — R telle que

— fw(z) = fw(z), VeeW.

— fw(2') < p(a'), Va'eW'.

Preuve : 11 suffit de démontrer le cas ot dim W’//W = 1. Soit v € V tel
que W' = W @Ru. A tout a € R on associe la forme linéaire F, : W’ — R
définie par la relation F,(z + Av) = fw(x) + Aa.

On cherche pour quels « on a la relation F,(z') < p(z’), Y2’ € W', c’est
a dire

fw(x) + da < plx+ Av), VY(z,\)eW xR

Les relation précédentes sont équivalentes a
fw(@)+a<plz+v), fw)—a<plx—uv), YreW.

Finalement on doit avoir A < a < B avec B = inf{p(z +v) — fw(z),z € W}
et A = sup{fw(z) — p(r —v),x € W}. Comme A < B un tel choix est
possible. O

Une récurrence transfinie (utilisant le lemme de Zorn) permet de généra-
liser le lemme précédent au cas ou W’/ = E.

Théoréme 4.4 (Théoréme de Hahn-Banach : version analytique) Soit

fw : W — R une forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel W < E.
On suppose que fy satisfait la relation fy(x) < p(x), Vo e W.

1l existe une forme linéaire f : E — R telle que

— f(z) = fw(z), VYeeW.

— fly)<ply), VyekE.
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4.3 Espaces duaux

Dans cette section on va donner quelques conséquences immeédiates du
théoréme de Hahn-Banach qui concernent le dual E* d’un espace vectoriel
normé (E, | — ).

Proposition 4.5 Soit (E,| — ||) un espace vectoriel normé. Alors :

— E* #{0}.

— v € E est non-nul si et seulement si il existe f € E* tel que f(v) # 0.

— Six #yeE il existe f € E* tel que f(x) # f(y).

— Pour tout v € E il existe f € E* tel que f(v) = |v|| et |f]| = 1.

— Si F' est un sous-espace vectoriel de E [application de restriction
E* — F* est surjective.

— Une sous-espace vectoriel F' < E est dense si et seulement si son
orthogonal F'* := {f € E*, f(x) = 0Vx € F'} est réduit a {0}.

Dans la suite nous utiliserons le crochet de dualité
& —,—>» F*"xE—>R
Nous remarquons que

[fI = sup |« foz> | et [z]=sup|«fz>|
=1 I71-1

Nous avons une application canonique

définie par la relation « jg(x), f »:=« f,x » pour tout (f,z) € E* x E.
On vérifie immédiatement que

Lemme 4.6 L’application linéaire jp : E — E** est isométrique.

Définition 4.7 Un espace vectoriel normé (E, | —|) est réflexif si jg : E —
E** est un 1somorphisme. Dans ce cas E est un espace de Banach.

On utilisera le résultat suivant a la section 4.5.

Proposition 4.8 Soit E un espace de Banach réflexif et ' < E un sous-
espace vectoriel fermé de E. Alors F' est un espace de Banach réflexif.

Preuve : On note 7 : FF — E le morphisme d’inclusion du sous-espace
vectoriel fermé F. Soit '+ < E* 1'orthogonal de F pour la dualité. Comme
F est fermé on a (FY)t = F. On note jp : E — E** et jp : F — F** les
applications canoniques.

On considére les applications linéaires duales :
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— L’application i* : E* — F* : i* est surjective et ker(i*) = F*.
— L’application i** : F** — E** : ** est injective et Image(i**) = {T €
E**, T(f) = 0,Yf € F*}.

— On a la relation i** o jp = jpo1.

Soit T € F** et ¢**(T) € E**. Comme jg est bijectif, il existe z € E tel
que i**(T") = jg(x) : on a donc

TG*(f)) = f(z), VfeE"

Cela implique que f(x) = 0, Vf € 't et donc z € (F4)t = F. Ainsi T =
jr(z). On a montré que 'application jp : F' — F** est bijective. O

Voici une classe importante d’espace de Banach réflexifs.
Proposition 4.9 Un espace de Hilbert (E,{—,—)) est reflexif.

Preuve. D’aprés le théoréeme de Riesz on sait que ’application ip : F —
E* définie par la relation « i(z),y »:= {(z,y) est un isomorphisme. Soit
iy« E** — E* application adjointe de ig. On vérifie que i}, 0 jp = ip. Ainsi
JE est un isomorphisme. O

Regardons maintenant le cas des espaces vectoriels normés [, pour p €
[1,00]. On désigne par ¢ € [1,00] I’élément satisfaisant la relation % + % = 1.
On remarque que p=1<g=wet p=0w < q= 1.

Nous avons un autre crochet de dualité

(= =Dpgilpxlg—R

définie par la relation {(a, by, := >, @nbn.
L’inégalité de Holder nous donne que

[a; bpql < lallp - 10l
pour tout (a,b) € I, x l;. On a méme plus.

Lemme 4.10 Sia€l, on a ||af, = supjy, 1 [{a, b)pl-

Considérons I'application
Dyl > 1
définie par la relation « ®,(a),b »:= {a,b),,.

Proposition 4.11 L’application ®, : [, — 17 est un isomorphisme si et
seulement st p # 1.
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Preuve : Supposons tout d’abord que p # 1 (ainsi ¢ # o). Soit f : I, = R
une forme linéaire continue. Tout vecteur = € I, s’écrit © = >} _ xx0p + 7 ()
avec lim,, ., |7, ()|, = 0. Ici 0), désigne la suite ou tous les termes sont nuls,
sauf le k-ieme qui vaut 1.

Posons f(dx) = ai. Comme f est continue on a

fz) = ) wen,
k=0

pour tout € l,. Le lemme 4.10 nous assure que la suite a = (aj)ken ap-
partient a [, et que f = ®,(«). Nous avons montré que ¥, est surjective
(I'injectivité est évidente).

Considérons maintenant le cas ot p = 1. Nous allons montrer que

@12[1-’[?0

n’est pas surjective.

Considérons le sous-espace vectoriel C < [, formé des suites convergentes.
On considére la forme linéaire fo : C — R qui a une suite de C associe sa
limite. On remarque que |fc(z)| < |2]x pour tout z € C. D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, il existe F' € [% tel que F(z) = fe(x), Vo € C. On remarque
aisément que F' n’appartient pas a I'image de ®,. O

Proposition 4.12 1, est réflexif si et seulement si p €]1, oo|.

Preuve : On considére les applications linéaires @, : [, — [7 et @, : 1, — 7.
Notons @5 : [5 — [7* Papplication duale de ®,. On vérifie que ¢, = @y o j;.

Si p,qg > 1 alors ®, et ®, sont des isomorphismes et donc j;, est un
isomorphisme.

Pour p = 1,00 on obtient les relations ®; = ®% o j;, et &, = ®F o ji,.
Comme P, est un isomorphisme et que ®; n’est pas un isomorphisme, on
voit que j;, et 75, ne sont pas des isomorphismes. O

4.4 Topologie associée & une famille de semi-normes

Soit P une famille de semi-normes sur un espace vectoriel réel £. On
suppose que la famille P est séparante :

(VpeP p(xz)=0) implique z=0

Voici quelques exemples de familles séparantes de semi-normes :
— P est réduit & une norme sur E.
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— E=CY([0,1]) et P :={po, p1}. Ici po(f) = |F(0)] et pr(f) = sup |f'].
— E=C"RY) et P := {pk, K compact}. Ici p(f) = sup,ex [ f(2)].
— E CO(R?) et P':= {py, n = 0}. Ici pu(f) = supjy<, | f(@)]-

— £ = COO( ) et P = {pn7 nz 0} Lei pn(f) = SupOskSn Sup|x|sn ’f(k)(x”
— E est un espace vectoriel normé et P := {|f], f € E*}.

A T'aide de la famille de semi-normes P on peut définir une notion de
convergence et également une topologie. De plus lorsque cette famille est
dénombrable on peut lui associer une distance. C’est ce que nous allons faire
maintenant.

Définition 4.13 (Suites P-convergentes) On dit qu’une suite (x,)nen de
E converge vers x au sens de P si

VpeP, lim p(z, —z)=0.
n—a0

. : P .
On utilisera la notation x, — = dans ce cas. On remarque que la limite
ainsi définie est unique.

Si p € P on définit la boule relative a p :
By(z,r) :={y e E, p(y —z) <r}
On remarque que les "boules" B,(x,r) sont convexes.

Définition 4.14 (P-topologie) Un sous-ensemble U = E est un P-ouvert
st pour tout x € U il existe une partie finie P, < P et r > 0 tel que

ﬂ By(z,7) c U.

PEPy

Exercice 4.15 On peut vérifier les faits suivants
— La P-topologie est séparée.
— la somme E x E — E est continue pour le P-topologie.
— le produit externe R x E — E est continue pour le P-topologie.

— On a x, P,z si et seulement si pour tout P-ouvert U contenant x il
eriste N € N tel quen > N = x, e U.

Voici un analogue du lemme 2.9.

Lemme 4.16 Soit X ¢ E un sous ensemble P-fermé. Alors pour toute suite
(x,) d’éléments de X, si 3x € E tel que x,, N x, alors v € X.
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On peut facilement caractériser les formes linéaires qui sont continues
pour la P-topologie.

Lemme 4.17 Une forme linéaire f : E — R est continue pour la P-topologie
sl existe une famille finie Py < P et C' > 0 tels que

|f(x)| < C Z p(z), Vrelk.

pEP f

Nous terminons cette section en considérant le cas ou la famille sépa-
rante de semi-normes est dénombrable : P := {p,, n € N}. On peut former
I’application

1.
dp(z,y) = ), on L pa(z —y)}, Va,ye k.
neN

On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.18 dp définit une distance sur E et la P-topologie coincide
avec la topologie induite par dp.

On aura un intérét tout particulier pour les espaces de Fréchet.

Définition 4.19 Soit E un espace vectoriel muni d’une famille P dénom-
brable et séparante de semi-normes. E est un espace de Fréchet s’il est com-
plet pour la distance dp.

Voici deux exemples d’espaces de Fréchet :
— C°(R"™) muni de la famille de semi-normes

pu(f) = sup |f(z)], neN.

|z <n

— C*(R) muni de la famille de semi-normes

pa(f) = sup sup |fP(z)], neN.

0<k<n |z|<n

Cette hypothése de complétude permet d’appliquer aux espaces de Fré-
chet le théoréme de Baire et ses conséquences, entre autres :

— le théoréme de Banach-Steinhaus

— le théoréme de 'application ouverte,

— le théoréme du graphe fermé.
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Voici par exemple 'analogue de la proposition 3.12 dans le cadre des
espaces de Fréchet.

Proposition 4.20 Soit (E,P) un espace de Fréchet.

Soit f, : E — R, n € N, une suite de formes linéaires continues'. On
suppose que pour tout x € E la suite de réels (f,(z))nenconverge : on note
f(z) = lim, o fn(x) sa limite.

Alors la forme linéaire f : E — R est continue.

4.5 Topologies faibles

Ici on travaille avec un espace vectoriel normé E. On note jg : E — E**
le morphisme canonique.

1. La topologie faible sur F, notée o(E, E*), est celle associée a la famille
de semi-normes {|f|, f € E*}.

2. La topologie faible-+ sur E*, notée o(E*, F), est celle associée a la
famille de semi-normes {|jg(z)|,z € E}.

Définition 4.21 1. Une suite (x,) de E converge faiblement vers x si
pour toute forme linéaire f € E* on alim, f(x,) = f(x). Dans ce cas
on utilise la notation x, — x.
2. Une suite (f,) de E* converge faiblement-= vers f si pour tout v € E
on a lim, f,(z) = f(z). Dans ce cas on utilise la notation f, ~ f.

Un exemple important concerne les espaces de Hilbert.

Définition 4.22 Soit H un espace de Hilbert. Une suite (z,,) de H converge
faiblement vers x si et seulement si lim,{x,,y) = {(x,y) pour tout y € H.

L’exercice suivant permet de comparer les topologies faibles avec celle
définie par la norme.

Exercice 4.23 1. Soit T : E — R une forme linéaire. Alors T est conti-
nue pour la topologie forte si et seulement si T est continue pour la
topologie faible o(E, E*).

2. Soit p : E* — R une forme linéaire. Alors ¢ est continue pour la
topologie faible-+ o(E*, E) si et seulement si il existe x € E tel que

p(f) = f(x), Vfe E*

1. pour la P-toplogie.
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Les lemmes suivants sont des conséquences du théoréme de Banach-Steinhaus
(Théoréme 3.11). Traitons tout d’abord le cas des suites faiblement conver-
gentes dans F.

Lemme 4.24 Soit (x,,) une suite de E.

1. Supposons que pour tout f € E*, la suite de réels (f(x,)) converge.
Alors la suite (x,,) est bornée, et si E est un espace de Banach réflexif,
on peut conclure iz € E tel que x, — x.

2. Si x, — x alors (x,) est une suite bornée de E et ||z|| < liminf, |z,|.

Preuve : Soit T,, : E* — R la forme linéaire définie par T,,(f) = f(x,) : on

remarque que |7,,| = [|z,]. On suppose que pour tout f € E* la suite T,,(f)
converge. Comme E* est un espace de Banach on peut appliquer le théoréme
de Banach-Steinhaus : C' := sup,, |T,,| = sup,, |z,| est fini et il existe T :

E* — R linéaire continu tel que |T'(f)| < C|f| et T'(f) = lim, T,,(f) pour
tout f € E*. On a montré que la suite (z,) est bornée. De plus si E est
réflexif il existe x € E tel que T'(f) = f(z), Vfe E*. O

Considérons maintenant le cas des suites faiblement-* convergentes dans
E*.

Lemme 4.25 Soit (f,) une suite de E*.

1. Supposons que pour tout x € E, la suite de réels (f,(z)) converge. On
peut conclure 3f € E* tel que f, = f dans les deux cas suivants :
— FE est un espace de Banach.
— La suite (f,) est bornée.

2. Supposons que E est un espace de Banach. Si f, =~ f alors (f,) est
une suite bornée de E* et || f|| < liminf, | f,|.

Preuve : Soit f,, : E — R une suite de formes linéaires continues tel que
pour tout z € E, la suite de réels (f,,(z)) converge. On pose f(z) = lim,, f,(z).

Si E est un espace de Banach, on peut appliquer le théoréeme de Banach-
Steinhaus, et on obtient que f est continue. Si la suite (f,,) est bornée, on
voit que | f(z)| < C|lz| avec C' = sup,, | f.||. Le premier point du lemme est
démontré.

Le deuxiéme point est une conséquence immédiate du théoréme de Banach-
Steinhaus. O

Exemple 4.26 On considére l’espace vectoriel E = C([0,1]) muni de la
norme

lgl = sup gl + |9'(3)]
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La suite T,, € E* définie par T,(g9) = n(g(3+ =) —g(3)) converge faiblement-+
1
2

vers la forme linéaire continue g — ¢'(5) tandis que la suite |T,,| tends vers

l"infini.

Notons x,, — z (resp. f, — f) la convergence en norme d’une suite de F
(resp. E*).

Lemme 4.27 Soient (x,,) et (f,) deuz suites de E et E*.

1. Siz,, — x alors x,, — .

2. Si fo, — f alors f, = f.

3. Supposons que E est un espace de Banach. La suite de réels f,(x,)
converge dans les deux cas suivants
a) r, — x et f, — f,
b) x, —x et f, > f.

4. Supposons que H est un espace de Hilbert et considérons une suite

(x,) de H convergente faiblement vers x € H. Alors x, — x si et
seulement si || — ||x]|.

Dans le cadre des topologie faibles, le lemme 4.16 prend la forme suivante.

Lemme 4.28 1. Soit X < E un sous ensemble fermé pour la topologie
faible. Si x, — x et si tous les éléments x,, appartiennent a X, alors
reX.

2. Soit Y < E* un sous ensemble fermé pour la topologie faible-+. Si
fo = f et si tous les éléments f, appartiennent &Y, alors f €Y.

On peut maintenant énoncer quelques résultats importants de compacité.

Théoréme 4.29 (Théoréme de Banach-Alaoglu) Soit E un espace vec-
toriel normé.
La boule unité (fermée) de E* est compacte pour la topologie faible-x.

Considérons le cas particulier ott E est séparable.

Théoréme 4.30 (Compacité faible séquentielle dans E*) Soit E un es-
pace vectoriel normé séparable.
Toute suite bornée de E* admet une sous-suite faiblement-+ convergente.

Preuve : Soit {c,,p € N} une partie dense de E. Soit (f,)nen une suite
bornée de E*. On remarque que pour tout p € N la suite de réels ( f, (o) )nen
est bornée. Nous allons utiliser le procédé diagonal de Cantor :
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— Soit ¢, : N — N strictement croissant tel que (fg,m)(Q0))nen est
convergente.

— Soit ¢1 : N — N strictement croissant tel que (fpgop(n)(Q1))nen est
convergente.

— Soit ¢ : N — N strictement croissant tel que (fygo...opy(n) () )nen €st

convergente.

On considére ¢ : N — N strictement croissant défini par la relation
o(n) = ¢go...o¢,(n). On remarque que pour tout p € N la suite de réels
(fio(n)(atp))nen est convergente. Comme {oy,, p € N} est une partie dense de E
et que (fu(n))nen st une suite bornée de £*, on montre sans trop de peine
que pour tout z € E la suite de réels (f,um)(2))nen est convergente. On pose

alors f(x) := lim, fum)(z). On a donc que fy) A f.O

Considérons maintenant le cas d’un espace de Banach réflexif.

Théoréme 4.31 (Compacité faible séquentielle dans E) Soit E un es-
pace de Banach réflexif (en particulier un espace de Hilbert).
Toute suite bornée de E admet une sous-suite faiblement convergente.

Preuve : Soit (x,)neny une suite bornée de F : on note Vectg(z,,n € N)
le sous-espace vectoriel engendré par cette famille et F' < E 'adhérence de
Vectg(z,,n € N) dans E.

On remarque que F' est un espace de Banach réflexif car F' est un sous-
espace vectoriel fermé de F (voir la proposition 4.8). D’autre part F est
séparable car Vectg(z,,n € N) est une partie dénombrable dense de F.

Maintenant on peut appliquer le théoréme 4.30 & ’espace vectoriel normé
F* : toute suite bornée de F** ~ F' admet une sous-suite faiblement conver-
gente. Ici on se sert du fait que la topologie faible-x o(F** F*) sur F**
coincide avec la topologie faible o(F, F'*) sur F ~ F**,

Ainsi la suite bornée (,)pen de F' admet une sous-suite (Zy(m))nen fai-
blement convergente dans F'. Cela implique que (Zy(m))nen est faiblement
convergente dans F. O

2

Exemple 4.32 — Soit 1 < p < o0. Toute suite bornée de [, admet une
sous-suite faiblement convergente.
— La suite3 5, € l; n’admet pas de sous-suite faiblement convergente.
— Soit 0,, € C([0,1]) une suite de fonctions bornée pour la norme | — | .
Alors 6,, admet une sous-suite convergente faiblement dans L*([0,1]).

2. IF'™* est séparable car F' est séparable.
3. dp(k) =0sik #netd,(n)=1.
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5 Transformées de Fourier et convolution

5.1 Espaces L? : boite a outils

L’espace vectoriel R? est muni de la tribu des boréliens B(R?). La mesure
de Lebesgue est 'unique mesure z : B(RY) — [0, o0] satisfaisant les relations

d
p(lar,bi] x - x [ag,ba]) = | [ (b — ax).
k=1

Définition 5.1 — On note N'(R?) I’espace vectoriel des fonctions me-
surables, nulles presque partout.
— Pour p € [1,0[, on note LP(RY) lespace des fonctions mesurables f
telles que §g. | f(2)|Pdu(x) < co. On pose LP(RY) := LP(RY)/N(R?),
et pour tout f € LP(R?) on note

o= ([ 1)

— Soit p = . On note L*(RY) Uespace vectoriel des fonctions mesu-
rables [ telles que ||f|o = inf{M | u({z,|f(z)| > M}) = 0} est fini.
On pose L*(RY) := L*(R?) /N (R?).

Remarque 5.2 Pour simplifier nos notations, l'intégrale d’une fonction me-
surable relativement & la mesure de Lebesgue sera noté simplement (g, f(x)dx.

Voici quelques énoncés fondamentaux de théorie de la mesure.

Théoréme 5.3 (Théoréme de convergence monotone) Soit f, : R? —
[0, 0] une suite de fonctions mesurables. On suppose que pour tout x € R4,
la suite (f,(2))nen est croissante. On pose F(x) = lim, o fn(z).

Alors F est une fonction mesurable et

lim [ fu(z)dz = J F(z)dz,
Rd R4

n—0o0

cette équation pouvant se réduire a o0 = 0.

Lorsque l'on travaille avec des fonctions mesurables g, : RY — [0, o],
on peut appliquer le théoréme précédent aux fonctions mesurables f,(z) :=
Inf{fp(x),k = n}. Si on pose lim-inf(g,)(z) := lim, .« f,(x) on obtient 'in-

égalité
J lim-inf(g,)(x)dzx < lim-inf (J gn(x)d:r> :
Rd Rd
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Cette inégalité est appelé le lemme de Fatou.

Voici maintenant deux résultats importants qui font le lien entre la conver-
gence simple et la convergence en norme.

Théoréme 5.4 (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue) Soit
(fn) une suite de fonctions de LP(R?). On suppose que

— La limite f(x) = lim, . f.(z) existe pour presque tout x € RY.

— 1l existe g € LP(R?) telle que |f,] < g, Vn e N.

Alors f e LP(RY) et lim, o ||f — full, = 0. En particulier, lorsque p = 1
cela entraine que

lim fn d:c—f f(z

n—0o0

Voici une "réciproque" du théoréme 5.4.

Théoréme 5.5 Soit (f,) une suite de fonctions de LP(R?) convergente en
norme vers f € LP(R?). Alors il eziste une sous-suite ( fyn)) telle que f(z) =
limy, o0 fo(n)(z) pour presque tout x € R%.

On termine cette section en donnant un exemple d’utilisation du théoréme
de convergence dominée : un critére de dérivation pour les fonctions d’une
variable définies par une intégrale.

Proposition 5.6 Soit I = R un intervalle ouvert. On considére une fonction
F : I x R? — R satisfaisant les conditions suivantes :
— Pour tout t € I, la fonction x — F(t, w) appartient o L'(RY).
— Pour tout x € Rd la dérivée partzelle (:v t),t eI existe.
— Pour tout t, € I, il existe un mtervalle owvert J < I contenant t, et
une fonction gy € L'(R?) telle que

oF

—(x,t)| < gs(x), VxeR? Vtel
ot

Alors la fonction t — §,, F(t, x)dx est dérivable et l'on a

£ ow) - | e
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5.2 Théorémes de Fubini et Tonelli

Soient dy,dy = 1 et d = dy + dy. On travaille sur R* x R% ~ R9,
Dans les énoncés suivants on considére une fonction f : R¢ — R mesu-
rable. Pour (z,y) € R® x R% on note f(x,y) I'évaluation de f en (z,y).

Théoréme 5.7 (Fubini) Soit f e L'(RY).
— Pour presque tout y € R% la fonction fY(x) := f(x,y) appartient a
LY (R%4),
— La fonction y — ga, f(2,y)dx appartient o L' (R®).
— On a la formule de Fubini

J ( f(%y)d:r)dy: £, y)dzdy.
Rdg Rdl ]Rd

La formule de Fubini est aussi un moyen de détecter quand une fonction
f : R? — R mesurable définit un élément de L'(RY).

Théoréme 5.8 (Tonelli) Soit g : RY — [0, 0] mesurable.
— Pour presque tout y € R, la fonction ¢g¥(z) := g(x,y) est mesurable
sur R%.

— La fonction y — §ga, f(2,y)dx est mesurable sur R™.
— On a la formule de Fubini-Tonelli

JRdz (Ld g (‘T?y)dl"> dy = fRd g9(x,y)dxdy,

cette équation pouvant se réduire ¢ o0 = o0.

Ainsi une fonction f : R? — R mesurable définit un élément de L*(R?) si

et seulement si
f q If(x,y)ldw) dy < .
R42 R41

5.3 Espaces de Banach L?

L’étude de ces espaces requiert la notion d’exposant conjugué : pour p €
[1,00] on désigne par ¢ € [1,0] I'unique élément vérifiant % + % = 1. On
remarque que p € {1,0} < g€ {1, 0}.

Le premier résultat fondamental est I'inégalité de Holder.

Proposition 5.9 (Inégalité de Holder) Soient f € LP(R?) et g € LY(RY).
Alors le produit fg appartient o L'(R?) et

I£gl < 1F1p gy
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Preuve de la proposition : On remarque que 'inégalité de Holder est élé-
mentaire si p € {1,0}. Considérons maintenant le cas ou p €|1, [ (alors
q €]1,00[). Dans ce cas on utilise le lemme élémentaire suivant qui est une
conséquence de la convexité de 'application exponentielle.

Lemme 5.10 Pour tout a,b € [0,0] on a ab < %ap + %bq.

Posons F(z) := ‘ﬁfﬁ? et G(r) = ﬁ;"ﬁ'. Alors pour tout z € R? on a

F(z)G(x) < %F(az)p + %G(x)q. Aprés intégration on obtient

1 1 1 1
| PeiG@ds < | Fepdess [ Glade= vz -1
Rd Rd q Jrd p q

c’est a dire S]Rd |f(z)g(x)|dz < | f],llg]q O

L’inégalité de Holder nous permet de vérifier que I'application
fe LP(RY) — | fl,

est une norme. Comme tout & I'heure ce fait est élementaire si p € {1, 0}.
Traitons le cas ou p €]1, ool.

Tout d’abord on remarque que |f + g[P < 2P~ (|f[P + |g|P). Alors f + g €
LP(RY) si f, g € LP(R?). Maintenant on utilise la majoration

f+glP< |fl |f+glP"+ gl |f+gP".
—_—— e —

Lr(R4) La(R4) Lr(R4) La(R4)

D’aprés I'inégalité de Holder on a
|17 +aP < U+ gl 17 +

En remarquant que ||f + g|P™!|, = (SRd |f + g|p)1/q, on obtient || f + g[, =
1-1/
(Sga If +9P) < flp + lgl,- O

On conclut cette section avec le résultat fondamental suivant.
Théoréme 5.11 Soit p € [1,00]. L’espace vectoriel normé (LP(R?), | — ||,)

est un espace de Banach.

5.4 Convolution et régularisation

Le support d'une fonction f : R? — C est par définition égal a I’adhérence
du sous-ensemble {z € R%, f(x) # 0}. On le note Support(f).

42



5.4.1 Convolution dans C°(R?)

On désigne par CO(RY) (resp. C*(R?)) I'espace des fonctions continues
(resp. C*) & support compact sur R%.

Exemple 5.12 — Si A = R\B(a,r) alors fa(z) = d(x,A) est une
fonction continue & support compact sur RY.
— Sia <beR, alors la fonction F,p, : R — R définie par les relations

Jexp((a—x)"" + (= b)7"), Vtela,b]
Fasle) = {0, vt ¢a, b

est C*, et elle est supportée sur l'intervalle |a,b].
— La fonction F : R — R définie par les relations*

Flz) - exp((Jz* = 1)7Y), Vz| <1,
0, vz > 1,

est C* et a support compact.

Définition 5.13 Si f, g € C°(R?), la convolution de f par g désigne la fonc-
tion définie par la relation

frglz) = » flx —y)g(y)dy, VaeR™

On remarque que f g = g* f € C2(R?) et que l'on a

Support(f * g) < Support(f) + Support(g).

Proposition 5.14 Soient g € CO(R?) et f € CX(R?). Alors f » g € C*(RY).
De plus on a

0 0

8_q;k(f*g> = 8_xk(f)*g‘

d
4 o)? = 2oy 2k
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5.4.2 Convolution dans L!(R?)

Soient f,g € L'(R"). On considére la fonction mesurable

F(z,y) = f(z = y)g(y).
D’apres le théoréme de Tonellli, F' e L'(R™ x R") car

L (f ‘F(xay”dff) dy = £l gl < oo.

Sachant que F € L'(R™ x R"), on sait d’aprés le théoréme de Fubini que
I'intégrale

frg)i= | - pgdy
R
est finie pour presque tout z € R%, et que cela définit une fonction f * g €
LY(R9). On a de plus
[f > gl < [ flllgls-

5.4.3 Reégularisation

Dans cette partie on travaille avec p € [1,00[. Soit ¢ €]1, 0] tel que

Pour ¢ € CO(R?) et f € LP(R?) la fonction y — o(z — y)f(y) appartient

a L*(RY) pour tout z € R? (car o(x —y) € L4(R?)). On peut donc considérer
oo o) = [ eto— s
R

Proposition 5.15 Soient ¢ € C°(R?) et f € LP(R?). Alors

— @* [ est continue, bornée et ¢ * floo < |@llq]f]p,

— oxfeLP[RY) et o flp < lelil flp,

Preuve : Le premier point est élementaire et découle immédiatement de
I'inégalité de Holder. Démontrons le deuxiéme point. Pour tout =z € R?, la

1
fonction y +— |o(z — y)|?|f(y)| appartient & LP(RY) et la fonction
1

y — |o(x — y)|7 appartient a LI(R?). Ainsi d’aprés I'inégalité de Holder
on a

1/p
ox s < ([ oo = wllFwPay) (el

En intégrant cette inégalité sur x € R?, on obtient

| les@ras < Qe || leta=nl FPayde = (1™ (11,7

Le deuxiéme point est démontré. O
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Définition 5.16 Une suite ¢, € CO(R?) est réqularisante si
— ¢p(x) =0, Vo e RY, ¥n e N,
— Sga On(x)dz =1, VneN,
— pour tout r > 0 la suite SIIJ:HZr ¢n(x)dx tends vers 0 lorsque n — 0.

Exemple 5.17 Soit g € C°(R?) une fonction non-nulle. Alors
d

S SrE e

est une suite régularisante. Si la fonction g est C* alors les fonctions ¢, sont
aussi C*.

g(nx)?

Voici le point clé des suites régularisantes.

Proposition 5.18 Soit ¢, € C)(RY) une suite régularisante. Alors pour
toute fonction F : R — R continue et bornée on a
— {ga On(2)F(x)dz — F(0) lorsque n — o,
— la suite de fonctions ¢, x F' converge simplement vers F,
— la suite de fonctions ¢, x F' converge uniformément vers F' si F' est a
support compact.

Preuve de la proposition : Démontrons le premier point. Comme F'(0) est
égal & (o, ¢, (2) F(0)dx on a

| y dn(x)F(x)dz — F(0)| < N On(2)|F(z) — F(0)|dz.

Soit € > 0. Il existe » > 0 tel que |F(z) — F(0)] < € si |z < r. Alors
Sga On(2)|F(x) — F(0)|dz = A, (n) + B,(n) avec

A,(n) = f bu(0)|F(z) — F(0)]dz < ¢ f bula)dr < ¢
] <r [z|<r
pour tout n. D’autre part on a
B,(n) = j G @IF@) ~ PO < 2P f oy

et donc lim,, . B, (n) = 0. Ainsi | {p, ¢n(2) F(x)dz— F(0)] < 2€ sin est assez
grand.
On constate de la méme maniére que

(o * F(y) = F(y)| < | éu(@)|F(y —2) — F(y)|d.

R4
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La méme preuve que précedemment montre que pour y fixé,
§ga On(2)|F(y — ) — F(y)|dz — 0 lorsque n — co.

Si F' est a support compact, alors F' est uniformément continue : Ve > 0,
il existe r > 0 tel que |F(y —x) — F(y)| < esi |z| <r. Cela permet de voir
que |¢, * F(y) — F(y)] < e+ 2|F|o SHIH% ¢n(x)dz. On constate donc que
¢n » F' converge uniformément vers F'. O

On a un résulat analogue dans le cadre des espace LP(R?).

Proposition 5.19 Soit p € [1,00[. Soit ¢, € CO(RY) une suite régularisante.
Alors pour tout f € LP(R?) on a

“an*f_f“p—)()

lorsque n — c0.

Preuve de la proposition : On utilisera le lemme suivant.

Lemme 5.20 Pour tout f € LP(R?) on note f,(x) = f(z—vy). Alors y — f,
est une application continue de R? dans LP(RY). En particulier

limy o [[fy = fllp = 0.

On remarque que ¢, * f(z) = (.. 0n(y)f(z — y)dy tandis que f(z) =
§ga &n(y) f(z)dy pour presque tout z. On a donc

P * f) — f(z) = » Only) (f(x —y) — flz)) dy.

Comme ¢,(y)"4 € LYRY) et y — ¢,(y)"? (f(z —y) — f(x)) appartient &
LP(R?), l'inégalité de Holder donne

|0n * fz) = @)l < | ou(W)|f(z—y) = f(z)[dy.

R4

En intégrant cette inégalité sur x € R?, on obtient au moyen de Fubini

1/p
ot =l ([ outils, - s1y) e

On peut maintenant conclure avec la proposition 5.18. La fonction F(y) :=
(Ify = fll»)? est continue bornée sur RY. Alors §, én(y) (|| fy — f ) tends vers
F(0) = 0 lorsque n — co0. O

Voici un corollaire important de la proposition 5.19.
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Corollaire 5.21 Soit p € [1,00[. Alors C*(R?) est un sous-espace vectoriel
dense de LP(R™).

Preuve du corollaire : On travaille avec une suite régularisante® ¢, €
C*(RY). Soit f € LP(R™). Pour tout R > 0 on définit la fonction fr € LP(R")
en posant

) f(=@), Vz| <R,
frlw) = {o, V2| > R.

Soit € > 0. Il existe R > 0 tel que | fr — f|l, < €. Ensuite on remarque
que pour tout n € N la fonction ¢, » fg est C* et a support compact. On
considére N € N tel que |¢n * fr — frll, < €. Alors g = ¢n * fr € C*(RY)
vérifie | f — g, < 2e. O.

Voici un autre corollaire de la proposition 5.18.

Corollaire 5.22 Soit Q un ouvert de R? et K un compact de R? contenu
dans Q. Alors il existe 1 € C*(R?) telle que

— Support(v) < Q,

— Y(z) =1, Vre K.

Preuve du corollaire : Soit g € C°(R?) non-nulle. On travaille avec la suite
régularisante ¢, (x) = mg(nxV. Soit R > 0 tel que le support de g
soit contenu dans la boule B(0, R) : alors le support de ¢, est contenu dans
la boule B(0, £).

Soit € > 0 la distance entre K et le fermé RN\Q. Soit h € C°([0, [) telle
que h = 1 sur I'intervalle [0, {] et & = 0 sur l'intervalle g, co[. On considére
la fonction continue

F(z) = h(d(z,K)), xeR%

On remarque que le support de F' est contenu dans le compact K3 := {x €
R d(z, K) < £} < Qet que F =1 sur Ky := {z e R, d(z,K) < £}

On travaille avec les fonctions 1, := ¢, » F' € C*(R?). Comme le support
de 1, est inclus dans K3+ B(0, %), on voit que le support de v, est contenu
dans le compact Ky := {z € RY, d(z, K) < §} < Q deés que § + & <

Soit € K. On a y(z) = §puen(y)F(z — y)dy. Si & < £ alors
F(z —y) = 1si g,(y) # 0. Cela implique que 1, (z) = 1 dés que £ < <.

On a montré que les fonctions 1), € C*(R?) satisfont les conditions re-
quises pour n assez grand. O

NN Gl T )

5. Toutes les fonctions ¢,, sont C*.
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5.5 Transformée de Fourier

Le produit scalaire sur R? est noté (£, x) := ZZ=1 &rxy.
Dans toute cette section les fonctions sur R? seront & valeurs complexes.

Pour une fonction f € L'(R?) on définit la transformée de Fourier par la
formule :

fig) = | e fayda,

On utilisera aussi la notation F(f) pour ]?

On a un premier constat élémentaire : Vf € L'(R?), la fonction ]? est
bornée et

| Fleo < 1£11-

5.5.1 Transformée de Fourier sur C*(R?)

Pour tout a = (ay,- - ,aq) € N on note :

— laf = 25 o,

— 2% la fonction z € RY > (21)% -+ - (24),
M — 0v O-«+-0 0%d

ogx  ogt og

Tout polynome sur R? est de la forme P(x) = >, e @az® (les coefficients
a, € C sont tous nuls sauf pour un nombre fini).
Un opérateur différentiel (a coefficient constant) sur R? est de la forme

Q(a—ag) = D nend ba% (les coefficients b, € C sont tous nuls sauf pour un
nombre fini).
Si P(§) = X ena @™ est un polynome on notera P(i<) Popérateur dif-

al ool
ox™

ferentiel Y. a dq (1)
Si Q(%) = D neNd ba% est un opérateur différentiel on notera Q(ix) le
polynome Y, i bo (1)1 22

Sur I'espace vectoriel C°(R?) on a deux types d’opérations :
— multiplication f — P(z)f par un polynéme P(x),
— action d’un opérateur différentiel f — Q(Z)(f).

On a le résultat fondamental suivant

Proposition 5.23 Soit f € C*(RY).
— La transformée de Fourier F(f) est une fonction lisse. Plus précisem-
ment, pour tout opérateur différentiel Q(a%> on a

QUZ)(F () = F(Q(ix) f)
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— Pour tout n € N, on a |{|"F(f)(&) — 0 lorsque |&| — oo. Plus
précisemment, pour tout polynéme P(§) on a

PE)F(f) = F (Piz)()
On va maintenant définir 'espace de Schwarz S(R?).

Définition 5.24 Une fonction F € C*(R?) appartient & S(R?) si pour tout
n € N et pour tout opérateur différentiel Q(%) la fonction

v [2]"Q(5)(F)(x)

tends vers 0 lorsque |z| — oo.

Proposition 5.25 Si f € C*(RY) alors f € S(RY).

Preuve : Cela découle immédiatement de la proposition 5.23. O

Terminons cette section en regardant le cas des transformées de Fourier
de fonctions continues & support compact.

Proposition 5.26 Soit f € CO(R?). Sa transformée de Fourier f est une

~

fonction C* et bornée. De plus f(§) — 0 lorsque |£]| — oo.

Preuve : Démontrons le dernier point. Soit € > 0. D’aprés le corollaire
5.21, il existe F € C*(RY) tel que | f — F|; < e. Alors |f(§) — F(€)| < € pour
tout £ € RY. Comme F(£) — 0 lorsque ||£| — oo (voir proposition 5.25) on

A~

voit donc que |f(£)| < 2¢ si [|€]| est assez grand. O.

Exemple 5.27 Pour tout a > 0, on a
F <e_“H93|\2> (&) = (g)d/Q 6_‘57,

5.5.2 Transformée de Fourier sur L'(R%)

Nous utiliserons la notation suivante : f(€) = f(—¢€)

Proposition 5.28 Soient f,g e L'(R%).
— La transformée de Fourier f est une fonction continue et bornée. De

plus | floo < |- .
— Lemme de Riemann-Lebesgue : f(£) — 0 lorsque ||€| — o0.
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—Irg=7+3
— Sra F(§)g(§)dé = §pu f(2)g()d.

Notons CJ(R?) I'espace de Banach des fonctions continues F' : R? — C
telles que F(§) — 0 lorsque || — oo. La proposition précédente affirme
que la transformée de Fourier définit une morphisme® continu d’algébres de
Banach

Fi o LHRY) — CY(RY).

Nous allons maintenant aborder la question de la formule d’inversion. On

considére 'espace de fonctions

LE(R) = {f e L'(R")| f e L'(R")}.

On remarque que C*(R?) = LL(RY), ainsi L1 (R?) est un sous-espace vecto-
riel dense de L'(RY).

Théoréme 5.29 Soit f € LL(R?). Alors f est continue, bornée et

f(z) = (2m)™ J e e F(&)dE, Ve R (4)

R4
En d’autre termes on a f = (2m)¢f pour tout f e Li-(RY).
Corollaire 5.30 Pour tout f € L'(R?) on a fz 0 si et seulement si f = 0.

Pour démontrer le théoréme 5.29 nous allons considérer la fonction G(x) :=
7= #2e 171 et 1a famille G, (z) = n®G(nz), ¥n = 1. On remarque que

J Gu(z)dr =1, VYn=1.
R4

De plus, on vérifie en utilisant les calculs de I'exemple 5.27 que é;(f) =
Le|?

€ 4n?
Nous commengons par le résultat suivant (qui admet une preuve identique
a celle de la proposition 5.19, méme si les GG, ne sont pas & support compact).

Lemme 5.31 Soit f € LY(R?). Alors |G, * f — f|1 — 0 lorsque n — .

6. Il est injectif, voir la corollaire 5.30.
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Preuve du théoréme : Nous considérons les fonctions continues définies
par les intégrales

F(‘T) = (21)d J];{d eil<§’x>f(€)d§7

™

1 —iE, 7
Fu(z) = (2m)¢ Lde © >Gn(€) (&)d¢, n=1

On remarque que Vx € RY, F,(z) — F(z) lorsque n — 0.
Fixons z € R? et utilisons la relation (., f(£)g(§)d¢ = §pa f(¥)g(y)dy,
avec la fonction

e DG, (€) € LYRY).

On vérifie que g, (y) = (271T)dGn(y —x) = G,(y — x) (car la fonction G,, est
paire). Ainsi

Fo(z) = G, * f(z), VYreR%
D’aprés le Lemme 5.31, on sait que F,, converge en norme | — [|; vers la

fonction f. D’autre part on sait que F,, converge simplement vers la fonction
F. Cela entraine que F(z) = f(x) presque partout (voir le théoréme 5.5). O

Voici un corollaire du théoréme d’inversion.

Corollaire 5.32 L’espace de fonctions L%-(R?) est contenu dans L*(R?) et
pour tout f € L-(RY) on a

172 = 2m)*2| £

Preuve du corollaire : Soit f € L%(R?). La formule (4) nous permet de
voir que la fonction f est bornée. Ainsi f € L'(RY) n L*(R?) = L?(R?Y). On
a de méme f e L'(RY) n L*(R?) < L*(R?). On note aussi que la fonction

conjugée de f est egale a f ot f = f
La relation {3, f(£)g(£)dé = 5. f(y)g(y)dy donne alors

)]

~ ~

(1F12)* =) F@F© = | Fof©d

)

I
%
Kﬁ

= f(€)f(€) = (2m)" (| f]2)*.
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5.5.3 Transformée de Fourier sur L?(R?)

D’aprés le théoréme 5.29 et le corollaire 5.32 on sait que la restriction
de la transformée de Fourier F; : L'(R?) — CJ(R?) au sous-espace vectoriel
L% (R?) induit une isomorphisme

Fi: LR(RY) = LL(RY

tel que pour tout g € LL(R?)
— [ F(g)l2 = 2m)*2|g]l,
— FioFilg) = (2m)%g.

En utilisant le fait que L-(R?) est un sous-espace vectoriel dense de

L*(R?) on en déduit le résultat suivant.

Théoréme 5.33 Il existe un unique isomorphisme
Fy o LA(RY) =5 L2(RY)

qui prolonge la transformée de Fourier sur C*(R®). Elle satisfait les proprié-
tés suivantes : pour tout g € L*(R?)

— 1F(g)2 = 2m)*| g2,
— Fyo F(g) = (2m)%g.

Exercice 5.34 On considére la fonction g(x) = ﬁ € L*(R). Montrer que

sa transformée de Fourier g := Fa(g) € L*(R) satisfait la relation

ot [,

o (1+x)?

pour presque tout &.

5.5.4 Transformée de Fourier sur ’espace de Schwarz

On a déja montré que si f € C*(RY) alors f € S(RY). Il nest pas dur
de vérifier que 1'on a mieux : F(S(R?)) = S(R?). La formule d’inversion (4)
nous permet de conclure de la maniére suivante.

Théoréme 5.35 La transformée de Fourier induit un isomorphisme
F: S(RY) = S(RY)

tel que F o F(g) = (2m)%g pour tout g € S(RY). De plus les énoncés de la
proposition 5.23 sont encore valable si on travaille avec des fonctions dans

S(R).
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6 Distributions tempérées sur R

L’espace de Schwarz S(R) est muni de la famille dénombrable et sépa-
rantes de semi-normes

pa(p) == sup sup(l+ |z|)"[¢®(z)],  ¥neN.

0<k<n zeR

On se trouve dans le cadre étudié a la section 4.4. Dans toute cette section
nous munissons S(R) de la topologie associée a la famille séparante de semi-

normes (P, )nen-
On rappelle la notion de limite de suites.

Définition 6.1 Une suite de fonctions (¢r)ken de S(R) converge vers ¢ €
S(R) si limy o pr(pr — ) =0, VneN.

Comme les semi-normes vérifient les inégalités
po(p) S pilp) <o <palp) < -+ (5)
les ouverts de S(R) admettent la description suivante.

Définition 6.2 Un sous-ensemble U — S(R) est un ouvert si pour tout ¢ €
U il existe ne N et r > 0 tels que

W € S(R)a pn(SO - ¢) < T} c U
On associe a la famille de semi-normes {p,, n € N} une distance sur S(R) :

Islp,0) = X, 5ot (L pnlo —0)}, Vo, € S(R),

neN
On a le résultat important suivant.

Proposition 6.3 L’espace métrique (S(R), ds) est complet. En d’autre termes,
S(R) est un espace de Fréchet.

6.1 Espaces Ly/(R) et Lg(R)

Soit N (R) I'espace vectoriel des fonctions mesurables sur R, nulles presque
partout. Dans la suite nous utiliserons deux espaces de fonctions mesurables :
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— On désigne par L;(R) I’ensemble des fonctions mesurables f : R — C

telles qu’il existe un entier n > 0 pour lequel la fonction % ap-

partient & L'(R). On considére Ly (R) = Ly (R)/N(R).

— On désigne par Lr(R) I'ensemble des fonctions mesurables f : R — C
telles que pour tout entier n > 0 la fonction f(z)(1+ |z|)™ est bornée.
On considére Lp(R) = Lr(R)/N(R).

On appelle Ly (R) Pespace des fonctions & croissance modérée et
Lr(R) I'espace des fonctions a décroissance rapide.

Voici quelques exemples :

— LP(R) est contenu dans Ly, (R), Vp € [1, 0.

— Si J est un intervalle de R, la fonction caractéristique de J, que l'on
note 1,, appartient & Ly, (R).

— La fonction In(|z|) appartiennent a Ly (R).

— Les fonctions polynomiales appartiennent a Ly, (R).

— Les fonctions €l*!, e n’appartiennent pas a Ly (R).

— La fonction e~# appartient a Lg(R).

— S(R) € Lr(R) < Ly (R).

6.2 Distributions tempérées : définitions

Par définition, une distribution tempérée sur R est une forme linéaire
continue 7" : S(R) — C. L’image de ¢ € S(R) par T sera noté (T, ¢).
On note §’(R) 'ensemble des distributions tempérées sur R.

Comme les semi-normes vérifient les inégalités (5) on a la caractérisation
suivante des distributions tempérées.

Lemme 6.4 Une forme linéaire T : S(R) — C est continue si et seulement
si il existe n € N et C > 0 tels que

KT, o)l < Cpalp), YeeSR).

Voici I'analogue de la proposition 4.20 dans le cadre de S(R) (qui est un
espace de Fréchet).

Proposition 6.5 Soit T,, : S(R) — R une suite de distributions tempérées.
On suppose que pour tout p € S(R) la suite de réels ((T,, p))nen converge :
on note (T, ) = lim,, (T, p) sa limite.
Alors T : S(R) — R une est distribution tempérée sur R, et l'on dira que
la suite T,, converge vers T

o4



Nous allons donner une suite d’exemples de distributions tempérées. A
tout f € Ly (R) on associe la forme linéaire

f(f):S(R)—>C

par la relation {I(f = §p f(@)p(z)dz, Yo € S(R). On remarque que si
glx) == (1+ [z])™ ( )GLl( ); alofs |<f( ): @)l < lglipa(e), Vo € S(R).

Proposition 6.6 L’application I détermine une application linéaire injec-
tive I : Ly (R) — S'(R). Ainsi toute fonction de Ly (R) s’identifie o une
distribution tempérée.

Preuve : On considére une fonction g € C(R) non-nulle, et la suite régu-
larisante ¢, (z) := Wg(nw)z a support compact.
R
Soit f € ker(I). On considére n € N tel que g(z) = (1 + 2?)™"f(z) €
L'(R). D’aprés la proposition 5.19 on a
H¢n*g _gH1 —0

lorsque n — 0. Soit x € R. Alors ¢, * g(z) = § f(y)(1 + ¥°) " ¢n(x — y)dy.
Comme ¢,, est a support compact, la fonctlon Uz y — (14 32) "¢, (z —y)
est aussi a support compact et donc ¢, , € S(R). On voit donc que

¢n*g<x):<l<f)awn,x>:0, VIL‘ER,V?’LEN.

Ainsi toutes les fonctions ¢, * g sont nulles. Cela entraine que g = 0 dans
LY(R) et donc f = 0 dans Ly/(R). O

Exemple 6.7
1. La forme linéaire définie par
1 [ o) —p(—
<VP(%)>SO> = EJ —< ) ( )da:
R X

définit une distribution tempérée.

2. Soit a € R et ke N. La forme linéaire définie par
(Gar )= (=1)* " (a)

est une distribution tempérée.

3. La forme linéaire définie par

est une distribution tempérée.
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4. Les suites suivantes convergent dans S'(R) :
— Su(x) = 2, sin(ka),
— Ful2) = e

— T =D Ok

Preuve : Pour le premier exemple on a

—@(—w)dx+JO° ple) —p(=2) ,

1 T

p(L), ) = f elz)

Y v
Ay

Le théoréme des accroissements finis donne |‘p—x)]
Vo e R. Ainsi |A,| < 2supyeg [¢' ()] < 2p1( ).

D’autre part, pour z > 1 on a | %= - (o) |  ZSUPer |52(t)|(1+‘t|). Alors |B,| <
2§ 4 supyep [p(OI(1 + [t]) < 2p1(p).

On a montré que [(vp(2), p)| < 4pi(p) pour tout ¢ € S(R). Ainsi vp(L)
est une distribution tempérée.

< 2supeg [¢'(1)],

On voit immédiatemment que |{6%, p)| < pr(¢) pour tout p € S(R). Ainsi
6k est une distribution tempérée.

Pour le troisiéme exemple on a

(=) — 2p(0) e+ J“O o(r) + p(—x) — 2@(0)d

x? 1 x?

X .

(PE(L), ) = f po) ¥

J/ . J/

v~

Cy D,
Considérons = > 0. Le DL avec reste intégral de ¢ donne

T

o@) = o(0)+/(0)z+ f (x— 1) (£)dt

p(—z) = 90(0)—g0’(0)$+f (z + 1) (t)dt.

Ainsi ¢(z) + ¢o(—x) — 2¢(0 So T — "(t) — ¢"(—t))dt. On obtient alors

( —t)dt sup |¢"(t)] = * sup [¢" (1))
teR teR

%

lp(z) + (=) — 2p(0)] < 2

Cela donne |C,| < supeg [¢"(t)] < pa(p)-
Siz > 1 alors

|s0(x) + (=) - 290(0)| < Asupieg [(t)]

Y
2 2
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On obtient alors que |Dy| < 4sup,eg [¢(t)] < 4po(p) < 4p2(ep).
On a montré¢ que [(Pf(2), ¢)| < 5pa(p) pour tout ¢ € S(R). Ainsi Pf(5)
est une distribution tempérée.

Considérons la suite de fonctions S,(z) = >;_; sin(kz). Pour tout ¢ €
S(R), une double intégration par partie donne

—1
f sin(kz)p(x)dr = = sin(kx)”(x)dx, Yk = 1.
R R
On obtient alors la majoration
. 1 supyeg ¢ (8)[(1 + [¢]) da
| sintko)gtontsl < 5 [ 1eelde < R e

soit | § sin(kz)p(z)dz| < Zp2(ep).
On remarque que pour tout ¢ € S(R), la suite {S,,, ¢) converge vers

{(Se, ) 1= — Z %JR sin(kx)” (z)dz.

Comme [{(Sx, )| < Dy Zp2(0), Vo € S(R), Sy est une distribution tem-
pérée. On a montré que la suite de fonctions S, converge vers Sy, dans S'(R).

Considérons la suite de fonctions F,(z) = —"—. Un calcul immédiat
donne
© 0 x
(Fny ) = . m@(@dw + . mﬂ@dw

- [ e - e

L [Pt (1Y,

On voit donc que (F,, ) —> (vp(1), ) lorsque n — oo. Ainsi la suite de
fonctions F, converge vers vp(1) dans S'(R).

Considérons la suite de distributions 7;, = >);_,0x. On remarque que
pour tout ¢ € S(R), la suite (T, ¢) converge vers

(To) = Y (k).
k=1

La majoration |p(k)| < k—lzsupteR|go(t)|(1 + [t])? montre que [(Ti, )| <
Xy 72)p2(9), Yo € S(R), Ainsi Ty, est une distribution tempérée. O
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Remarque 6.8 Pour les suites S,, F,, T, traitées dans ’exemple précédent
on aurait pu simplifier notre exposition en utilisant la proposition 6.5.
Par exemple, pour la suite S, on sait que Sy est une distribution tempérée

parce que {Su, ) = lim, (S, p), Vo € S(R).

6.3 Opérations sur les distributions

L’application injective I : Ly/(R) — S’(R) permet de voir S(R) < Ly (R)
comme un sous-espace vectoriel de S'(R).

Nous allons voir que beaucoup d’opérations sur S(R) s’étendent a S'(R) :
— la dérivation,

— le produit par des fonctions C* a croissance modérée,

— la transformée de Fourier,

— la convolution par des fonctions rapidement décroissantes.

Nous travaillerons dans le cadre suivant. Tout d’abord, on utilise la forme
bilinéaire

(o, ys = f o(@)p(@)dz, Yo, € S(R).

D’autre part, on considére une application linéaire A : S(R) — S(R) pour
laquelle il existe une application linéaire ‘A : S(R) — S(R) "duale" :

<A('¢)> 90>S = <¢7 tA(SO)>57 VQD, w € ’S<R)

On utilisera le fait élémentaire (mais fondamental) suivant.

Proposition 6.9 Si l’application linéaire ‘A est continue, alors l’application
linéaire A : S(R) — S(R) admet une extension a S'(R) (toujours notée A)
définie comme suit : pour tout T € S'(R)

(AT), ) := (T, "A(p)), VpeSR).
En d’autres termes A(T) = T o'A.

Voici une caractérisation de la continuité d’'un endomorphisme de S(R)
qui nous sera utile dans les exemples qui vont suivrent.

Lemme 6.10 Une application linéaire u : S(R) — S(R) est continue si pour
tout k € N il exite (ng, Cx) € Nx]0, 00| tel que

pr(u(p)) < Cepn (@), VYoeSR).

On termine cette section en traitant des exemples.
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6.3.1 Dérivation de distributions

La dérivation détermine une application linéaire continue % : S(R) —
S(R). Une intégration par parties montre que ‘(<L) = —<£ On a alors la

définition suivante.

Définition 6.11 La dérivée T € S'(R) d’une distribution tempéree T €
S'(R) est déterminée par la relation

<T/7 90> = _<T7 30/>7 Vpe S(R)

Voici quelques exemples :

— la dérivée de |z| est égale & Ljg o[ — 1)—c0,0]
— la dérivée de 1, [ est égale a d,,

— la dérivée de 1j_ 4] est égale & —0d,,

— la dérivée de 0% est égale a 61

— la dérivée de In(|z|) est égale a vp(1),

— la dérivée de vp(2) est égale a —Pf(=;).

Exercice 6.12 Soit T € S'(R) une distribution tempéree. Il existe une dis-
tribution tempéree S telle que S" = T et deux distributions tempérees vérifiant
cette propriété difféerent d’une constante.

6.3.2 Produit par des fonctions C* a croissance modérée

On commence par une définition.

Définition 6.13 L’espace des fonctions a croissance modérée, noté C3;(R),
désigne l’ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables sur R telles que

VkeN,AIN e N,3C > 0,[fP(z) < C (1 + |z))V,Vz e R.
On note que si f € C3H(R) alors f*) € Ly(R),Vk € N,

Si f e C};(R), alors 'application py @ ¢ — f¢ est un endomorphisme
continu de S(R) et 'on a fuy = p1y. On a alors la définition suivante.

Définition 6.14 La produit de T' € S'(R) par f € C{;(R) est une distribution
tempérée fT satisfaisant la relation

(fT,p)=<T,fe), YoeSR).

Voici quelques exemples :
— [EVp(%) = 1R,
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i .I‘QPf(x%) = 1R7
- ZE50 =0
— VT eSR),VfeChHR),ona (fT)=fT+fT.

On utilisera ce lemme & la section 6.3.4

Lemme 6.15 Si f € Lg(R) alors la transformée de Fourier ]? appartient a
CH(R).

6.3.3 Transformée de Fourier d’une distribution

On commence par une définition.

Définition 6.16 Si T € S'(R), on note T' la distribution tempérée satisfai-
sant la relation”

(T,p):={T, %), YpeSR).
Rappelons les résultats obtenus a la section 5.5.

Théoréme 6.17 La transformée de Fourier induit un isomorphisme
F:S(R) — S(R)

tel que
1. FoF(p)=2mp pour tout ¢ € S(R).
2. Pour tout opérateur différentiel Q(d%) =3, bkjg—i on a

Q) (F(p)) = F(Q(ix)p), Vpe S(R).
3. Pour tout polynome P(§) = Z]kvzo apé* on a
P(§)F(p) = F (P(ig)(9)), VYeeSR).

4. (F(p))s = o, F(¥))s,  Vo,1p € S(R).

Les point 2. et 3. du théoréme précédent permettent de montrer facilement
que la transformée de Fourier F : S(R) — S(R) est continue. Le point 4.
montre que ‘F = F. On a alors la définition suivante.

7. o(z) = p(—x),Yr e R.
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Définition 6.18 La transformée de Fourier de T' € S'(R) est une distribu-
tion tempérée F(T) satisfaisant la relation

(F(T),¢):=<T,¢), VoeSR).

Voici quelques exemples :

— F(6o) = 1g, et plus généralement F(0F) = (—i)* zF.

— F(1g) = 27 &y, et plus généralement F(z*) = 27 i* oF.

— F(vp(3) (&) = in(Ljoof — Lj-c0))-

Voici quelques propriétés de la transformation de Fourier F : §'(R) —

S'(R).

Proposition 6.19 Pour une distribution tempérée T on a
— FoF(T)=2rT,
— F(T) =iF(zT),
— F(T") = =iz F(T).

6.3.4 Convolution par des fonctions & décroissance rapide

L’espace Lg(R) des fonctions a décroissance rapide a ¢été introduit a la

section 6.1. Rappelons que si f € Lg(R) alors la transformée de Fourier f
appartient a Cj7(R).

Lemme 6.20 Si f € Lr(R) alors la convolution par f détermine une appli-
cation linéaire continue f x —: S(R) — S(R). De plus

(fem)=Fem

Preuve du Lemme : Soient ¢ € S(R) et
[yl + |z —y| on voit que (1 + |z])" < (1 ly)"
PourtoutkeN,dk(f*go)— ( ).

f € Lr(R). Sachant que |z| <
(1+ |z —y|)™ pour tout n = 0.
Donc

|+ 2"~ (f p))] < JR(H\y\)”\f(y)!(HIw—y|)”|<ﬂ(“(w—y)dy

< [+ )" F() sup(l + £ )]

On a montré que ¥Yn = 0 on a p,(f * ) < cu(f)palp) avec ¢, (f) =
I(1+ |y])"f(y)]1. Cela assure que f x — est continue.
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D’autre part
Srpirs = | Fropi
= | | s = ety
— | et vty

= <90’f *I/J>S-

Cela démontre le dernier point. O
On a alors la définition suivante.

Définition 6.21 La convolution de T € S'(R) par f € Lg(S) est la distri-
bution tempérée f =T satisfaisant la relation

(f*T,p)y:=(T,[x¢), YpeSR).
Voici quelques propriétés utiles de cette convolution.

Proposition 6.22 1. Soient f € Lr(R) et T € §'(R). Alors
— pour tout ke N on a (f*T)*® = f«T®
— F(f+«T)=fT.
2. Soient ¢ € S(R) et T € S'(R). Alors F(pT) = (27) ¢+ T.
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