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1 Éléments de topologie générale

1.1 Définitions de base

Soit X un ensemble et PpXq l’ensemble des parties de X.

Définition 1.1 Une topologie sur X est un sous-ensemble τ Ă PpXq véri-
fiant les conditions suivantes

i) H et X appartiennent à τ .
ii) Si Ui, i P I appartiennent à τ , alors

Ť

iPI Ui P τ .
iii) Si U1, ¨ ¨ ¨ , Un appartiennent à τ , alors U1

Ş

¨ ¨ ¨
Ş

Un P τ .
La topologie τ est dite séparée si de plus on a
iv) Pour tout x ‰ y, il existe Ux, Uy P τ tels que x P Ux, y P Uy et

Ux X Uy “ H.

Les élements de τ sont appelés les ouverts de pX, τq et les complémentaires
des élements de τ sont appelés les fermés de pX, τq.

Exemple 1.2 À une distance d : X ˆ X Ñ R on associe une topologie
séparée τd de la manière suivante. Un sous-ensemble U appartient à τd si
pour tout x P U il existe ε ą 0 tel que Bpx, εq :“ ty P X, dpx, yq ă εu Ă U .

Voici en vrac quelques notions associées à un espace topologique pX, τq :
1. A Ă X est un voisinage de a P X si il existe U P τ tel que x P U Ă A.
2. une famille B de voisinages de a P X est une base de voisinage de
a P X si pour tout voisinage A de a il existe B P B tel que B Ă A.

3. Une base de la topologie τ est un ensemble d’ouverts tel que tout
ouvert de τ soit une réunion d’éléments de cet ensemble.

4. L’adhérence de A Ă X est le plus petit fermé contenant A. Autrement
dit

Ā “
č

F fermé, AĂF

F.

5. L’intérieur de A Ă X est le plus grand ouvert contenu dans A. Au-
trement dit

˝

A “
ď

U ouvert, UĂA

U.

6. A chaque sous-ensemble Y Ă X on associe une topologie τY , appelée
topologie induite, de la manière suivante : U 1 Ă Y appartient à τY s’il
exite U P τ tel que U 1 “ U

Ş

Y .

Remarque 1.3 Sur un espace métrique pX, dq, on remarque que pour tout
a P X la famille dénombrable Bpa, 1

n
q, n ě 1 est une base de voisinage de a.

3



1.2 Continuité

Soit f : X Ñ Y une application entre deux espaces topologiques. On
associe à f l’application

f´1 : PpY q ÝÑ PpXq

définie par la relation f´1pBq “ tx P X, fpxq P Bu.

Définition 1.4 On introduit la notion de continuité de la manière suivante :
— f est continue en a P X si pour tout voisinage B de fpaq, le sous-

ensemble f´1pBq est un voisinage de a.
— f est continue si f est continue en tout point de X.

On a la propriété suivante.

Proposition 1.5 f est continue si et seulement si l’une des deux propriétés
équivalente est vérifiée :

— f´1pouvert de Y q “ ouvert de X,
— f´1pfermé de Y q “ fermé de X .

Remarque 1.6 Attention, en général l’image directe d’un ouvert de X (resp.
fermé de X) n’est pas un ouvert de Y (resp. fermé de Y ). Considérons par
exemple exp : R Ñ R : R est fermé alors que exppRq “ Rą0 n’est pas fermé
dans R.

On aura besoin de la notion d’homéomorphisme :

Définition 1.7 Une application f : X Ñ Y est un homéomorphisme si :
— f est bijective,
— f est continue,
— l’application réciproque f´1 : Y Ñ X est continue.

Exemple 1.8 — L’application x ÞÑ 1
x´a

` 1
x´b

définit un homéomor-
phisme entre sa, br et R.

— L’application x ÞÑ x3´ 3x2` 4x définit un homéomorphisme de R sur
lui-même.

— L’application bijective x ÞÑ eix, r0, 2πrÑ tz P C, |z| “ 1u, n’est pas un
homéomorphisme.
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1.3 Compacité

Définition 1.9 1) Un espace topologique pX, τq est dit compact si
— la topologie τ est séparée,
— pour tout recouvrement de X par des ouverts de τ , on peut en extraire

un recouvrement fini.
2) Une partie Y de pX, τq est dite compacte si l’espace Y muni de la

topologie induite τY est compact.
2) Une partie Y de pX, τq est dite relativement compacte si son adhérence

Ȳ est compacte.

Voici quelques propriétés élémentaires.

Proposition 1.10 1. Soit A Ă X.
— Si X est compact, alors A compact ðñ A fermé.
— Si X est séparé, alors A compact ùñ A fermé.

2. Soit f : X Ñ Y continue.
— Si A est un compact de X et Y est séparé, alors fpAq est un

compact de Y .
— Si X est compact, Y est séparé et f est bijective, alors f est un

homéomorpisme.

1.4 Topologie produit

Soit Xi, i P I une famille d’ensembles.

Définition 1.11 L’espace produit
ś

iPI Xi est par définition l’ensemble des
éléments x “ pxiqiPI , où xi P Xi pour tout i P I.

Lorsque I n’est pas fini, l’existence d’un ensemble produit
ś

iPI Xi non-
vide correspond à l’axiome du choix. Axiome que l’on admet par la suite.

Définition 1.12 Un ouvert élémentaire de
ś

iPI Xi est de la forme
ś

iPI Ui,
où les Ui sont des ouverts de Xi et ti P I, Ui ‰ Xiu est fini.

On définit la topologie produit sur
ś

iPI Xi de la manière suivante.

Définition 1.13 Une partie U Ă
ś

iPI Xi est un ouvert pour la topologie
produit si pour tout x P U , il existe un ouvert élémentaire V Ă

ś

iPI Xi tel
que x P V et V Ă U .

Le cas particulier suivant est intéressant.
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Proposition 1.14 Soit pXn, dnqnPN un famille (dénombrable) d’espaces mé-
triques. On définit une distance sur

ś

nPNXn en posant

dpx, yq :“
ÿ

nPN

1

2n
dnpxn, ynq

1` dpxn, ynq
.

Alors la topologie sur
ś

nPNXn associée à la distance d correspond à la topo-
logie produit.

On admet le résultat suivant.

Théorème 1.15 (Théorème de Tychonov) Si tous les espaces topologiques
Xi, i P I sont compacts, alors

ś

iPI Xi est compact pour la topologie produit.

2 Espaces métriques
Une application d : XˆX Ñ R est une distance si les conditions suivantes

sont satisfaites : pour tout x, y, z P X on a
— dpx, yq “ 0 ssi x “ y (séparation),
— dpx, yq “ dpy, xq (symétrie),
— dpx, yq ď dpx, zq ` dpz, yq (inégalité triangulaire).

Définition 2.1 Deux distances d1, d2 sur X sont dites équivalentes si il
existe α, β ą 0 tel que

α d1px, yq ď d2px, yq ď β d1px, yq

pour tout x, y P X.

On rappelle que l’on peut associer une topologie τd à une distance d sur
X. On a le résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.2 Si les distances d1, d2 sur X sont équivalentes alors τd1 “ τd2.

Les exemples suivants montrent que la réciproque est fausse.

1. Sur R, les distances |x´ y| et |ex ´ ey| ne sont pas équivalentes, mais
elles définissent la même topologie.

2. Sur un espace métrique pX, dq, on remarque que D “ d
1`d

définit
une distance sur X. On vérifie que τd “ τD tandis que d et D sont
équivalentes si et seulement si pX, dq est borné.
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Définition 2.3 Un espace métrique pX, dq est dit précompact si et seulement
si pour tout ε ą 0 il existe un recouvrement fini de X par des boules ouvertes
de rayon ε.

Proposition 2.4 — Un espace métrique pX, dq compact est précompact.
— Un espace métrique pX, dq précompact possède une partie dénombrable

dense.

Preuve : Le premier point est une conséquence directe de la définition.
Pour tout ε ą 0, on a X “

Ť

xPX Bpx, εq et lorsque pX, dq est compact on en
extrait un recouvrement fini.

Démontrons le second point. Supposons pX, dq précompact. Alors pour
tout n ě 0, il existe un ensemble fini Apnq Ă X tel que

X “
ď

xPApnq

Bpx, 2´nq.

On considère alors le sous-ensemble A “
Ť

ně0Apnq : A est dense et dénom-
brable. 2

2.1 Caractérisations séquentielles

Soit pX, dq un espace métrique.
On va voir que plusieurs notions de la topologie τd admettent des carac-

térisations en terme de suites. C’est très utile dans la pratique !

Définition 2.5 Soit punqnPN une suite d’éléments de X.
— punqnPN est bornée si il existe a P X et R ą 0 tel que xn P Bpa; , Rq

pour tout n P N.
— punqnPN converge vers l P X si la suite de réels dpxn, lq tend vers 0

lorsque nÑ 8.

On remarque que la limite l est unique (c’est une conséquence de la pro-
priété de séparation et de l’inégalité triangulaire). On la note l “ limnÑ8 xn.
On aura besoin de la notion suivante.

Définition 2.6 Un élément y P X est une valeur d’adhérence de la suite
punqnPN s’il existe φ : NÑ N strictement croissante telle que la suite puφpnqqnPN
converge vers y. La suite puφpnqqnPN est appelée sous-suite de la suite punqnPN.

On commence avec le fait suivant.
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Lemme 2.7 Un élément y P X est une valeur d’adhérence de la suite punqnPN
si et seulement si

y P
č

ně0

tuk, k ě nu.

Exercice 2.8 Montrer qu’une suite punqnPN d’un espace métrique X est conver-
gente si et seulement si la suite admet une seule valeur d’adhérence et que le
sous-ensemble tuk, k P Nu est relativement compact.

Maintenant nous considérons le cas des fermés de τd.

Lemme 2.9 Soit A Ă X et A son adhérence.
1. A est fermée si et seulement si pour toute suite pxnqnPN d’éléments de

A convergente dans X on a limnÑ8 xn P A.
2. α P A si et seulement si α est la limite d’une suite d’éléments de A.

Considérons maintenant une application f : X Ñ Y entre deux espaces
métriques.

Lemme 2.10 L’ application f : X Ñ Y est continue si pour toute suite
punqnPN de X convergente, la suite pfpunqqnPN converge dans Y .

Maintenant rappelons le théorème de Bolzano-Weierstrass.

Théorème 2.11 Un espace métrique pX, dq est compact si et seulement si
toute suite d’éléments de X admet une valeur d’adhérence.

On termine cette section avec le cas de Rn munie de la topologie usuelle.

Proposition 2.12 Une partie K Ă Rn est compacte si et seulement si K
est fermé et borné.

2.2 Boules unités dans un espace vectoriel normé

Considérons une espace vectoriel normé pE, } ´ }q. On munit E de la
topologie définie par la distance dpu, vq “ }u´ v}.

On rappelle le résulat classique suivant.

Proposition 2.13 Supposons que dimE ă 8. Alors une partie K Ă E est
un compact si et seulement si K est fermé et borné.

La boule unité de E désigne le sous-ensemble fermé et borné B :“ tv P
E, }v} ď 1u. Voici le théorème de Riesz, qui donne une caractérisation topo-
logique des espaces vectoriels de dimension finie.
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Théorème 2.14 La boule unité B est compacte si et seulement si dimE ă
8.

La preuve de ce théorème utilise le résultat suivant.

Lemme 2.15 Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension fini. Si
F ‰ E, alors il existe xo P E telle que

}xo} “ 1, et dpxo, F q “ 1.

Preuve : Soit wo R F . L’application h : F Ñ R, F pvq “ }v ´ wo}, est
continue, et vérifie F pvq ě F p0q si }v} ě 2}wo}. Le minimum de h est donc
atteint sur le compact tv P F ; }v} ď 2}wo}u : il existe vo P F tel que

}vo ´ wo} ď }v ´ wo}, v P F.

Il n’est pas dur de voir que l’élément xo :“ vo´wo
}vo´wo}

vérifie les conditions du
lemme. 2

Terminons maintenant la preuve du théorème 2.14. La proposition 2.13
nous donne déjà un sens de l’équivalence. Supposons maintenant que E de
dimension infini. On construit alors par récurrence une suite pxnqnPN de la
boule unité B :

— Soit x0 P E de norme 1.
— Si x0, ¨ ¨ ¨ , xn sont donnés, l’élément xn`1 satisfait les conditions

}xn`1} “ 1, et dpxn`1, Fnq “ 1

où Fn :“ Vecttx0, ¨ ¨ ¨ , xnu.
On remarque alors que les éléments xn appartiennent à la boule unité et
vérifient

}xp ´ xq} ě 1, @p ‰ q.

Ces relations montrent que la suite pxnqnPN n’admet pas de valeur d’adhé-
rence. Conclusion : la boule unité B n’est pas compacte. 2

2.3 Espaces métriques complets

On commence avec la notion de suite de Cauchy.

Définition 2.16 Une suite punqnPN de X est dite de cauchy si pour tout
ε ą 0 il existe N P N tel que

p, q ě N ùñ dpxp, xqq ď ε.
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On remarque que sur un espace métrique pX, dq on a

punqnPN est convergente ùñ punqnPN est de Cauchy ùñ punqnPN est bornée.

Définition 2.17 L’espace métrique pX, dq est complet si toute suite de Cau-
chy est convergente.

Ici l’exemple fondamental d’espace métrique complet est R muni de la
valeur absolue.

Voici quelques propriétés associées à la notion de complétude.

Proposition 2.18 Soit pX, dq un espace métrique.
1. Si pX, dq est compact, alors pX, dq est complet.
2. Soit Y Ă X.

— Si pY, dq est complet alors Y est fermé dans X.
— Si pX, dq est complet, alors pY, dq est complet ðñ Y fermé.

Maintenant nous donnons une version enrichie du théorème de Bolzano-
Weierstrass.

Théorème 2.19 Pour un espace métrique pX, dq les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. pX, dq est compact.
2. pX, dq est précompact et complet.
3. Toute suite déléments de X admet une sous-suite convergente.

Preuve : L’implication 1. ùñ 2. est une conséquence des propositions 2.4
et 2.18.

Démontrons maintenant 2. ùñ 3.. Soit pxnqnPN une suite deX. Une partie
Y Ă X sera dite "compatible" si l’ensemble tk P N, xk P Y u est infini. On va
utiliser le fait élémentaire suivant : si une partie "compatible" Y admet une
décomposition Y “ Y1

Ť

¨ ¨ ¨
Ť

Yp, alors il existe j P t1, . . . , pu tel que Yj est
compatible.

Comme pX, dq est précompact, pour tout n ě 0, il existe un ensemble fini
Apnq Ă X tel que

X “
ď

xPApnq

Bpx, 2´nq.

Maintenant on construit par récurrence une suite panq tel que an P Apnq de
la manière suivante :

— On a X “
Ť

xPAp0qBpx, 1q avec X est "compatible", donc il existe
a0 P Ap0q tel que Bpa0, 1q est "compatible".

10



— On a Bpa0, 1q “
Ť

xPAp1qBpx, 2
´1q X Bpa0, 1q avec Bpa0, 1q est "com-

patible", donc il existe a1 P Ap1q tel que Bpa1, 2´1q X Bpa0, 1q est
"compatible".

— Et ainsi de suite, il existe a0 P Ap0q, . . . , an P Apnq tel que

Bpan, 2
´n
q X ¨ ¨ ¨ XBpa1, 2

´1
q XBpa0, 1q

est "compatible".
On voit alors que Bpan`1, 2´pn`1qq X Bpan, 2

´nq ‰ H pour tout n P N.
Cela signifie que dpan, an`1q ď 2´n`1, @n P N : cela implique que panq est une
suite de Cauchy. Comme pX, dq est complet, cette suite converge vers a8.
On voit alors que pour tout ε ą 0, l’ouvert Bpa8, εq est "compatible" : cela
signifie que a8 est une valeur d’adhérence de la suite pxnqnPN.

Démontrons maintenant 3. ùñ 2.. Supposons que toute suite de pX, dq
admet une sous-suite convergente. Alors toute suite de Cauchy de pX, dq est
convergente car elle possède une valeur d’adhérence : pX, dq est donc complet.
Supposons pX, dq ne soit pas précompact : il existe alors ε ą 0 pour lequel il
n’existe pas de recouvrement fini de X par des boules ouvertes de rayon ε.
On construit alors par récurrence une suite pxnq telle que pour tout n ě 0,

xn`1 R
ď

kďn

Bpxk, εq.

En particulier, on voit que dpxp, xqq ě ε si p ‰ q, et cette inégalité empêche
la suite pxnq d’avoir une valeur d’adhérence. On obtient alors une contrac-
diction.

A ce stade on a démontré que 2.ðñ 3..

Démontrons finalement que 2. pou 3.q ùñ 1.. Supposons que pX, dq satis-
fait 2. pou 3.q et considérons un recouvrement X “

Ť

iPI Ui par des ouverts.
On a besoin du lemme suivant.

Lemme 2.20 Il existe η ą 0 tel que @x P X, Di P I, Bpx, ηq Ă Ui.

Preuve du Lemme : Supposons le contraire : @η ą 0, Dx P X, @i P I,
Bpx, ηq Ć Ui. En prenant, η “ 1

n
avec n ě 1, on obtient une suite pxnq

telle que Bpxn, 1{nq Ć Ui, @i P I. Soit α une valeur d’adhérence de la suite
pxnq et soient ηo ą 0 et io P I tels que Bpα, ηoq Ă Uio . On obtient alors
une contradiction, car si une sous-suite pxϕpnqq converge vers α, les boules
Bpxϕpnq, 1{ϕpnqq vont être contenues dans Bpα, ηoq pour n assez grand. 2

Terminons la preuve de l’implication 2. pou 3.q ùñ 1.. Comme pX, dq est
précompact, il existe a1, ¨ ¨ ¨ , ap tels que

X “

p
ď

k“1

Bpak, ηq.
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Maintenant, pour tout k P t1, . . . , pu, il existe ik P I tel que Bpak, ηq Ă Uik .
On obtient finalement que

X “

p
ď

k“1

Uik .

2

Terminons cette section en considérant l’exemple du produit dénombrable
d’espaces métriques. Le résultat suivant est une conséquence du procédé dia-
gonal de Cantor.

Proposition 2.21 Soit pXn, dnqnPN un famille d’espaces métriques complet.
On définit une distance sur X :“

ś

nPNXn en posant

dpx, yq :“
ÿ

nPN

1

2n
dnpxn, ynq

1` dpxn, ynq
.

Alors pX, dq est un espace métrique complet.

2.4 Complété d’un espace métrique

Soit pX, dq un espace métrique.

Proposition 2.22 Il existe un espace métrique pX̂, d̂q complet satisfaisant
les propriétés suivantes :

1. Il existe j : X Ñ X̂ tel que dpx, yq “ d̂pjpxq, jpyqq pout tout x, y P X.
2. Le sous-ensemble jpXq est dense dans X̂.

De plus cet espace métrique est unique à isométrie près.

Nous allons maintenant expliquer la construction d’un tel espace métrique
pX̂, d̂q. On note CX l’ensemble des suites de Cauchy de pX, dq et l’application
i : X Ñ CX qui à un élement x P X associe la suite constante égale à x.

On commence avec le résultat élémentaire suivant.

Lemme 2.23 Si a :“ panqnPN et b :“ pbnqnPN sont deux suites de CX alors la
suite de réels pdpan, bnqqnPN est convergente. On note dCpa, bq sa limite.

L’application dC : CX ˆ CX Ñ Rě0 vérifie :
1. la propriété de symétrie : dCpa, bq “ dCpa, bq, @ a, b P CX ,
2. l’inégalité triangulaire : dCpa, bq ď dCpa, cq ` dCpc, bq, @ a, b, c P CX ,
3. la relation dCpipxq, ipyqq “ dpx, yq pour tout x, y P X.
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Mais dC ne satisfait pas la proprété de séparation. Pour palier à cela on
introduit la relation d’équivalence sur CX suivante :

a „ b ðñ dCpa, bq “ 0.

Soit X̂ :“ CX{ „ l’ensemble des classes déquivalences de pCX ,„q. On note
π : a ÞÑ ā la projection canonique de CX sur X̂ et j : X Ñ X̂ l’application
π ˝ i.

On remarque que si a „ a1 et b „ b1 alors dCpa, bq “ dCpa
1, b1q. Cela

permet de définir une distance d̂ : X̂ ˆ X̂ Ñ R par la relation d̂pā, b̄q “
dCpa, bq, @ a, b P CX .

La proposition 2.22 est la conséquence des faits suivants :

a) Pour tout ā P X̂ et tout ε ą 0 il existe x P X tel que d̂pā, jpxqq ď ε.
b) L’espace métrique pX̂, d̂q est complet.

Vérifions le premier point. Comme a P CX est de Cauchy il existe N P N tel
que dpap, aqq ď ε si p, q ě N . Cela donne d̂pā, jpxqq “ limnÑ8 dpan, xq ď ε si
x “ aN .

Vérifions le deuxième point. Soit px̂nqnPN une suite de Cauchy pX̂, d̂q. Pour
tout n ě 0, choisissons an P X tel que d̂px̂n, jpanqq ď 1{2n. On vérifie alors
que a :“ panqnPN appartient à CX et que limnÑ8 d̂px̂n, āq “ 0.

2.5 Espaces métriques CpX, Y q

Soient X un espace topologique compact et pY, dq un espace métrique
complet. On note CpX, Y q l’ensemble des applications continues de X dans
Y . On munit CpX, Y q de la distance suivante

d8pf, gq “ sup
xPX

dpfpxq, gpxqq, f, g P CpX, Y q.

On a le premier résultat.

Proposition 2.24 L’espace métrique pCpX, Y q, d8q est complet.

2.5.1 Théorème d’Ascoli

On veut maintenant caractériser les parties relativement compactes de
pCpX, Y q, d8q, c’est à dire celles incluses dans un compact de pCpX, Y q, d8q.
La notion clef est celle d’équicontinuité.

Définition 2.25 Une partie A Ă CpX, Y q est équicontinue si pour tout x P
X et tout ε ą 0 il existe un voisinage Vx,ε de x tel que

y P Vx,ε ùñ dpfpxq, fpyqq ď ε, @f P A.

13



Exercice 2.26 Supposons que pX, dXq est un espace métrique compact. Mon-
trer qu’une partie A Ă CpX, Y q est équicontinue si et seulement si pour tout
ε ą 0 il existe ρ ą 0 tel que

dXpx, yq ď ρ ùñ dpfpxq, fpyqq ď ε, @f P A.

On peut maintenant énoncer le théorème d’Ascoli.

Théorème 2.27 Soient X un espace topologique compact et pY, dq un espace
métrique complet. Soit A une partie de CpX, Y q. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

1. La partie A est relativement compacte dans pCpX, Y q, d8q.
2. La partie A est équicontinue et pour tout x P X, l’ensemble Ax :“
tfpxq, f P Au est relativement compact dans Y .

Exemple 2.28 Pour tout α ě 0, soit Lipαpr0, 1sq le sous-ensemble des fonc-
tions réelles sur l’intervalle r0, 1s qui sont α-lipschitziennes : c’est un sous
espace vectoriel de Cpr0, 1sq. Est-ce que Lipαpr0, 1sq est une partie fermée
(resp. compacte) de pCpr0, 1sq, d8q ?

Pour tout r ě 0 on considère

Kα,r :“ Lipαpr0, 1sq
č

!

f P Cpr0, 1sq, fp0q P r´r, rs
)

.

Expliquer pourquoi Kα,r est un compact de pCpr0, 1sq, d8q.

Exemple 2.29 Soit C1pr0, 1sq le sous-espace vectoriel de Cpr0, 1sq formé par
les fonctions de classe C1. Montrer que

B :“ tf P C1
pr0, 1sq, }f}8 ` }f

1
}8 ď 1u

est une partie relativement compacte de pCpr0, 1sq, d8q. Est-ce que B est fer-
mée dans pCpr0, 1sq, d8q ?

2.5.2 Théorème de Stone-Weierstrass

Soient X un espace topologique compact et CpXq le R-espace vectoriel
des fonctions continues, à valeurs réelles, sur X. On munit CpXq de la norme
uniforme

}f}8 :“ sup
xPX

|fpxq|.

Si on considère de plus la loi produit, l’espace vectoriel CpXq devient une
R-algèbre possédant une unité : la fonction 1X , constante égale à 1 sur X.
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Définition 2.30 1. Une partie A Ă CpXq est une sous-algèbre si pour
tout λ P R et tout f, g P A, on a f ` g P A, fg P A et λf P A. Si de
plus 1X P A, on dit que A est une sous-algèbre unitaire.

2. Une partie A Ă CpXq sépare les points de X si pour tout x ‰ y il
existe f P A tel que fpxq ‰ fpyq.

Si P ptq “
řn
k“0 akt

k est un polynôme et f P CpXq on note P pfq :“
řn
k“0 akf

k (ici f 0 “ 1X par définition).

Remarque 2.31 1. L’ensemble des fonctions polynomiales sur ra, bs est
une sous-algèbre unitaire de Cpra, bsq qui sépare les points de ra, bs.

2. Si f P CpXq alors Rrf s :“ tP pfq, P P Rrxsu est une sous-algèbre
unitaire de CpXq.

3. Si A Ă CpXq est une sous-algèbre unitaire, alors l’adhérence A Ă

CpXq est une sous-algèbre unitaire.

Théorème 2.32 (Théorème de Stone-Weierstrass) Soient X un espace
topologique compact et A Ă CpXq une sous-algèbre unitaire qui sépare les
points de X. Alors A est dense dans CpXq.

On a le premier corollaire :

Corollaire 2.33 (Théorème de Weierstrass) L’ensemble des fonctions po-
lynomiales sur ra, bs est dense dans Cpra, bsq.

Voici d’autres exemples :
1. L’ensemble des fonctions polynomiales paires sur r0, 1s est dense dans
Cpr0, 1sq.

2. L’ensemble des fonctions polynomiales paires sur r´1, 1s n’est pas
dense dans Cpr´1, 1sq.

Un autre exemple important concerne le sous-espace vectoriel C2πpRq Ă
CpRq des fonctions continues 2π-périodiques. On considère l’espace topolo-
gique compact R{2πZ et on note p : RÑ R{2πZ la projection. On voit que
f ÞÑ f ˝ p détermine un isomorphisme entre CpR{2πZq et C2πpRq.

Un polynôme trigonométrique est une fonction 2π-périodique de la forme
ppxq “ a0 `

řn
k“1 ak cospkxq ` bk sinpkxq, avec ak, bk P R. On remarque que

l’ensemble des polynômes trigonométriques forme une sous-algèbre unitaire
de CpR{2πZq » C2πpRq qui sépare les points de R{2πZ.

Corollaire 2.34 Si f : R Ñ R est une fonction continue 2π-périodique,
alors pour tout ε ą 0 il existe un polynôme trigonométrique p tel que

sup
xPR

|fpxq ´ ppxq| “ sup
xPr0,2πs

|fpxq ´ ppxq| ď ε.
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Considérons maintenant le cas des fonctions à valeurs complexes.

On note CpXqC le C-espace vectoriel des fonctions continues, à valeurs
complexes, sur X. On munit encore CpXqC de la norme uniforme }f}8 :“
supxPX |fpxq|.

On remarque que toute fonction f P CpXqC s’écrit f “ <pfq` i=pfq avec
<pfq,=pfq P CpXq, et que }f}8 :“ supxPX

a

<pfq2pxq ` =pfq2pxq.

Définition 2.35 Une partie A Ă CpXqC est une sous-algèbre complexe si
pour tout λ P C et tout f, g P A, on a f ` g P A, fg P A et λf P A.

Théorème 2.36 (Théorème de Stone-Weierstrass complexe) Soient X
un espace topologique compact et A Ă CpXqC une sous-algèbre complexe et
unitaire qui sépare les points de X. On suppose de plus que A est stable par
rapport à la conjugaison : f P A ùñ f̄ P A.

Alors A est dense dans CpXqC.

Considérons le sous-espace vectoriel C2πpRqC Ă CpRqC des fonctions
continues, à valeurs complexes, et 2π-périodiques. Ici on a de même un iso-
morphisme CpR{2πZqC » C2πpRqC.

Un polynôme trigonométrique complexe est une fonction 2π-périodique de
la forme P pxq “

řn
k“´n αk e

i kx, avec αk P C. On remarque que l’ensemble
des polynômes trigonométriques complexes forme une sous-algèbre complexe,
unitaire de CpR{2πZq » C2πpRq, qui sépare les points de R{2πZ, et qui est
stable par conjugaison.

Corollaire 2.37 Si f : R Ñ C est une fonction continue 2π-périodique,
alors pour tout ε ą 0 il existe un polynôme trigonométrique complexe P tel
que

sup
xPR

|fpxq ´ P pxq| “ sup
xPr0,2πs

|fpxq ´ P pxq| ď ε.

Exercice 2.38 Si f : r0, 2πs Ñ C est une fonction continue, à quelle condi-
tion f est-elle la limite uniforme de polynômes trigonométriques complexes ?

2.6 Théorème du point fixe

Soit pX, dq un espace métrique complet.

Définition 2.39 Soit f : X Ñ X une application.
1. Pour tout k ě 1 on note f pkq l’application f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f

loooomoooon

k

.
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2. Un point fixe de f est un élément a P X vérifiant fpaq “ a.

Définition 2.40 Une application f : X Ñ X est dite contractante s’il existe
α P r0, 1r tel que

dpfpaq, fpbqq ď α dpa, bq, @ a, b P X.

On a le théorème fondamental suivant.

Théorème 2.41 Soient f : X Ñ X une application et k ě 1.
1. Si f est contractante, alors f possède un unique point fixe.
2. Si f pkq est contractante, alors f possède un unique point fixe.
3. Si f pkq est contractante, toute suite punqnPN définie par la récurrence

uo P X et un`1 “ fpunq converge vers l’unique point fixe de f .

Exemple 2.42 On considère l’application linéaire f : R2 Ñ R2 définie par
fpx, yq “

`

x`y
2
, 2y

3

˘

. On peut vérifier les faits suivants :
1. f est contractante pour la norme euclidienne de R2,
2. f n’est pas contractante pour la norme } ¨ }8,
3. Il existe k ě 1 pour lequel l’application f pkq est contractante pour la

norme } ¨ }8.

On termine cette section en rappelant deux théorèmes classiques qui s’ob-
tiennent au moyen du théorème du point fixe.

Théorème 2.43 (Théorème d’inversion locale) Soit F : Rn Ñ Rn de
classe C1 telle que la différentielle dF pxoq : Rn Ñ Rn est un isomorphisme.
Alors il existe un voisinage ouvert U de xo et un voisinage ouvert V de F pxoq
tel que l’application x ÞÑ F pxq définissent un difféomorphisme entre U et V .

Théorème 2.44 (Théorème de Cauchy-Lipschitz) Soit F : R ˆ Rn Ñ

Rn de classe C1 et pto, xoq P RˆRn. Alors il existe un “unique” g :sto´ ε, to`
εrÑ Rn de classe C1 qui satisfait le problème de Cauchy :

#

g1ptq “ F pt, gptqq, @t Psto ´ ε, to ` εr

gptoq “ xo.
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2.7 Théorème de Baire

Soit pX, τq un espace topologique séparé.

Définition 2.45 pX, τq est un espace de Baire si l’une des deux conditions
équivalentes est satisfaite :

— Pour toute suite pUnqnPN d’ouverts denses de X, l’intersection
Ş

nPN Un
est une partie dense de X.

— Pour toute suite pFnqnPN de fermés d’intérieurs vide de X, la réunion
Ť

nPN Fn est d’intérieur vide.

Théorème 2.46
— Tout espace topologique compact est un espace de Baire.
— Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

Corollaire 2.47 Soit pX, dq un espace métrique complet. Supposons que l’on

ait X “
Ť

nPN Fn avec tous les Fn fermés. Alors l’ouvert
Ť

nPN

˝

Fn est dense.

Preuve du corollaire : on pose Ω “
Ť

nPN

˝

Fn et F 1n “ Fn X XzΩ. On
remarque que tous les fermés F 1n sont d’intérieur vide. D’après le théorème
2.46, la réunion

Ť

nPN F
1
n est d’intérieur vide. Mais

Ť

nPN F
1
n “ XzΩ car X “

Ť

nPN Fn. Ainsi XzΩ est d’intérieur vide. Donc Ω dense. 2

Donnons quelques propriétés qui découlent du théorème de Baire.

Proposition 2.48 Soit pX, dq un espace métrique complet et fn P CpXq, n P
N une suite de fonctions convergente simplement vers f . Alors la fonction f
est continue sur un sous-ensemble dense de X.

Preuve de la proposition : Pour n, k P N, on considère les ensembles

Fk,n :“
č

p,qěn

!

x P X, |fppxq ´ fqpxq| ď
1

k ` 1

)

.

Comme les fonctions pfnqnPN sont continues, les sous-ensembles Fk,n sont
fermés. Comme la suite pfnqnPN converge simplement on voit aisément que
pour tout k P N, la réunion

Ť

nPN Fk,n est égale à X. Le corollaire 2.47 donne
alors que l’ouvert

Ωk :“
ď

nPN

˝

F k,n

est dense dans X. D’après le théorème de Baire, on sait que
Ş

kPN Ωk est
dense dans X.
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Par définition, x P
Ş

kPN Ωk si et seulement si pour tout k P N il existe
n P N et ε ą 0 tel que

dpx, yq ď ε ùñ |fppyq ´ fqpyq| ď
1

k ` 1
@p, q ě n.

On vérifie alors sans trop de peine que f est continue en tout point de
Ş

kPN Ωk. 2

Proposition 2.49 Soit f : RÑ R une fonction dérivable. Alors la fonction
dérivée f 1 est continue sur un sous-ensemble dense de R.

Preuve de la proposition : C’est un corollaire de la proposition 2.48. On
considère la suite de fonctions continues Fnpxq “ npfpx ` 1

n
q ´ fpxqq qui

converge simplement vers la dérivée de f . 2

Voici une dernière propriété remarquable qui découle du théorème de
Baire (voir la feuille d’exercices).

Proposition 2.50 Soit E “ Cpr0, 1sq muni de la topologie de la convergence
uniforme. L’ensemble des fonctions continues sur r0, 1s qui ne sont dérivables
en aucun point de r0, 1s est dense dans E.

3 Espaces de Banach et de Hilbert
On commence par une définition.

Définition 3.1 Un espace vectoriel normé pE, }´}q est un espace de Banach
s’il est complet pour la distance induite par la norme.

On voit tout de suite qu’un espace vectoriel de dimension fini est un es-
pace de Banach. Considérons d’autres exemples (de dimension infinie).

— Soit X un espace topologique compact. L’espace vectoriel CpXq est
un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme.

— Soit p P r1,8r. On note lp l’espace vectoriel des suites à valeurs
réelles u :“ pukqkPN telles que

ř

kPN |uk|
p ă 8. On pose alors }u}p “

p
ř

kPN |uk|
pq1{p. Alors plp, } ´ }pq est un espace de Banach.
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— On note l8 l’espace vectoriel des suites à valeurs réelles u :“ pukqkPN
bornées. On pose }u}8 :“ supkPN |uk|. Alors pl8, } ´ }8q est un espace
de Banach.

Le résultat suivant admet une preuve identique à celle de la proposition
2.22.

Proposition 3.2 Soit pE, } ´ }Eq un espace vectoriel normé. Il existe un
espace de Banach pẼ, } ´ }Ẽq et une application linéaire j : E Ñ Ẽ vérifiant
les points suivants

— L’application j est une isométrie : }jpvq}Ẽ “ }v}E pour tout v P E.
— Le sous-espace vectoriel jpEq est dense dans Ẽ.

L’espace de Banach pẼ, }´}Ẽq est unique à isométrie près : c’est le complété
de l’espace vectoriel normé pE, } ´ }Eq.

3.1 L1pXq

Soit pX,B, µq un espace mesuré :
— B est une tribu,
— µ : B Ñ r0,8s est une mesure :

µp
ď

kPN

Akq “
ÿ

kPN

µpAkq

si les pAkqkPN sont des éléments de B deux à deux disjoints.

On note L1pXq l’espace des fonctions f : X Ñ R mesurables telles que
ş

X
|f | dµ ă 8.
Soit N le sous-espace vectoriel de L1pXq formé par les fonctions nulles

presque partout. On remarque qu’une fonction mesurable f : X Ñ R appar-
tient à N si et seulement si

ş

X
|f | dµ “ 0.

Définition 3.3 On note L1pXq l’espace vectoriel quotient L1pXq{N . Pour
une classe f P L1pXq définie par f P L1pXq on pose

}f}1 :“

ż

X

|f | dµ.

Le théorème suivant est admis.

Théorème 3.4 L’espace vectoriel normé pL1pXq, } ´ }1q est un espace de
Banach.
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Considérons maintenant le cas de X “ r0, 1s muni de la tribu borélienne
et de la mesure de Lebesgue. On considère l’espace vectoriel Cpr0, 1sq muni
de la norme }f}1 “

ş1

0
|fptq|dt.

Proposition 3.5 L’espace de Banach L1pr0, 1sq est le complété de l’espace
vectoriel normé pCpr0, 1sq, } ´ }1q.

3.2 LpE,F q
On considère deux espaces vectoriels normés pE, } ´ }Eq et pF, } ´ }F q.

Soit u : E Ñ F une application linéaire.

Lemme 3.6 Les énoncés suivants sont équivalents :
— u : E Ñ F est continue.
— u : E Ñ F est continue en 0 P E.
— Il existe c ě 0 tel que }upxq}F ď c }x}E pour tout x P E.

Définition 3.7 On note LpE,F q l’espace vectoriel formé par les applications
linéaires continues de E dans F . Pour u P LpE,F q, on note

}u}L :“ sup
x‰0

}upxq}F
}xE

.

Proposition 3.8 On suppose que pF, }´}F q est un espace de Banach. Alors
pLpE,F q, } ´ }Lq est un espace de Banach.

Un cas particulier concerne le cas ou F “ R.

Définition 3.9 L’espace vectoriel E˚ :“ LpE,Rq des formes linéaires conti-
nues sur E est appelé le dual de E. Pour f P E˚, on note }f}E˚ :“ supx‰0

|fpxq|
}x}E

.
Alors pE˚, } ´ }E˚q est un espace de Banach.

3.3 Théorème de Banach-Steinhaus

Considérons deux espaces vectoriels normés pE, } ´ }Eq et pF, } ´ }F q.
Commençons par le résultat préliminaire suivant.

Lemme 3.10 Soit T : E Ñ F continue. Pour tout y P E et pour tout r ě 0,
on a la relation

sup
xPBpy,rq

}T pxq}F ě r }T }L.
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Théorème 3.11 (Banach-Steinhaus) Soit Ti P LpE,F q, i P I une famille
d’application linéaires continues. On suppose que pE, } ´ }Eq est un espace
de Banach. Alors

— soit supiPI }Ti}L ă 8,

— soit il existe x P E tel que supiPI }Tipxq}F “ 8.

Preuve : On suppose que pour tout x P E on a supiPI }Tipxq}F ă 8.
Alors E “

Ť

nPNXn où Xn :“ tx P E, }Tipxq}F ď n @i P Iu sont des parties
fermées de E. D’après le théorème de Baire, il existe no P N pour lequel
Xno est d’intérieur non vide. Soit y P E et r ą 0 tel que Bpy, rq Ă Xno .
Cela entraine que }Tipxq}F ď n pour tout i P I et pour tout x P Bpy, rq. En
utilisant le lemme précd́ent on voit que supiPI }Ti}L ď

n
r
. 2

Voici une première application du théorème de Banach-Steinhaus.

Proposition 3.12 Soit Tn : E Ñ F, n P N une suite d’application linéaires
continues qui converge simplement vers T : E Ñ F . Si E est un espace de
Banach, alors T est continue et }T }L ď lim infn }Tn}L.

Attention, en général la suite }Tn ´ T }L ne tend pas vers 0.

Exemple 3.13 On considère les applications linéaires de décalage δL, δR :
l1 Ñ l1 :

δLpu0, u1, ¨ ¨ ¨ , uk, ¨ ¨ ¨ q “ pu1, u2, ¨ ¨ ¨ , uk, ¨ ¨ ¨ q

δRpu0, u1, ¨ ¨ ¨ , uk, ¨ ¨ ¨ q “ p0, u0, u1, ¨ ¨ ¨ , uk, ¨ ¨ ¨ q.

et les deux suites Ln “ pδLqn, Rn :“ pδRq
n P Lpl1, l1q. Vérifier que pour tout

n ě 0 on a }Ln} “ }Rn} “ 1 et que l’une des deux suites converge simplement
vers l’application linéaire nulle.

3.4 Théorème de l’application ouverte et du graphe fermé

Dans cette section nous supposons que pE, }´}Eq et pF, }´}F q sont deux
espaces de Banach.

Théorème 3.14 (Théorème de l’application ouverte) Soit T : E Ñ F
une application linéaire continue.

— Si T est surjective, alors T est une application ouverte.
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— Si T est bijective, alors l’application linéaire réciproque T´1 : F Ñ E
est continue.

Preuve : On remarque tout d’abord que le deuxième point est une consé-
quence du premier.

Supposons maintenant que T : E Ñ F est surjective. Pour montrer que
T est une application ouverte, il suffit de montrer qu’il existe η ą 0 tel que
BF p0, ηq Ă T pBEp0, 1qq.

Considérons les fermés Zn :“ T pBEp0, nqq Ă F . Comme T est surjective
on a F “

Ť

nPN Zn. D’après le théorème de Baire, il existe no P N pour lequel
Zno est d’intérieur non vide : soit y P E et r ą 0 tel que

Bpy, rq Ă T pBEp0, noqq.

Cela entraine que Bp0, rq Ă T pBEp0, 2noqq puis que

Bp0, εq Ă T pBEp0, 1qq

pour ε “ r
2no

. Montrons que la dernière inclusion implique que BF p0,
ε
2
q Ă

T pBEp0, 1qq.
Soit y P BF p0,

ε
2
q. On définit par récurrence deux suites

yk P BF p0,
ε

2k
q, xk P BEp0,

1

2k
q,

pour k ě 1, qui satisfont les relations y1 “ y et

yk ´ T pxkq “ yk`1.

Alors y “ T px1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq ` yn`1 pour tout n ě 1. La somme x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn
converge vers un élément x de norme inférieure à

ř

kě1 }xk}E ď 1, et y “
T pxq. 2

Exercice 3.15 Soit X un sous-espace vectoriel de Cpr0, 1sq qui est à la fois
fermé pour la topologie de la norme uniforme et tel que X Ă C1pr0, 1sq. On
veut montrer que X est nécessairement de dimension finie.

1. Montrer que X, muni de la norme Npfq “ }f}8`}f 1}8, est un espace
de Banach.

2. Montrer qu’il existe c ą 0 tel }f 1}8 ď c}f}8 pour tout f P X. On
pourra considérer l’application linéaire Id : pX, } ´ }8q Ñ pX,Nq.

3. En déduire que la boule unité de pX, } ´ }8q est compacte. Conclure.
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À une application linéaire T : E Ñ F on associe son graphe

graphepT q :“ tpx, T pxqq, x P Eu,

qui est un sous-espace vectoriel de E ˆ F .

Théorème 3.16 (Théorème du graphe fermé) L’application linéaire T :
E Ñ F est continue si et seulement si graphepT q est un sous-espace vectoriel
fermé de E ˆ F .

Preuve : Considèrons les projections πE : EˆF Ñ E, et πF : EˆF Ñ F
définies par πEpx, yq “ x et πF px, yq “ y.

On remarque que graphepT q “ ker Λ où Λ “ πF ´ T ˝ πE. De plus Λ
est continue si T est continue. On voit donc que graphepT q est un fermé de
E ˆ F si T est continue.

Suppossons maintenant que graphepT q est un sous-espace vectoriel fermé
de EˆF . Alors graphepT q est un espace de Banach pour la norme Npx, yq “
}x}E ` }y}F . Soit φ : graphepT q Ñ E la restriction de πE à graphepT q : on
voit que φ est linéaire, continue et bijective. D’après le théorème 3.14, on
sait que l’application réciproque φ´1 : E Ñ graphepT q est continue. Alors
T “ πF ˝ φ

´1 est continue. 2

3.5 Espaces de Hilbert (cas séparable)

On commence par une définition.

3.5.1 Espaces séparables

Définition 3.17 Un espace topologique pX, τq est dit séparable s’il possède
une partie dénombrable dense.

On a les exemples classiques suivants d’espaces vectoriels normés sépa-
rables :

— lp lorsque p P r1,8r.
— pCpXq, } ´ }8q où X est un espace métrique compact.
— LppRnq, LppΩq où p P r1,8r et Ω est un ouvert de Rn.
Notons que l8 n’est pas séparable.

24



3.5.2 Premières définitions

Soit E un espace vectoriel réel.

Définition 3.18 — Un produit scalaire sur E est une application bili-
néaire symétrique x´,´y : E ˆ E Ñ R telle que xv, vy ą 0 pour tout
v ‰ 0. Dans ce cas on note }v} :“ pxv, vyq1{2 la norme associée.

— Un espace d’Hilbert (réel) est un espace vectoriel E muni d’un produit
scalaire x´,´y tel que E est complet par rapport à la norme } ´ }.

Dans toute la suite on considère un produit scalaire x´,´y sur E. Pour
tout x, y P E on a la relation

xx, yy “
1

2

`

}x` y}2 ´ }x}2 ´ }y}2
˘

. (1)

En utilisant le fait que t ÞÑ xtx`y, tx`yy est un polynôme de degré deux
prenant uniquement des valeurs positives on obtient l’inégalité de Cauchy-
Schwarz :

|xx, yy| ď }x} ¨ }y}.

En utilisant l’identité (1) avec les couples px, yq et px,´yq on obtient
l’identité du parallélogramme :

}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2
`

}x}2 ` }y}2
˘

, @x, y P E. (2)

On a la réciproque suivante.

Proposition 3.19 Soit N : E Ñ R un norme satisfaisant l’identité (2).
Montrer que xx, yy :“ 1

2
pNpx` yq2 ´Npxq2 ´Npyq2q est un produit scalaire

sur E.

Exemple 3.20 L2pΩq et l2 sont des exemples d’espaces de Hilbert.

Le produit scalaire permet de définir l’orthogonal d’une partie A Ă E :

AK “ tx P E, xx, yy “ 0, @y P Au.

On note VectpAq le sous-espace vectoriel engendré par A. On vérifie aisé-
ment les faits suivants :

— AK est un sous-espace vectoriel fermé de E,
— AK “ FK avec F “ VectpAq.
— VectpAq Ă pAKqK. On verra en fait qu’il y a égalité au corollaire 3.22.
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3.5.3 Projection sur un convexe fermé

Le théorème de projection sur un convexe fermé est un outil fondamental
de la théorie des espaces de Hilbert.

Soit pE, x´,´yq un espace de Hilbert et X Ă E un sous-ensemble convexe
et fermé de E.

Théorème 3.21 Pour tout v P E il existe un unique pXpvq P X vérifiant :
— }pXpvq ´ v} “ infwPX }w ´ v},
— xv ´ pXpvq, w ´ pXpvqy ď 0 for all w P X.

L’application pX : E Ñ X est appelée la projection orthogonale sur X : c’est
une application 1-lipschitzienne.

Corollaire 3.22 Soit F un sous-espace vectoriel de E.
— Supposons que F est fermé. Alors E “ F ‘ FK et pFKqK “ F .
— Dans le cas général, on a E “ F ‘ FK et pFKqK “ F .
— F est dense si et seulement si FK “ t0u.

Preuve du corollaire : Supposons tout d’abord que F est fermé. Comme
F est convexe nous pouvons considérer la projection orthogonale sur F , pF :
E Ñ F . Les inégalités

xv ´ pF pvq, w ´ pF pvqy ď 0, @w P F, @v P E,

impliquent que la forme linéaire w P F ÞÑ xv´pF pvq, wy est nulle. En d’autres
termes, v ´ PF pvq P F

K, @v P E. Ainsi tout vecteur v P E admet la décom-
position

v “ v ´ pF pvq
loooomoooon

FK

` pF pvq
loomoon

F

.

Cela démontre que E “ F ‘ FK, et donc que pFKqK “ F .
Supposons maintenant que F n’est pas nécessairement fermé. On applique

le premier point au sous-espace vectoriel F . Comme FK “ pF qK on a la
déxcomposition orthogonale E “ F ‘ FK et donc pFKqK “ F .

Le dernier point est une conséquence immédiate du deuxième point. 2

On peut maintenant facilement déterminer le dual E˚ d’un espace de
Hilbert E.

Théorème 3.23 (Théorème de représentation de Riesz) Soit f : E Ñ
R une forme linéaire continue. Alors il existe un unique vecteur v P E tel
que

fpxq “ xx, vy.

pour tout x P E.
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Preuve du théorème : Si f “ 0 on prend v “ 0. Supposons maintenant
que f est non-nulle : alors kerpfq est un sous-espace vectoriel fermé de E
distinct de E.

Vérifions tout d’abord que dim kerpfqK “ 1. Soient x, y P kerpfqK deux
vecteurs non-nuls. Comme kerpfqKXkerpfq “ t0u on a fpxq ‰ 0 et fpyq ‰ 0 :
cela entraine que x

fpxq
´

y
fpyq

P kerpfqK X kerpfq et donc que la famille tx, yu
est liée.

Sachant que dim kerpfqK “ 1 et que f : kerpfqK Ñ R est non-nulle,
il existe une unique vecteur v0 P kerpfqK tel que fpv0q “ 1. On remarque
alors que l’égalité fpxq “ xx, v0

}v0}2
y est satisfaite sur kerpfq et sur kerpfqK

séparément. On peut maintenant conclure car E “ kerpfq ‘ kerpfqK. 2

Pour tout v P V notons jv P E˚ la forme linéaire jvpxq “ xx, vy. Le
théorème précédent affirme que l’application

j : E Ñ E˚, v ÞÑ jv

est un isomorphisme. On vérifie de plus que j est une isométrie.

3.5.4 Bases hilbertiennes dénombrables

Soit pE, x´,´yq un espace de Hilbert. Soit B :“ ten, n P Nu une famille
dénombrable de vecteurs de E.

Définition 3.24 B est une base hilbertienne dénombrable de E si
— B est une famille orthonormée,
— vectRpBq est sous-espace vectoriel réel dense dans E.

Théorème 3.25 Un espace de Hilbert E possède une base hilbertienne dé-
nombrable si et seulement si E est séparable.

Preuve : Si B est une base hilbertienne dénombrable de E, alors vectQpBq
est une partie dense et dénombrable de E.

Soit F Ă E une partie dense et dénombrable de E. Il existe une sous-
famille F 1 Ă F libre tel que vectRpFq “ vectRpF 1q : ainsi vectRpF 1q est
dense dans E. Par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt on
peut associer à la famille libre dénombrable F 1 une famille orthonormée B
telle que vectRpF 1q “ vectRpBq. La famille B est alors une base hilbertienne
dénombrable de E. 2
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3.5.5 Espaces de Hilbert séparables

Théorème 3.26 Tout espace de Hilbert séparable est isométrique à l2.

Soit pE, x´,´yq un espace de Hilbert séparable. On considère une base
hilbertienne dénombrable B :“ ten, n P Nu de E.

Pour tout n P N on note Vn :“ vectpe0, . . . , enq Ă E et V Kn Ă E son
orthogonal. Tout vecteur x P E s’écrit

x “ xn ` x
1
n

avec xn P Vn et x1n P V Kn . On voit que

xn “
n
ÿ

i“0

xx, eiyei, et }x1n} “ dpx, Vnq.

On a de plus }x}2 “ }xn}2 ` }x1n}2 et }xn}2 “
řn
i“0xx, eiy

2.
Comme vectpBq “

Ť

nPN Vn est dense dans E on a limnÑ8 dpx, Vnq “ 0
pour tout x P E. On a donc démontré la relation de Plancherel

}x}2 “
ÿ

iPN

xx, eiy
2, @ x P E.

Autrement dit, l’application φ : E Ñ l2 tel que φpxq est égal à la suite
pxx, eiyqiPN est une isométrie.

4 Topologies faibles

4.1 Semi-normes

Soit E un espace vectoriel réel.

Définition 4.1 Une fonction p : E Ñ Rě0 est une semi-norme si pour tout
x, y P E et λ P R on a :

— ppx` yq ď ppxq ` ppyq,
— ppλxq “ |λ| ppxq.

Exemple 4.2 — Si f1, . . . , fn sont des formes linéaires sur E alors ppxq “
řn
k“1 |fkpxq| est une semi-norme.

— Soit Ω Ă Rn un ouvert. Sur l’espace vectoriel CpRq on a les semi-
normes

pKpfq “ sup
xPK

|fpxq|

asssociées aux compacts K Ă Ω.
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— Sur l’espace vectoriel C8pRq on a les semi-normes

Nn,Jpfq “ sup
0ďjďn

sup
xPJ
|f pjqpxq|

asssociées à un intervalle compact J Ă R et un entier naturel n.
— Si F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel normé pE, }.}q,

la fonction x ÞÑ dpx, F q :“ infyPF }x´ y} est une semi-norme.

4.2 Théorème de Hahn-Banach : version analytique

Soit E un espace vectoriel réel muni d’une semi-norme p : E Ñ Rě0. On
commence avec le lemme suivant.

Lemme 4.3 Soit fW : W Ñ R une forme linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel W Ă E. On suppose que fW satisfait la relation

fW pxq ď ppxq, @x P W. (3)

Pour tout sous-espace vectorielW Ă W 1 Ă E, tel queW 1{W est de dimension
finie, il existe une forme linéaire fW 1 : W 1 Ñ R telle que

— fW 1pxq “ fW pxq, @x P W .
— fW 1px1q ď ppx1q, @x1 P W 1.

Preuve : Il suffit de démontrer le cas où dimW 1{W “ 1. Soit v P V tel
que W 1 “ W ‘ Rv. À tout α P R on associe la forme linéaire Fα : W 1 Ñ R
définie par la relation Fαpx` λ vq “ fW pxq ` λα.

On cherche pour quels α on a la relation Fαpx1q ď ppx1q, @x1 P W 1, c’est
à dire

fW pxq ` λα ď ppx` λ vq, @px, λq P W ˆ R
Les relation précédentes sont équivalentes à

fW pxq ` α ď ppx` vq, fW pxq ´ α ď ppx´ vq, @x P W.

Finalement on doit avoir A ď α ď B avec B “ inftppx` vq ´ fW pxq, x P W u
et A “ suptfW pxq ´ ppx ´ vq, x P W u. Comme A ď B un tel choix est
possible. 2

Une récurrence transfinie (utilisant le lemme de Zorn) permet de généra-
liser le lemme précédent au cas où W 1 “ E.

Théorème 4.4 (Théorème de Hahn-Banach : version analytique) Soit
fW : W Ñ R une forme linéaire définie sur un sous-espace vectoriel W Ă E.
On suppose que fW satisfait la relation fW pxq ď ppxq, @x P W .

Il existe une forme linéaire f : E Ñ R telle que
— fpxq “ fW pxq, @x P W .
— fpyq ď ppyq, @y P E.
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4.3 Espaces duaux

Dans cette section on va donner quelques conséquences immédiates du
théorème de Hahn-Banach qui concernent le dual E˚ d’un espace vectoriel
normé pE, } ´ }q.

Proposition 4.5 Soit pE, } ´ }q un espace vectoriel normé. Alors :
— E˚ ‰ t0u.
— v P E est non-nul si et seulement si il existe f P E˚ tel que fpvq ‰ 0.
— Si x ‰ y P E il existe f P E˚ tel que fpxq ‰ fpyq.
— Pour tout v P E il existe f P E˚ tel que fpvq “ }v} et }f} “ 1.
— Si F est un sous-espace vectoriel de E l’application de restriction

E˚ Ñ F ˚ est surjective.
— Une sous-espace vectoriel F Ă E est dense si et seulement si son

orthogonal FK :“ tf P E˚, fpxq “ 0 @x P F u est réduit à t0u.

Dans la suite nous utiliserons le crochet de dualité

! ´,´ ": E˚ ˆ E Ñ R

Nous remarquons que

}f} “ sup
}x}“1

| ! f, x " |, et }x} “ sup
}f}“1

| ! f, x " |

Nous avons une application canonique

jE : E Ñ E˚˚

définie par la relation ! jEpxq, f ":“! f, x " pour tout pf, xq P E˚ ˆ E.
On vérifie immédiatement que

Lemme 4.6 L’application linéaire jE : E Ñ E˚˚ est isométrique.

Définition 4.7 Un espace vectoriel normé pE, }´ }q est réflexif si jE : E Ñ
E˚˚ est un isomorphisme. Dans ce cas E est un espace de Banach.

On utilisera le résultat suivant à la section 4.5.

Proposition 4.8 Soit E un espace de Banach réflexif et F Ă E un sous-
espace vectoriel fermé de E. Alors F est un espace de Banach réflexif.

Preuve : On note i : F Ñ E le morphisme d’inclusion du sous-espace
vectoriel fermé F . Soit FK Ă E˚ l’orthogonal de F pour la dualité. Comme
F est fermé on a pFKqK “ F . On note jE : E Ñ E˚˚ et jF : F Ñ F ˚˚ les
applications canoniques.

On considère les applications linéaires duales :
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— L’application i˚ : E˚ Ñ F ˚ : i˚ est surjective et kerpi˚q “ FK.
— L’application i˚˚ : F ˚˚ Ñ E˚˚ : i˚˚ est injective et Imagepi˚˚q “ tT P

E˚˚, T pfq “ 0, @f P FKu.
— On a la relation i˚˚ ˝ jF “ jE ˝ i.

Soit T P F ˚˚ et i˚˚pT q P E˚˚. Comme jE est bijectif, il existe x P E tel
que i˚˚pT q “ jEpxq : on a donc

T pi˚pfqq “ fpxq, @f P E˚.

Cela implique que fpxq “ 0, @f P FK et donc x P pFKqK “ F . Ainsi T “
jF pxq. On a montré que l’application jF : F Ñ F ˚˚ est bijective. 2

Voici une classe importante d’espace de Banach réflexifs.

Proposition 4.9 Un espace de Hilbert pE, x´,´yq est reflexif.

Preuve. D’après le théorème de Riesz on sait que l’application iE : E Ñ
E˚ définie par la relation ! ipxq, y ":“ xx, yy est un isomorphisme. Soit
i˚E : E˚˚ Ñ E˚ l’application adjointe de iE. On vérifie que i˚E ˝ jE “ iE. Ainsi
jE est un isomorphisme. 2

Regardons maintenant le cas des espaces vectoriels normés lp pour p P
r1,8s. On désigne par q P r1,8s l’élément satisfaisant la relation 1

q
` 1

q
“ 1.

On remarque que p “ 1 ô q “ 8 et p “ 8 ô q “ 1.
Nous avons un autre crochet de dualité

x´,´yp,q : lp ˆ lq Ñ R

définie par la relation xa, byp,q :“
ř

nPN anbn.
L’inégalité de Hölder nous donne que

|xa, byp,q| ď }a}p ¨ }b}q

pour tout pa, bq P lp ˆ lq. On a même plus.

Lemme 4.10 Si a P lp on a }a}p “ sup}b}q“1 |xa, byp,q|.

Considérons l’application

Φp : lp Ñ l˚q

définie par la relation ! Φppaq, b ":“ xa, byp,q.

Proposition 4.11 L’application Φp : lp Ñ l˚q est un isomorphisme si et
seulement si p ‰ 1.
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Preuve : Supposons tout d’abord que p ‰ 1 (ainsi q ‰ 8). Soit f : lq Ñ R
une forme linéaire continue. Tout vecteur x P lq s’écrit x “

řn
k“0 xkδk`rnpxq

avec limnÑ8 }rnpxq}q “ 0. Ici δk désigne la suite où tous les termes sont nuls,
sauf le k-ième qui vaut 1.

Posons fpδkq “ αk. Comme f est continue on a

fpxq “
8
ÿ

k“0

xkαk

pour tout x P lq. Le lemme 4.10 nous assure que la suite α “ pαkqkPN ap-
partient à lp et que f “ Φppαq. Nous avons montré que Φp est surjective
(l’injectivité est évidente).

Considérons maintenant le cas où p “ 1. Nous allons montrer que

Φ1 : l1 Ñ l˚8

n’est pas surjective.
Considérons le sous-espace vectoriel C Ă l8 formé des suites convergentes.

On considère la forme linéaire fC : C Ñ R qui à une suite de C associe sa
limite. On remarque que |fCpxq| ď }x}8 pour tout x P C. D’après le théorème
de Hahn-Banach, il existe F P l˚8 tel que F pxq “ fCpxq, @x P C. On remarque
aisément que F n’appartient pas à l’image de Φ1. 2

Proposition 4.12 lp est réflexif si et seulement si p Ps1,8r.

Preuve :On considère les applications linéaires Φp : lp Ñ l˚q et Φq : lq Ñ l˚p .
Notons Φ˚q : l˚p Ñ l˚˚q l’application duale de Φq. On vérifie que Φp “ Φ˚q ˝ jlp .

Si p, q ą 1 alors Φp et Φq sont des isomorphismes et donc jlp est un
isomorphisme.

Pour p “ 1,8 on obtient les relations Φ1 “ Φ˚8 ˝ jl1 et Φ8 “ Φ˚1 ˝ jl8 .
Comme Φ8 est un isomorphisme et que Φ1 n’est pas un isomorphisme, on
voit que jl1 et jl8 ne sont pas des isomorphismes. 2

4.4 Topologie associée à une famille de semi-normes

Soit P une famille de semi-normes sur un espace vectoriel réel E. On
suppose que la famille P est séparante :

p@ p P P ppxq “ 0q implique x “ 0

Voici quelques exemples de familles séparantes de semi-normes :
— P est réduit à une norme sur E.
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— E “ C1pr0, 1sq et P :“ tp0, p1u. Ici p0pfq “ |fp0q| et p1pfq “ sup |f 1|.
— E “ C0pRdq et P :“ tpK , K compactu. Ici pKpfq “ supxPK |fpxq|.
— E “ C0pRdq et P 1 :“ tpn, n ě 0u. Ici pnpfq “ sup}x}ďn |fpxq|.
— E “ C8pRq et P :“ tpn, n ě 0u. Ici pnpfq “ sup0ďkďn sup|x|ďn |f

pkqpxq|.
— E est un espace vectoriel normé et P :“ t|f |, f P E˚u.

A l’aide de la famille de semi-normes P on peut définir une notion de
convergence et également une topologie. De plus lorsque cette famille est
dénombrable on peut lui associer une distance. C’est ce que nous allons faire
maintenant.

Définition 4.13 (Suites P-convergentes) On dit qu’une suite pxnqnPN de
E converge vers x au sens de P si

@p P P , lim
nÑ8

ppxn ´ xq “ 0.

On utilisera la notation xn
P
ÝÑ x dans ce cas. On remarque que la limite

ainsi définie est unique.

Si p P P on définit la boule relative à p :

Bppx, rq :“ ty P E, ppy ´ xq ă ru

On remarque que les "boules" Bppx, rq sont convexes.

Définition 4.14 (P-topologie) Un sous-ensemble U Ă E est un P-ouvert
si pour tout x P U il existe une partie finie Px Ă P et r ą 0 tel que

č

pPPx

Bppx, rq Ă U .

Exercice 4.15 On peut vérifier les faits suivants
— La P-topologie est séparée.
— la somme E ˆ E Ñ E est continue pour le P-topologie.
— le produit externe Rˆ E Ñ E est continue pour le P-topologie.
— On a xn

P
ÝÑ x si et seulement si pour tout P-ouvert U contenant x il

existe N P N tel que n ě N ùñ xn P U .

Voici un analogue du lemme 2.9.

Lemme 4.16 Soit X Ă E un sous ensemble P-fermé. Alors pour toute suite
pxnq d’éléments de X, si Dx P E tel que xn

P
ÝÑ x, alors x P X.
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On peut facilement caractériser les formes linéaires qui sont continues
pour la P-topologie.

Lemme 4.17 Une forme linéaire f : E Ñ R est continue pour la P-topologie
s’il existe une famille finie Pf Ă P et C ą 0 tels que

|fpxq| ď C
ÿ

pPPf

ppxq, @x P E.

Nous terminons cette section en considérant le cas où la famille sépa-
rante de semi-normes est dénombrable : P :“ tpn, n P Nu. On peut former
l’application

dPpx, yq “
ÿ

nPN

1

2n
inft1, pnpx´ yqu, @ x, y P E.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 4.18 dP définit une distance sur E et la P-topologie coincide
avec la topologie induite par dP .

On aura un intérêt tout particulier pour les espaces de Fréchet.

Définition 4.19 Soit E un espace vectoriel muni d’une famille P dénom-
brable et séparante de semi-normes. E est un espace de Fréchet s’il est com-
plet pour la distance dP .

Voici deux exemples d’espaces de Fréchet :
— C0pRnq muni de la famille de semi-normes

pnpfq “ sup
}x}ďn

|fpxq|, n P N.

— C8pRq muni de la famille de semi-normes

pnpfq “ sup
0ďkďn

sup
|x|ďn

|f pkqpxq|, n P N.

Cette hypothèse de complétude permet d’appliquer aux espaces de Fré-
chet le théorème de Baire et ses conséquences, entre autres :

— le théorème de Banach-Steinhaus
— le théorème de l’application ouverte,
— le théorème du graphe fermé.
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Voici par exemple l’analogue de la proposition 3.12 dans le cadre des
espaces de Fréchet.

Proposition 4.20 Soit pE,Pq un espace de Fréchet.
Soit fn : E Ñ R, n P N, une suite de formes linéaires continues 1. On

suppose que pour tout x P E la suite de réels pfnpxqqnPNconverge : on note
fpxq “ limnÑ8 fnpxq sa limite.

Alors la forme linéaire f : E Ñ R est continue.

4.5 Topologies faibles

Ici on travaille avec un espace vectoriel normé E. On note jE : E Ñ E˚˚

le morphisme canonique.

1. La topologie faible sur E, notée σpE,E˚q, est celle associée à la famille
de semi-normes t|f |, f P E˚u.

2. La topologie faible-˚ sur E˚, notée σpE˚, Eq, est celle associée à la
famille de semi-normes t|jEpxq|, x P Eu.

Définition 4.21 1. Une suite pxnq de E converge faiblement vers x si
pour toute forme linéaire f P E˚ on a limn fpxnq “ fpxq. Dans ce cas
on utilise la notation xn á x.

2. Une suite pfnq de E˚ converge faiblement-˚ vers f si pour tout x P E
on a limn fnpxq “ fpxq. Dans ce cas on utilise la notation fn

˚
á f .

Un exemple important concerne les espaces de Hilbert.

Définition 4.22 Soit H un espace de Hilbert. Une suite pxnq de H converge
faiblement vers x si et seulement si limnxxn, yy “ xx, yy pour tout y P H.

L’exercice suivant permet de comparer les topologies faibles avec celle
définie par la norme.

Exercice 4.23 1. Soit T : E Ñ R une forme linéaire. Alors T est conti-
nue pour la topologie forte si et seulement si T est continue pour la
topologie faible σpE,E˚q.

2. Soit ϕ : E˚ Ñ R une forme linéaire. Alors ϕ est continue pour la
topologie faible-˚ σpE˚, Eq si et seulement si il existe x P E tel que
ϕpfq “ fpxq, @f P E˚.

1. pour la P-toplogie.
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Les lemmes suivants sont des conséquences du théorème de Banach-Steinhaus
(Théorème 3.11). Traitons tout d’abord le cas des suites faiblement conver-
gentes dans E.

Lemme 4.24 Soit pxnq une suite de E.
1. Supposons que pour tout f P E˚, la suite de réels pfpxnqq converge.

Alors la suite pxnq est bornée, et si E est un espace de Banach réflexif,
on peut conclure Dx P E tel que xn á x.

2. Si xn á x alors pxnq est une suite bornée de E et }x} ď lim infn }xn}.

Preuve : Soit Tn : E˚ Ñ R la forme linéaire définie par Tnpfq “ fpxnq : on
remarque que }Tn} “ }xn}. On suppose que pour tout f P E˚ la suite Tnpfq
converge. Comme E˚ est un espace de Banach on peut appliquer le théorème
de Banach-Steinhaus : C :“ supn }Tn} “ supn }xn} est fini et il existe T :
E˚ Ñ R linéaire continu tel que }T pfq} ď C}f} et T pfq “ limn Tnpfq pour
tout f P E˚. On a montré que la suite pxnq est bornée. De plus si E est
réflexif il existe x P E tel que T pfq “ fpxq, @f P E˚. 2

Considérons maintenant le cas des suites faiblement-˚ convergentes dans
E˚.

Lemme 4.25 Soit pfnq une suite de E˚.
1. Supposons que pour tout x P E, la suite de réels pfnpxqq converge. On

peut conclure Df P E˚ tel que fn
˚
á f dans les deux cas suivants :

— E est un espace de Banach.
— La suite pfnq est bornée.

2. Supposons que E est un espace de Banach. Si fn
˚
á f alors pfnq est

une suite bornée de E˚ et }f} ď lim infn }fn}.

Preuve : Soit fn : E Ñ R une suite de formes linéaires continues tel que
pour tout x P E, la suite de réels pfnpxqq converge. On pose fpxq “ limn fnpxq.

Si E est un espace de Banach, on peut appliquer le théorème de Banach-
Steinhaus, et on obtient que f est continue. Si la suite pfnq est bornée, on
voit que }fpxq} ď C}x} avec C “ supn }fn}. Le premier point du lemme est
démontré.

Le deuxième point est une conséquence immédiate du théorème de Banach-
Steinhaus. 2

Exemple 4.26 On considère l’espace vectoriel E “ C1pr0, 1sq muni de la
norme

}g} “ sup |g| ` |g1p1
2
q|
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La suite Tn P E˚ définie par Tnpgq “ npgp1
2
` 1

n
q´gp1

2
qq converge faiblement-˚

vers la forme linéaire continue g ÞÑ g1p1
2
q tandis que la suite }Tn} tends vers

l’infini.

Notons xn Ñ x (resp. fn Ñ f) la convergence en norme d’une suite de E
(resp. E˚).

Lemme 4.27 Soient pxnq et pfnq deux suites de E et E˚.
1. Si xn Ñ x alors xn á x.
2. Si fn Ñ f alors fn

˚
á f .

3. Supposons que E est un espace de Banach. La suite de réels fnpxnq
converge dans les deux cas suivants
a) xn á x et fn Ñ f ,
b) xn Ñ x et fn

˚
á f .

4. Supposons que H est un espace de Hilbert et considérons une suite
pxnq de H convergente faiblement vers x P H. Alors xn Ñ x si et
seulement si }xn} Ñ }x}.

Dans le cadre des topologie faibles, le lemme 4.16 prend la forme suivante.

Lemme 4.28 1. Soit X Ă E un sous ensemble fermé pour la topologie
faible. Si xn á x et si tous les éléments xn appartiennent à X, alors
x P X.

2. Soit Y Ă E˚ un sous ensemble fermé pour la topologie faible-˚. Si
fn

˚
á f et si tous les éléments fn appartiennent à Y , alors f P Y .

On peut maintenant énoncer quelques résultats importants de compacité.

Théorème 4.29 (Théorème de Banach-Alaoglu) Soit E un espace vec-
toriel normé.

La boule unité (fermée) de E˚ est compacte pour la topologie faible-˚.

Considérons le cas particulier où E est séparable.

Théorème 4.30 (Compacité faible séquentielle dans E˚) Soit E un es-
pace vectoriel normé séparable.

Toute suite bornée de E˚ admet une sous-suite faiblement-˚ convergente.

Preuve : Soit tαp, p P Nu une partie dense de E. Soit pfnqnPN une suite
bornée de E˚. On remarque que pour tout p P N la suite de réels pfnpαpqqnPN
est bornée. Nous allons utiliser le procédé diagonal de Cantor :
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— Soit φo : N Ñ N strictement croissant tel que pfφ0pnqpα0qqnPN est
convergente.

— Soit φ1 : N Ñ N strictement croissant tel que pfφ0˝φ1pnqpα1qqnPN est
convergente.

— . . .
— Soit φk : N Ñ N strictement croissant tel que pfφ0˝...˝φkpnqpαkqqnPN est

convergente.
— . . .
On considère ϕ : N Ñ N strictement croissant défini par la relation

ϕpnq “ φ0 ˝ . . . ˝ φnpnq. On remarque que pour tout p P N la suite de réels
pfϕpnqpαpqqnPN est convergente. Comme tαp, p P Nu est une partie dense de E
et que pfϕpnqqnPN est une suite bornée de E˚, on montre sans trop de peine
que pour tout x P E la suite de réels pfϕpnqpxqqnPN est convergente. On pose
alors fpxq :“ limn fϕpnqpxq. On a donc que fϕpnq

˚
á f . 2

Considérons maintenant le cas d’un espace de Banach réflexif.

Théorème 4.31 (Compacité faible séquentielle dans E) Soit E un es-
pace de Banach réflexif (en particulier un espace de Hilbert).

Toute suite bornée de E admet une sous-suite faiblement convergente.

Preuve : Soit pxnqnPN une suite bornée de E : on note VectRpxn, n P Nq
le sous-espace vectoriel engendré par cette famille et F Ă E l’adhérence de
VectRpxn, n P Nq dans E.

On remarque que F est un espace de Banach réflexif car F est un sous-
espace vectoriel fermé de E (voir la proposition 4.8). D’autre part F est
séparable car VectQpxn, n P Nq est une partie dénombrable dense de F .

Maintenant on peut appliquer le théorème 4.30 à l’espace vectoriel normé 2

F ˚ : toute suite bornée de F ˚˚ » F admet une sous-suite faiblement conver-
gente. Ici on se sert du fait que la topologie faible-˚ σpF ˚˚, F ˚q sur F ˚˚
coincide avec la topologie faible σpF, F ˚q sur F » F ˚˚.

Ainsi la suite bornée pxnqnPN de F admet une sous-suite pxψpnqqnPN fai-
blement convergente dans F . Cela implique que pxψpnqqnPN est faiblement
convergente dans E. 2

Exemple 4.32 — Soit 1 ă p ă 8. Toute suite bornée de lp admet une
sous-suite faiblement convergente.

— La suite 3 δn P l1 n’admet pas de sous-suite faiblement convergente.
— Soit θn P Cpr0, 1sq une suite de fonctions bornée pour la norme }´}8.

Alors θn admet une sous-suite convergente faiblement dans L2pr0, 1sq.
2. F˚ est séparable car F est séparable.
3. δnpkq “ 0 si k ‰ n et δnpnq “ 1.
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5 Transformées de Fourier et convolution

5.1 Espaces Lp : boîte à outils

L’espace vectoriel Rd est muni de la tribu des boréliens BpRdq. La mesure
de Lebesgue est l’unique mesure µ : BpRdq Ñ r0,8s satisfaisant les relations

µ pra1, b1s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rad, bdsq “
d
ź

k“1

pbk ´ akq.

Définition 5.1 — On note N pRdq l’espace vectoriel des fonctions me-
surables, nulles presque partout.

— Pour p P r1,8r, on note LppRdq l’espace des fonctions mesurables f
telles que

ş

Rd |fpxq|
pdµpxq ă 8. On pose LppRdq :“ LppRdq{N pRdq,

et pour tout f P LppRdq on note

}f}p :“

ˆ
ż

Rd
|fpxq|pdµpxq

˙1{p

.

— Soit p “ 8. On note L8pRdq l’espace vectoriel des fonctions mesu-
rables f telles que }f}8 :“ inftM |µptx, |fpxq| ą Muq “ 0u est fini.
On pose L8pRdq :“ L8pRdq{N pRdq.

Remarque 5.2 Pour simplifier nos notations, l’intégrale d’une fonction me-
surable relativement à la mesure de Lebesgue sera noté simplement

ş

Rd fpxqdx.

Voici quelques énoncés fondamentaux de théorie de la mesure.

Théorème 5.3 (Théorème de convergence monotone) Soit fn : Rd Ñ

r0,8s une suite de fonctions mesurables. On suppose que pour tout x P Rd,
la suite pfnpxqqnPN est croissante. On pose F pxq “ limnÑ8 fnpxq.

Alors F est une fonction mesurable et

lim
nÑ8

ż

Rd
fnpxqdx “

ż

Rd
F pxqdx,

cette équation pouvant se réduire à 8 “ 8.

Lorsque l’on travaille avec des fonctions mesurables gn : Rd Ñ r0,8s,
on peut appliquer le théorème précédent aux fonctions mesurables fnpxq :“
Inftfkpxq, k ě nu. Si on pose lim-infpgnqpxq :“ limnÑ8 fnpxq on obtient l’in-
égalité

ż

Rd
lim-infpgnqpxqdx ď lim-inf

ˆ
ż

Rd
gnpxqdx

˙

.
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Cette inégalité est appelé le lemme de Fatou.

Voici maintenant deux résultats importants qui font le lien entre la conver-
gence simple et la convergence en norme.

Théorème 5.4 (Théorème de convergence dominée de Lebesgue) Soit
pfnq une suite de fonctions de LppRdq. On suppose que

— La limite fpxq “ limnÑ8 fnpxq existe pour presque tout x P Rd.
— Il existe g P LppRdq telle que |fn| ď g, @n P N.

Alors f P LppRdq et limnÑ8 }f ´ fn}p “ 0. En particulier, lorsque p “ 1
cela entraine que

lim
nÑ8

ż

Rd
fnpxqdx “

ż

Rd
fpxqdx.

Voici une "réciproque" du théorème 5.4.

Théorème 5.5 Soit pfnq une suite de fonctions de LppRdq convergente en
norme vers f P LppRdq. Alors il existe une sous-suite pfφpnqq telle que fpxq “
limnÑ8 fφpnqpxq pour presque tout x P Rd.

On termine cette section en donnant un exemple d’utilisation du théorème
de convergence dominée : un critère de dérivation pour les fonctions d’une
variable définies par une intégrale.

Proposition 5.6 Soit I Ă R un intervalle ouvert. On considère une fonction
F : I ˆ Rd Ñ R satisfaisant les conditions suivantes :

— Pour tout t P I, la fonction x ÞÑ F pt, xq appartient à L1pRdq.
— Pour tout x P Rd, la dérivée partielle BF

Bt
px, tq, t P I existe.

— Pour tout to P I, il existe un intervalle ouvert J Ă I contenant to et
une fonction gJ P L1pRdq telle que

|
BF

Bt
px, tq| ď gJpxq, @x P Rd, @t P J.

Alors la fonction t ÞÑ
ş

Rd F pt, xqdx est dérivable et l’on a

d

dt

ˆ
ż

Rd
F pt, xqdx

˙

“

ż

Rd

BF

Bt
px, tqdx.
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5.2 Théorèmes de Fubini et Tonelli

Soient d1, d2 ě 1 et d “ d1 ` d2. On travaille sur Rd1 ˆ Rd2 » Rd.
Dans les énoncés suivants on considère une fonction f : Rd Ñ R mesu-

rable. Pour px, yq P Rd1 ˆ Rd2 on note fpx, yq l’évaluation de f en px, yq.

Théorème 5.7 (Fubini) Soit f P L1pRdq.
— Pour presque tout y P Rd2, la fonction f ypxq :“ fpx, yq appartient à

L1pRd1q.
— La fonction y ÞÑ

ş

Rd1 fpx, yqdx appartient à L1pRd2q.
— On a la formule de Fubini

ż

Rd2

ˆ
ż

Rd1
fpx, yqdx

˙

dy “

ż

Rd
fpx, yqdxdy.

La formule de Fubini est aussi un moyen de détecter quand une fonction
f : Rd Ñ R mesurable définit un élément de L1pRdq.

Théorème 5.8 (Tonelli) Soit g : Rd Ñ r0,8s mesurable.
— Pour presque tout y P Rd2, la fonction gypxq :“ gpx, yq est mesurable

sur Rd1.
— La fonction y ÞÑ

ş

Rd1 fpx, yqdx est mesurable sur Rd2.
— On a la formule de Fubini-Tonelli

ż

Rd2

ˆ
ż

Rd1
gpx, yqdx

˙

dy “

ż

Rd
gpx, yqdxdy,

cette équation pouvant se réduire à 8 “ 8.

Ainsi une fonction f : Rd Ñ R mesurable définit un élément de L1pRdq si
et seulement si

ż

Rd2

ˆ
ż

Rd1
|fpx, yq|dx

˙

dy ă 8.

5.3 Espaces de Banach Lp

L’étude de ces espaces requiert la notion d’exposant conjugué : pour p P
r1,8s on désigne par q P r1,8s l’unique élément vérifiant 1

p
` 1

q
“ 1. On

remarque que p P t1,8u ðñ q P t1,8u.
Le premier résultat fondamental est l’inégalité de Hölder.

Proposition 5.9 (Inégalité de Hölder) Soient f P LppRdq et g P LqpRdq.
Alors le produit fg appartient à L1pRdq et

}fg}1 ď }f}p }g}q.
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Preuve de la proposition : On remarque que l’inégalité de Hölder est élé-
mentaire si p P t1,8u. Considérons maintenant le cas où p Ps1,8r (alors
q Ps1,8r). Dans ce cas on utilise le lemme élémentaire suivant qui est une
conséquence de la convexité de l’application exponentielle.

Lemme 5.10 Pour tout a, b P r0,8s on a ab ď 1
p
ap ` 1

q
bq.

Posons F pxq :“ |fpxq|
}f}p

et Gpxq “ |gpxq|
}g}q

. Alors pour tout x P Rd on a
F pxqGpxq ď 1

p
F pxqp ` 1

q
Gpxqq. Après intégration on obtient

ż

Rd
F pxqGpxqdx ď

1

p

ż

Rd
F pxqpdx`

1

q

ż

Rd
Gpxqqdx “

1

p
`

1

q
“ 1,

c’est à dire
ş

Rd |fpxqgpxq|dx ď }f}p }g}q. 2

L’inégalité de Hölder nous permet de vérifier que l’application

f P LppRd
q ÞÝÑ }f}p

est une norme. Comme tout à l’heure ce fait est élementaire si p P t1,8u.
Traitons le cas où p Ps1,8r.

Tout d’abord on remarque que |f ` g|p ď 2p´1 p|f |p ` |g|pq. Alors f ` g P
LppRdq si f, g P LppRdq. Maintenant on utilise la majoration

|f ` g|p ď |f |
loomoon

LppRdq

|f ` g|p´1
loooomoooon

LqpRdq

` |g|
loomoon

LppRdq

|f ` g|p´1
loooomoooon

LqpRdq

.

D’après l’inégalité de Hölder on a
ż

Rd
|f ` g|p ď p}f}p ` }g}pq }|f ` g|

p´1
}q.

En remarquant que }|f ` g|p´1}q “
`ş

Rd |f ` g|
p
˘1{q, on obtient }f ` g}p “

`ş

Rd |f ` g|
p
˘1´1{q

ď }f}p ` }g}p. 2

On conclut cette section avec le résultat fondamental suivant.

Théorème 5.11 Soit p P r1,8s. L’espace vectoriel normé pLppRdq, } ´ }pq
est un espace de Banach.

5.4 Convolution et régularisation

Le support d’une fonction f : Rd Ñ C est par définition égal à l’adhérence
du sous-ensemble tx P Rd, fpxq ‰ 0u. On le note Supportpfq.
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5.4.1 Convolution dans C0c pRdq

On désigne par C0c pRdq (resp. C8c pRdq) l’espace des fonctions continues
(resp. C8) à support compact sur Rd.

Exemple 5.12 — Si A “ RdzBpa, rq alors fApxq “ dpx,Aq est une
fonction continue à support compact sur Rd.

— Si a ă b P R, alors la fonction Fa,b : RÑ R définie par les relations

Fa,bpxq “

#

expppa´ xq´1 ` px´ bq´1q, @t Psa, br

0, @t Rsa, br

est C8, et elle est supportée sur l’intervalle ra, bs.
— La fonction F : Rd Ñ R définie par les relations 4

F pxq “

#

exppp}x}2 ´ 1q´1q, @}x} ă 1,

0, @}x} ě 1,

est C8 et à support compact.

Définition 5.13 Si f, g P C0c pRdq, la convolution de f par g désigne la fonc-
tion définie par la relation

f ‹ gpxq “

ż

Rd
fpx´ yqgpyqdy, @x P Rd.

On remarque que f ‹ g “ g ‹ f P C0c pRdq et que l’on a

Supportpf ‹ gq Ă Supportpfq ` Supportpgq.

Proposition 5.14 Soient g P C0c pRdq et f P C8c pRdq. Alors f ‹ g P C8c pRdq.
De plus on a

B

Bxk
pf ‹ gq “

B

Bxk
pfq ‹ g.

4. }x}2 “
řd

k“1 x
2
k
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5.4.2 Convolution dans L1pRdq

Soient f, g P L1pRnq. On considère la fonction mesurable

F px, yq “ fpx´ yqgpyq.

D’après le théorème de Tonellli, F P L1pRn ˆ Rnq car
ż

Rn

ˆ
ż

Rn
|F px, yq|dx

˙

dy “ }f}1 }g}1 ă 8.

Sachant que F P L1pRn ˆRnq, on sait d’après le théorème de Fubini que
l’intégrale

f ‹ gpxq :“

ż

Rd
fpx´ yqgpyqdy

est finie pour presque tout x P Rd, et que cela définit une fonction f ‹ g P
L1pRdq. On a de plus

}f ‹ g}1 ď }f}1}g}1.

5.4.3 Régularisation

Dans cette partie on travaille avec p P r1,8r. Soit q Ps1,8s tel que
1
p
` 1

q
“ 1.

Pour ϕ P C0c pRdq et f P LppRdq la fonction y ÞÑ ϕpx ´ yqfpyq appartient
à L1pRdq pour tout x P Rd (car ϕpx´ yq P LqpRdq). On peut donc considérer

ϕ ‹ fpxq “

ż

Rd
ϕpx´ yqfpyqdy.

Proposition 5.15 Soient ϕ P C0c pRdq et f P LppRdq. Alors
— ϕ ‹ f est continue, bornée et }ϕ ‹ f}8 ď }ϕ}q}f}p,
— ϕ ‹ f P LppRdq et }ϕ ‹ f}p ď }ϕ}1}f}p,

Preuve : Le premier point est élementaire et découle immédiatement de
l’inégalité de Hölder. Démontrons le deuxième point. Pour tout x P Rd, la
fonction y ÞÑ |ϕpx ´ yq|

1
p |fpyq| appartient à LppRdq et la fonction

y ÞÑ |ϕpx ´ yq|
1
q appartient à LqpRdq. Ainsi d’après l’inégalité de Hölder

on a

|ϕ ‹ fpxq| ď

ˆ
ż

Rd
|ϕpx´ yq| |fpyq|pdy

˙1{p

p}ϕ}1q
1{q

En intégrant cette inégalité sur x P Rd, on obtient
ż

Rd
|ϕ‹fpxq|pdx ď p}ϕ}1q

p{q

ż

Rd

ż

Rd
|ϕpx´yq| |fpyq|pdydx “ p}ϕ}1q

p{q`1
p}f}pq

p.

Le deuxième point est démontré. 2
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Définition 5.16 Une suite φn P C0c pRdq est régularisante si
— φnpxq ě 0, @x P Rd, @n P N,
—

ş

Rd φnpxqdx “ 1, @n P N,
— pour tout r ą 0 la suite

ş

}x}ěr
φnpxqdx tends vers 0 lorsque nÑ 8.

Exemple 5.17 Soit g P C0c pRdq une fonction non-nulle. Alors

φnpxq :“
nd

ş

Rd g
2pxqdx

gpnxq2

est une suite régularisante. Si la fonction g est C8 alors les fonctions φn sont
aussi C8.

Voici le point clé des suites régularisantes.

Proposition 5.18 Soit φn P C0c pRdq une suite régularisante. Alors pour
toute fonction F : Rd Ñ R continue et bornée on a

—
ş

Rd φnpxqF pxqdx ÝÑ F p0q lorsque nÑ 8,
— la suite de fonctions φn ‹ F converge simplement vers F ,
— la suite de fonctions φn ‹ F converge uniformément vers F si F est à

support compact.

Preuve de la proposition : Démontrons le premier point. Comme F p0q est
égal à

ş

Rd φnpxqF p0qdx on a

|

ż

Rd
φnpxqF pxqdx´ F p0q| ď

ż

Rd
φnpxq|F pxq ´ F p0q|dx.

Soit ε ą 0. Il existe r ą 0 tel que |F pxq ´ F p0q| ď ε si }x} ď r. Alors
ş

Rd φnpxq|F pxq ´ F p0q|dx “ Arpnq `Brpnq avec

Arpnq :“

ż

}x}ďr

φnpxq|F pxq ´ F p0q|dx ď ε

ż

}x}ďr

φnpxqdx ď ε

pour tout n. D’autre part on a

Brpnq :“

ż

}x}ěr

φnpxq|F pxq ´ F p0q|dx ď 2}F }8

ż

}x}ěr

φnpxqdx.

et donc limnÑ8Brpnq “ 0. Ainsi |
ş

Rd φnpxqF pxqdx´F p0q| ď 2ε si n est assez
grand.

On constate de la même manière que

|φn ‹ F pyq ´ F pyq| ď

ż

Rd
φnpxq|F py ´ xq ´ F pyq|dx.
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La même preuve que précedemment montre que pour y fixé,
ş

Rd φnpxq|F py ´ xq ´ F pyq|dxÑ 0 lorsque nÑ 8.
Si F est à support compact, alors F est uniformément continue : @ε ą 0,

il existe r ą 0 tel que |F py ´ xq ´ F pyq| ď ε si }x} ď r. Cela permet de voir
que |φn ‹ F pyq ´ F pyq| ď ε ` 2}F }8

ş

}x}ěr
φnpxqdx. On constate donc que

φn ‹ F converge uniformément vers F . 2

On a un résulat analogue dans le cadre des espace LppRdq.

Proposition 5.19 Soit p P r1,8r. Soit φn P C0c pRdq une suite régularisante.
Alors pour tout f P LppRdq on a

}φn ‹ f ´ f}p ÝÑ 0

lorsque nÑ 8.

Preuve de la proposition : On utilisera le lemme suivant.

Lemme 5.20 Pour tout f P LppRdq on note fypxq “ fpx´ yq. Alors y ÞÑ fy
est une application continue de Rd dans LppRdq. En particulier
limyÑ0 }fy ´ f}p “ 0.

On remarque que φn ‹ fpxq “
ş

Rd φnpyqfpx ´ yqdy tandis que fpxq “
ş

Rd φnpyqfpxqdy pour presque tout x. On a donc

φn ‹ fpxq ´ fpxq “

ż

Rd
φnpyq pfpx´ yq ´ fpxqq dy.

Comme φnpyq1{q P LqpRdq et y ÞÑ φnpyq
1{p pfpx´ yq ´ fpxqq appartient à

LppRdq, l’inégalité de Hölder donne

|φn ‹ fpxq ´ fpxq| ď

ż

Rd
φnpyq|fpx´ yq ´ fpxq|

pdy.

En intégrant cette inégalité sur x P Rd, on obtient au moyen de Fubini

}φn ‹ f ´ f}p ď

ˆ
ż

Rd
φnpyqp}fy ´ f}pq

p

˙1{p

, @n P N.

On peut maintenant conclure avec la proposition 5.18. La fonction F pyq :“
p}fy´f}pq

p est continue bornée sur Rd. Alors
ş

Rd φnpyqp}fy´f}pq
p tends vers

F p0q “ 0 lorsque nÑ 8. 2

Voici un corollaire important de la proposition 5.19.
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Corollaire 5.21 Soit p P r1,8r. Alors C8c pRdq est un sous-espace vectoriel
dense de LppRnq.

Preuve du corollaire : On travaille avec une suite régularisante 5 φn P
C8c pRdq. Soit f P LppRnq. Pour tout R ą 0 on définit la fonction fR P LppRnq

en posant

fRpxq “

#

fpxq, @}x} ď R,

0, @}x} ą R.

Soit ε ą 0. Il existe R ą 0 tel que }fR ´ f}p ď ε. Ensuite on remarque
que pour tout n P N la fonction φn ‹ fR est C8 et à support compact. On
considère N P N tel que }φN ‹ fR ´ fR}p ď ε. Alors g “ φN ‹ fR P C8c pRdq

vérifie }f ´ g}p ď 2ε. 2.

Voici un autre corollaire de la proposition 5.18.

Corollaire 5.22 Soit Ω un ouvert de Rd et K un compact de Rd contenu
dans Ω. Alors il existe ψ P C8c pRdq telle que

— Supportpψq Ă Ω,
— ψpxq “ 1, @x P K.

Preuve du corollaire : Soit g P C8c pRdq non-nulle. On travaille avec la suite
régularisante φnpxq :“ nd

ş

Rd g
2pxqdx

gpnxq2. Soit R ą 0 tel que le support de g
soit contenu dans la boule Bp0, Rq : alors le support de φn est contenu dans
la boule Bp0, R

n
q.

Soit ε ą 0 la distance entre K et le fermé RdzΩ. Soit h P C0pr0,8rq telle
que h “ 1 sur l’intervalle r0, ε

4
s et h “ 0 sur l’intervalle r ε

3
,8r. On considère

la fonction continue

F pxq :“ hpdpx,Kqq, x P Rd.

On remarque que le support de F est contenu dans le compact K3 :“ tx P
Rd, dpx,Kq ď ε

3
u Ă Ω et que F “ 1 sur K4 :“ tx P Rd, dpx,Kq ď ε

4
u

On travaille avec les fonctions ψn :“ φn ‹F P C8c pRdq. Comme le support
de ψn est inclus dans K3`Bp0,

R
n
q, on voit que le support de ψn est contenu

dans le compact K2 :“ tx P Rd, dpx,Kq ď ε
2
u Ă Ω dès que ε

3
` R

n
ď ε

2
.

Soit x P K. On a ψnpxq “
ş

Rd ϕnpyqF px ´ yqdy. Si R
n
ď ε

4
alors

F px´ yq “ 1 si ϕnpyq ‰ 0. Cela implique que ψnpxq “ 1 dès que R
n
ď ε

4
.

On a montré que les fonctions ψn P C8c pRdq satisfont les conditions re-
quises pour n assez grand. 2

5. Toutes les fonctions φn sont C8.
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5.5 Transformée de Fourier

Le produit scalaire sur Rd est noté xξ, xy :“
řd
k“1 ξkxk.

Dans toute cette section les fonctions sur Rd seront à valeurs complexes.

Pour une fonction f P L1pRdq on définit la transformée de Fourier par la
formule :

pfpξq :“

ż

Rd
eixξ,xyfpxqdx.

On utilisera aussi la notation Fpfq pour pf .

On a un premier constat élémentaire : @f P L1pRdq, la fonction pf est
bornée et

} pf}8 ď }f}1.

5.5.1 Transformée de Fourier sur C8c pRdq

Pour tout α “ pα1, ¨ ¨ ¨ , αdq P Nd on note :
— |α| “

ř

k αk,
— xα la fonction x P Rd ÞÑ px1q

α1 ¨ ¨ ¨ pxdq
αd ,

— B|α|

Bξα
“ Bα1

Bξ
α1
1
˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Bαd

Bξ
αd
d

.
Tout polynôme sur Rd est de la forme P pxq “

ř

αPNd aαx
α (les coefficients

aα P C sont tous nuls sauf pour un nombre fini).
Un opérateur différentiel (à coefficient constant) sur Rd est de la forme

Qp B
Bξ
q “

ř

αPNd bα
B|α|

Bξα
(les coefficients bα P C sont tous nuls sauf pour un

nombre fini).
Si P pξq “

ř

αPNd aαξ
α est un polynôme on notera P pi B

Bx
q l’opérateur dif-

férentiel
ř

αPNd aα piq
|α| B|α|

Bxα
.

Si Qp B
Bξ
q “

ř

αPNd bα
B|α|

Bξα
est un opérateur différentiel on notera Qpixq le

polynôme
ř

αPNd bα piq
|α| xα.

Sur l’espace vectoriel C8c pRdq on a deux types d’opérations :
— multiplication f ÞÑ P pxqf par un polynôme P pxq,
— action d’un opérateur différentiel f ÞÑ Qp B

Bx
qpfq.

On a le résultat fondamental suivant

Proposition 5.23 Soit f P C8c pRdq.
— La transformée de Fourier Fpfq est une fonction lisse. Plus précisem-

ment, pour tout opérateur différentiel Qp B
Bξ
q on a

Qp B
Bξ
qpFpfqq “ FpQpixqfq
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— Pour tout n P N, on a }ξ}nFpfqpξq Ñ 0 lorsque }ξ} Ñ 8. Plus
précisemment, pour tout polynôme P pξq on a

P pξqFpfq “ F
`

P pi B
Bx
qpfq

˘

On va maintenant définir l’espace de Schwarz SpRdq.

Définition 5.24 Une fonction F P C8pRdq appartient à SpRdq si pour tout
n P N et pour tout opérateur différentiel Qp B

Bx
q la fonction

x ÞÑ }x}nQp B
Bx
qpF qpxq

tends vers 0 lorsque }x} Ñ 8.

Proposition 5.25 Si f P C8c pRdq alors pf P SpRdq.

Preuve : Cela découle immédiatement de la proposition 5.23. 2

Terminons cette section en regardant le cas des transformées de Fourier
de fonctions continues à support compact.

Proposition 5.26 Soit f P C0c pRdq. Sa transformée de Fourier pf est une
fonction C8 et bornée. De plus pfpξq Ñ 0 lorsque }ξ} Ñ 8.

Preuve : Démontrons le dernier point. Soit ε ą 0. D’après le corollaire
5.21, il existe F P C8c pRdq tel que }f ´F }1 ď ε. Alors | pfpξq ´ pF pξq| ď ε pour
tout ξ P Rd. Comme pF pξq Ñ 0 lorsque }ξ} Ñ 8 (voir proposition 5.25) on
voit donc que | pfpξq| ď 2ε si }ξ} est assez grand. 2.

Exemple 5.27 Pour tout a ą 0, on a

F
´

e´a}x}
2
¯

pξq “
`

π
a

˘d{2
e´

}ξ}2

4a2 .

5.5.2 Transformée de Fourier sur L1pRdq

Nous utiliserons la notation suivante : f̌pξq “ fp´ξq

Proposition 5.28 Soient f, g P L1pRdq.
— La transformée de Fourier pf est une fonction continue et bornée. De

plus } pf}8 ď }f}1.
— Lemme de Riemann-Lebesgue : pfpξq Ñ 0 lorsque }ξ} Ñ 8.

49



— zf ‹ g “ pf ‹ pg.
—

ş

Rd
pfpξqgpξqdξ “

ş

Rd fpxqpgpxqdx.

Notons C00pRdq l’espace de Banach des fonctions continues F : Rd Ñ C
telles que F pξq Ñ 0 lorsque }ξ} Ñ 8. La proposition précédente affirme
que la transformée de Fourier définit une morphisme 6 continu d’algèbres de
Banach

F1 : L1
pRd
q Ñ C00pRd

q.

Nous allons maintenant aborder la question de la formule d’inversion. On
considère l’espace de fonctions

L1
FpRd

q :“ tf P L1
pRd
q | pf P L1

pRd
qu.

On remarque que C8c pRdq Ă L1
FpRdq, ainsi L1

FpRdq est un sous-espace vecto-
riel dense de L1pRdq.

Théorème 5.29 Soit f P L1
FpRdq. Alors f est continue, bornée et

fpxq “ p2πq´d
ż

Rd
e´ixξ,xy pfpξqdξ, @x P Rd. (4)

En d’autre termes on a p

pf “ p2πqdf̌ pour tout f P L1
FpRdq.

Corollaire 5.30 Pour tout f P L1pRdq on a pf “ 0 si et seulement si f “ 0.

Pour démontrer le théorème 5.29 nous allons considérer la fonctionGpxq :“
π´d{2e´}x}

2 , et la famille Gnpxq “ ndGpnxq, @n ě 1. On remarque que
ż

Rd
Gnpxqdx “ 1, @n ě 1.

De plus, on vérifie en utilisant les calculs de l’exemple 5.27 que xGnpξq “

e´
}ξ}2

4n2 .
Nous commençons par le résultat suivant (qui admet une preuve identique

à celle de la proposition 5.19, même si les Gn ne sont pas à support compact).

Lemme 5.31 Soit f P L1pRdq. Alors }Gn ‹ f ´ f}1 Ñ 0 lorsque nÑ 8.

6. Il est injectif, voir la corollaire 5.30.
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Preuve du théorème : Nous considérons les fonctions continues définies
par les intégrales

F pxq “
1

p2πqd

ż

Rd
e´ixξ,xy pfpξqdξ,

Fnpxq “
1

p2πqd

ż

Rd
e´ixξ,xyxGnpξq pfpξqdξ, n ě 1

On remarque que @x P Rd, Fnpxq Ñ F pxq lorsque nÑ 8.
Fixons x P Rd et utilisons la relation

ş

Rd
pfpξqgpξqdξ “

ş

Rd fpyqpgpyqdy,
avec la fonction

gxpξq “
1

p2πqd
e´ixξ,xyxGnpξq P L

1
pRd
q.

On vérifie que pgxpyq “
1

p2πqd
x

xGnpy ´ xq “ Gnpy ´ xq (car la fonction Gn est
paire). Ainsi

Fnpxq “ Gn ‹ fpxq, @x P Rd.

D’après le Lemme 5.31, on sait que Fn converge en norme } ´ }1 vers la
fonction f . D’autre part on sait que Fn converge simplement vers la fonction
F . Cela entraine que F pxq “ fpxq presque partout (voir le théorème 5.5). 2

Voici un corollaire du théorème d’inversion.

Corollaire 5.32 L’espace de fonctions L1
FpRdq est contenu dans L2pRdq et

pour tout f P L1
FpRdq on a

} pf}2 “ p2πq
d{2
}f}2.

Preuve du corollaire : Soit f P L1
FpRdq. La formule (4) nous permet de

voir que la fonction f est bornée. Ainsi f P L1pRdq X L8pRdq Ă L2pRdq. On
a de même pf P L1pRdq X L8pRdq Ă L2pRdq. On note aussi que la fonction
conjugée de pf est égale à pf̃ où f̃ “ f̌ .

La relation
ş

Rd
pfpξqgpξqdξ “

ş

Rd fpyqpgpyqdy donne alors

p} pf}2q
2
“

ż

Rd
pfpξq pfpξq “

ż

Rd
pfpξq pf̃pξqdξ

“

ż

Rd

p

pfpξqf̃pξqdξ

“ p2πqd
ż

Rd
f̌pξqf̌pξqdξ “ p2πqdp}f}2q

2.

2
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5.5.3 Transformée de Fourier sur L2pRdq

D’aprés le théorème 5.29 et le corollaire 5.32 on sait que la restriction
de la transformée de Fourier F1 : L1pRdq Ñ C00pRdq au sous-espace vectoriel
L1
FpRdq induit une isomorphisme

F1 : L1
FpRd

q
„
ÝÑ L1

FpRd
q

tel que pour tout g P L1
FpRdq

— }F1pgq}2 “ p2πq
d{2}g}2,

— F1 ˝ F1pgq “ p2πq
dǧ.

En utilisant le fait que L1
FpRdq est un sous-espace vectoriel dense de

L2pRdq on en déduit le résultat suivant.

Théorème 5.33 Il existe un unique isomorphisme

F2 : L2
pRd
q

„
ÝÑ L2

pRd
q

qui prolonge la transformée de Fourier sur C8c pRdq. Elle satisfait les proprié-
tés suivantes : pour tout g P L2pRdq

— }F2pgq}2 “ p2πq
d{2}g}2,

— F2 ˝ F2pgq “ p2πq
dǧ.

Exercice 5.34 On considère la fonction gpxq “ 1
1`|x|

P L2pRq. Montrer que
sa transformée de Fourier pg :“ F2pgq P L

2pRq satisfait la relation

ξ pgpξq :“ 2

ż 8

0

sinpxξq

p1` xq2
dx

pour presque tout ξ.

5.5.4 Transformée de Fourier sur l’espace de Schwarz

On a déjà montré que si f P C8pRdq alors pf P SpRdq. Il n’est pas dur
de vérifier que l’on a mieux : FpSpRdqq Ă SpRdq. La formule d’inversion (4)
nous permet de conclure de la manière suivante.

Théorème 5.35 La transformée de Fourier induit un isomorphisme

F : SpRd
q

„
ÝÑ SpRd

q

tel que F ˝ Fpgq “ p2πqdǧ pour tout g P SpRdq. De plus les énoncés de la
proposition 5.23 sont encore valable si on travaille avec des fonctions dans
SpRq.
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6 Distributions tempérées sur R
L’espace de Schwarz SpRq est muni de la famille dénombrable et sépa-

rantes de semi-normes

pnpϕq :“ sup
0ďkďn

sup
xPR
p1` |x|qn|ϕpkqpxq|, @n P N.

On se trouve dans le cadre étudié à la section 4.4. Dans toute cette section
nous munissons SpRq de la topologie associée à la famille séparante de semi-
normes ppnqnPN.

On rappelle la notion de limite de suites.

Définition 6.1 Une suite de fonctions pϕkqkPN de SpRq converge vers ϕ P
SpRq si limkÑ8 pnpϕk ´ ϕq “ 0, @n P N.

Comme les semi-normes vérifient les inégalités

p0pϕq ď p1pϕq ď ¨ ¨ ¨ ď pnpϕq ď ¨ ¨ ¨ . (5)

les ouverts de SpRq admettent la description suivante.

Définition 6.2 Un sous-ensemble U Ă SpRq est un ouvert si pour tout ϕ P
U il existe n P N et r ą 0 tels que

tψ P SpRq, pnpϕ´ ψq ă ru Ă U.

On associe à la famille de semi-normes tpn, n P Nu une distance sur SpRq :

dSpϕ, ψq “
ÿ

nPN

1

2n
inft1, pnpϕ´ ψqu, @ϕ, ψ P SpRq.

On a le résultat important suivant.

Proposition 6.3 L’espace métrique pSpRq, dSq est complet. En d’autre termes,
SpRq est un espace de Fréchet.

6.1 Espaces LMpRq et LRpRq
SoitN pRq l’espace vectoriel des fonctions mesurables sur R, nulles presque

partout. Dans la suite nous utiliserons deux espaces de fonctions mesurables :
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— On désigne par LMpRq l’ensemble des fonctions mesurables f : RÑ C
telles qu’il existe un entier n ě 0 pour lequel la fonction fpxq

p1`|x|qn
ap-

partient à L1pRq. On considère LMpRq “ LMpRq{N pRq.

— On désigne par LRpRq l’ensemble des fonctions mesurables f : RÑ C
telles que pour tout entier n ě 0 la fonction fpxqp1` |x|qn est bornée.
On considère LRpRq “ LRpRq{N pRq.

On appelle LMpRq l’espace des fonctions à croissance modérée et
LRpRq l’espace des fonctions à décroissance rapide.

Voici quelques exemples :
— LppRq est contenu dans LMpRq, @p P r1,8s.
— Si J est un intervalle de R, la fonction caractéristique de J , que l’on

note 1J , appartient à LMpRq.
— La fonction lnp|x|q appartiennent à LMpRq.
— Les fonctions polynomiales appartiennent à LMpRq.
— Les fonctions e|x|, ex2 n’appartiennent pas à LMpRq.
— La fonction e´|x| appartient à LRpRq.
— SpRq Ă LRpRq Ă LMpRq.

6.2 Distributions tempérées : définitions

Par définition, une distribution tempérée sur R est une forme linéaire
continue T : SpRq Ñ C. L’image de ϕ P SpRq par T sera noté xT, ϕy.

On note S 1pRq l’ensemble des distributions tempérées sur R.
Comme les semi-normes vérifient les inégalités (5) on a la caractérisation

suivante des distributions tempérées.

Lemme 6.4 Une forme linéaire T : SpRq Ñ C est continue si et seulement
si il existe n P N et C ą 0 tels que

|xT, ϕy| ď C pnpϕq, @ϕ P SpRq.

Voici l’analogue de la proposition 4.20 dans le cadre de SpRq (qui est un
espace de Fréchet).

Proposition 6.5 Soit Tn : SpRq Ñ R une suite de distributions tempérées.
On suppose que pour tout ϕ P SpRq la suite de réels pxTn, ϕyqnPN converge :

on note xT, ϕy “ limnÑ8xTn, ϕy sa limite.
Alors T : SpRq Ñ R une est distribution tempérée sur R, et l’on dira que

la suite Tn converge vers T .
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Nous allons donner une suite d’exemples de distributions tempérées. À
tout f P LMpRq on associe la forme linéaire

Ipfq : SpRq ÝÑ C

par la relation xIpfq, ϕy :“
ş

R fpxqϕpxqdx, @ϕ P SpRq. On remarque que si
gpxq :“ p1` |x|q´nfpxq P L1pRq, alors |xIpfq, ϕy| ď }g}1 pnpϕq, @ϕ P SpRq.

Proposition 6.6 L’application I détermine une application linéaire injec-
tive I : LMpRq Ñ S 1pRq. Ainsi toute fonction de LMpRq s’identifie à une
distribution tempérée.

Preuve : On considère une fonction g P C8c pRq non-nulle, et la suite régu-
larisante φnpxq :“ n

ş

R g
2pxqdx

gpnxq2 à support compact.
Soit f P kerpIq. On considère n P N tel que gpxq :“ p1 ` x2q´nfpxq P

L1pRq. D’après la proposition 5.19 on a

}φn ‹ g ´ g}1 ÝÑ 0

lorsque n Ñ 8. Soit x P R. Alors φn ‹ gpxq “
ş

R fpyqp1 ` y2q´nφnpx ´ yqdy.
Comme φn est à support compact, la fonction ψn,x : y ÞÑ p1` y2q´nφnpx´ yq
est aussi à support compact et donc ψn,x P SpRq. On voit donc que

φn ‹ gpxq “ xIpfq, ψn,xy “ 0, @x P R, @n P N.

Ainsi toutes les fonctions φn ‹ g sont nulles. Cela entraine que g “ 0 dans
L1pRq et donc f “ 0 dans LMpRq. 2

Exemple 6.7
1. La forme linéaire définie par

xvpp 1
x
q, ϕy :“

1

2

ż

R

ϕpxq ´ ϕp´xq

x
dx

définit une distribution tempérée.
2. Soit a P R et k P N. La forme linéaire définie par

xδka , ϕy :“ p´1qkϕpkqpaq

est une distribution tempérée.
3. La forme linéaire définie par

xPfp 1
x2
q, ϕy :“

1

2

ż

R

ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2
dx

est une distribution tempérée.
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4. Les suites suivantes convergent dans S 1pRq :
— Snpxq “

řn
k“1 sinpkxq,

— Fnpxq “
x

x2`n´1 ,
— Tn “

řn
k“0 δk.

Preuve : Pour le premier exemple on a

xvpp 1
x
q, ϕy “

ż 1

0

ϕpxq ´ ϕp´xq

x
dx

looooooooooomooooooooooon

Aϕ

`

ż 8

1

ϕpxq ´ ϕp´xq

x
dx

loooooooooooomoooooooooooon

Bϕ

.

Le théorème des accroissements finis donne |ϕpxq´ϕp´xq
x

| ď 2 suptPR |ϕ
1ptq|,

@x P R. Ainsi |Aϕ| ď 2 suptPR |ϕ
1ptq| ď 2 p1pϕq.

D’autre part, pour x ě 1 on a |ϕpxq´ϕp´xq
x

| ď
2 suptPR |ϕptq|p1`|t|q

x2
. Alors |Bϕ| ď

2
ş8

1
dx
x2

suptPR |ϕptq|p1` |t|q ď 2 p1pϕq.
On a montré que |xvpp 1

x
q, ϕy| ď 4 p1pϕq pour tout ϕ P SpRq. Ainsi vpp 1

x
q

est une distribution tempérée.

On voit immédiatemment que |xδka , ϕy| ď pkpϕq pour tout ϕ P SpRq. Ainsi
δka est une distribution tempérée.

Pour le troisième exemple on a

xPfp 1
x2
q, ϕy “

ż 1

0

ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2
dx

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

Cϕ

`

ż 8

1

ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2
dx

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

Dϕ

.

Considérons x ě 0. Le DL avec reste intégral de ϕ donne

ϕpxq “ ϕp0q ` ϕ1p0qx`

ż x

0

px´ tqϕ2ptqdt

ϕp´xq “ ϕp0q ´ ϕ1p0qx`

ż 0

´x

px` tqϕ2ptqdt.

Ainsi ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q “
şx

0
px´ tqpϕ2ptq ´ ϕ2p´tqqdt. On obtient alors

|ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q| ď 2

ż x

0

px´ tqdt sup
tPR
|ϕ2ptq| “ x2 sup

tPR
|ϕ2ptq|.

Cela donne |Cϕ| ď suptPR |ϕ
2ptq| ď p2pϕq.

Si x ě 1 alors

|
ϕpxq ` ϕp´xq ´ 2ϕp0q

x2
| ď

4 suptPR |ϕptq|

x2
.
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On obtient alors que |Dϕ| ď 4 suptPR |ϕptq| ď 4 p0pϕq ď 4 p2pϕq.
On a montré que |xPfp 1

x2
q, ϕy| ď 5 p2pϕq pour tout ϕ P SpRq. Ainsi Pfp 1

x2
q

est une distribution tempérée.

Considérons la suite de fonctions Snpxq “
řn
k“1 sinpkxq. Pour tout ϕ P

SpRq, une double intégration par partie donne
ż

R
sinpkxqϕpxqdx “

´1

k2

ż

R
sinpkxqϕ2pxqdx, @k ě 1.

On obtient alors la majoration

|

ż

R
sinpkxqϕpxqdx| ď

1

k2

ż

R
|ϕ2pxq|dx ď

suptPR |ϕ
2ptq|p1` |t|q2

k2

ż

R

dx

p1` |x|q2
dx,

soit |
ş

R sinpkxqϕpxqdx| ď 2
k2
p2pϕq.

On remarque que pour tout ϕ P SpRq, la suite xSn, ϕy converge vers

xS8, ϕy :“ ´
8
ÿ

k“1

1

k2

ż

R
sinpkxqϕ2pxqdx.

Comme |xS8, ϕy| ď
ř8

k“1
2
k2
p2pϕq, @ϕ P SpRq, S8 est une distribution tem-

pérée. On a montré que la suite de fonctions Sn converge vers S8 dans S 1pRq.
Considérons la suite de fonctions Fnpxq “ x

x2`n´1 . Un calcul immédiat
donne

xFn, ϕy “

ż 8

0

x

x2 ` n´1
ϕpxqdx`

ż 0

´8

x

x2 ` n´1
ϕpxqdx

“

ż 8

0

x

x2 ` n´1
pϕpxq ´ ϕp´xqqdx

“

ż 8

0

ϕpxq ´ ϕp´xq

x

ˆ

1´
1

pnx2 ` 1q

˙

dx

On voit donc que xFn, ϕy ÝÑ xvpp 1
x
q, ϕy lorsque n Ñ 8. Ainsi la suite de

fonctions Fn converge vers vpp 1
x
q dans S 1pRq.

Considérons la suite de distributions Tn “
řn
k“0 δk. On remarque que

pour tout ϕ P SpRq, la suite xTn, ϕy converge vers

xT8, ϕy :“
8
ÿ

k“1

ϕpkq.

La majoration |ϕpkq| ď 1
k2

suptPR |ϕptq|p1 ` |t|q
2 montre que |xT8, ϕy| ď

p
ř8

k“1
1
k2
qp2pϕq, @ϕ P SpRq, Ainsi T8 est une distribution tempérée. 2
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Remarque 6.8 Pour les suites Sn, Fn, Tn traitées dans l’exemple précédent
on aurait pu simplifier notre exposition en utilisant la proposition 6.5.

Par exemple, pour la suite Sn on sait que S8 est une distribution tempérée
parce que xS8, ϕy “ limnÑ8xSn, ϕy, @ϕ P SpRq.

6.3 Opérations sur les distributions

L’application injective I : LMpRq Ñ S 1pRq permet de voir SpRq Ă LMpRq
comme un sous-espace vectoriel de S 1pRq.

Nous allons voir que beaucoup d’opérations sur SpRq s’étendent à S 1pRq :
— la dérivation,
— le produit par des fonctions C8 à croissance modérée,
— la transformée de Fourier,
— la convolution par des fonctions rapidement décroissantes.

Nous travaillerons dans le cadre suivant. Tout d’abord, on utilise la forme
bilinéaire

xϕ, ψyS :“

ż

R
ϕpxqψpxqdx, @ϕ, ψ P SpRq.

D’autre part, on considère une application linéaire A : SpRq Ñ SpRq pour
laquelle il existe une application linéaire tA : SpRq Ñ SpRq "duale" :

xApψq, ϕyS “ xψ,
tApϕqyS , @ϕ, ψ P SpRq.

On utilisera le fait élémentaire (mais fondamental) suivant.

Proposition 6.9 Si l’application linéaire tA est continue, alors l’application
linéaire A : SpRq Ñ SpRq admet une extension à S 1pRq (toujours notée A)
définie comme suit : pour tout T P S 1pRq

xApT q, ϕy :“ xT, tApϕqy, @ϕ P SpRq.

En d’autres termes ApT q “ T ˝ tA.

Voici une caractérisation de la continuité d’un endomorphisme de SpRq
qui nous sera utile dans les exemples qui vont suivrent.

Lemme 6.10 Une application linéaire u : SpRq Ñ SpRq est continue si pour
tout k P N il exite pnk, Ckq P Nˆs0,8r tel que

pkpupϕqq ď Ck pnkpϕq, @ϕ P SpRq.

On termine cette section en traitant des exemples.
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6.3.1 Dérivation de distributions

La dérivation détermine une application linéaire continue d
dx

: SpRq Ñ
SpRq. Une intégration par parties montre que tp d

dx
q “ ´ d

dx
. On a alors la

définition suivante.

Définition 6.11 La dérivée T 1 P S 1pRq d’une distribution tempéree T P

S 1pRq est déterminée par la relation

xT 1, ϕy :“ ´xT, ϕ1y, @ϕ P SpRq.

Voici quelques exemples :
— la dérivée de |x| est égale à 1r0,8r ´ 1s´8,0s,
— la dérivée de 1ra,8r est égale à δa,
— la dérivée de 1s´8,as est égale à ´δa,
— la dérivée de δka est égale à δk`1a ,
— la dérivée de lnp|x|q est égale à vpp 1

x
q,

— la dérivée de vpp 1
x
q est égale à ´Pfp 1

x2
q.

Exercice 6.12 Soit T P S 1pRq une distribution tempéree. Il existe une dis-
tribution tempéree S telle que S 1 “ T et deux distributions tempérees vérifiant
cette propriété diffèrent d’une constante.

6.3.2 Produit par des fonctions C8 à croissance modérée

On commence par une définition.

Définition 6.13 L’espace des fonctions à croissance modérée, noté C8MpRq,
désigne l’ensemble des fonctions f indéfiniment dérivables sur R telles que

@k P N, DN P N, DC ą 0, |f pkqpxq| ď C p1` |x|qN , @x P R.

On note que si f P C8MpRq alors f pkq P LMpRq, @k P N.

Si f P C8MpRq, alors l’application µf : ϕ ÞÑ fϕ est un endomorphisme
continu de SpRq et l’on a tµf “ µf . On a alors la définition suivante.

Définition 6.14 La produit de T P S 1pRq par f P C8MpRq est une distribution
tempérée f T satisfaisant la relation

xf T, ϕy :“ xT, f ϕy, @ϕ P SpRq.

Voici quelques exemples :
— x vpp 1

x
q “ 1R,
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— x2Pfp 1
x2
q “ 1R,

— x δ0 “ 0
— @T P S 1pRq, @f P C8MpRq, on a pf T q1 “ f 1 T ` f T 1.

On utilisera ce lemme à la section 6.3.4

Lemme 6.15 Si f P LRpRq alors la transformée de Fourier pf appartient à
C8MpRq.

6.3.3 Transformée de Fourier d’une distribution

On commence par une définition.

Définition 6.16 Si T P S 1pRq, on note Ť la distribution tempérée satisfai-
sant la relation 7

xŤ , ϕy :“ xT, ϕ̌y, @ϕ P SpRq.

Rappelons les résultats obtenus à la section 5.5.

Théorème 6.17 La transformée de Fourier induit un isomorphisme

F : SpRq „
ÝÑ SpRq

tel que
1. F ˝ Fpϕq “ 2πϕ̌ pour tout ϕ P SpRq.
2. Pour tout opérateur différentiel Qp d

dξ
q “

řN
k“0 bk

dk

dξk
on a

Qp d
dξ
qpFpϕqq “ FpQpixqϕq, @ϕ P SpRq.

3. Pour tout polynôme P pξq “
řN
k“0 akξ

k on a

P pξqFpϕq “ F
`

P pi d
dx
qpϕq

˘

, @ϕ P SpRq.

4. xFpϕq, ψyS “ xϕ,FpψqyS , @ϕ, ψ P SpRq.

Les point 2. et 3. du théorème précédent permettent de montrer facilement
que la transformée de Fourier F : SpRq ÝÑ SpRq est continue. Le point 4.
montre que tF “ F . On a alors la définition suivante.

7. ϕ̌pxq “ ϕp´xq,@x P R.
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Définition 6.18 La transformée de Fourier de T P S 1pRq est une distribu-
tion tempérée FpT q satisfaisant la relation

xFpT q, ϕy :“ xT, pϕy, @ϕ P SpRq.

Voici quelques exemples :
— Fpδ0q “ 1R, et plus généralement Fpδk0q “ p´iqk xk.
— Fp1Rq “ 2π δ0, et plus généralement Fpxkq “ 2π ik δk0 .
— F

`

vpp 1
x
q
˘

pξq “ iπp1r0,8r ´ 1s´8,0sq.

Voici quelques propriétés de la transformation de Fourier F : S 1pRq Ñ
S 1pRq.

Proposition 6.19 Pour une distribution tempérée T on a
— F ˝ FpT q “ 2π Ť ,
— FpT q1 “ iFpxT q,
— FpT 1q “ ´i xFpT q.

6.3.4 Convolution par des fonctions à décroissance rapide

L’espace LRpRq des fonctions à décroissance rapide a été introduit à la
section 6.1. Rappelons que si f P LRpRq alors la transformée de Fourier pf
appartient à C8MpRq.

Lemme 6.20 Si f P LRpRq alors la convolution par f détermine une appli-
cation linéaire continue f ‹ ´ : SpRq Ñ SpRq. De plus

t
pf ‹ ´q “ f̌ ‹ ´.

Preuve du Lemme : Soient ϕ P SpRq et f P LRpRq. Sachant que |x| ď
|y| ` |x´ y| on voit que p1` |x|qn ď p1` |y|qnp1` |x´ y|qn pour tout n ě 0.

Pour tout k P N, dk

dxk
pf ‹ ϕq “ f ‹ dk

dxk
pϕq. Donc

|p1` |x|qn
dk

dxk
pf ‹ ϕqpxq| ď

ż

R
p1` |y|qn|fpyq| p1` |x´ y|qn|ϕpkqpx´ yq| dy

ď }p1` |y|qnfpyq}1 sup
R
p1` |t|qn|ϕpkqptq|

On a montré que @n ě 0 on a pnpf ‹ ϕq ď cnpfqpnpϕq avec cnpfq “
}p1` |y|qnfpyq}1. Cela assure que f ‹ ´ est continue.
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D’autre part

xf ‹ ϕ, ψyS “

ż

R
f ‹ ϕpxqψpxqdx

“

ż

R

ż

R
fpx´ yqϕpyqψpxqdxdy

“

ż

R
ϕpyqf̌ ‹ ψpyqdy

“ xϕ, f̌ ‹ ψyS .

Cela démontre le dernier point. 2
On a alors la définition suivante.

Définition 6.21 La convolution de T P S 1pRq par f P LRpSq est la distri-
bution tempérée f ‹ T satisfaisant la relation

xf ‹ T, ϕy :“ xT, f̌ ‹ ϕy, @ϕ P SpRq.

Voici quelques propriétés utiles de cette convolution.

Proposition 6.22 1. Soient f P LRpRq et T P S 1pRq. Alors
— pour tout k P N on a pf ‹ T qpkq “ f ‹ T pkq,
— Fpf ‹ T q “ pf pT .

2. Soient ϕ P SpRq et T P S 1pRq. Alors FpϕT q “ p2πq´1pϕ ‹ pT .
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