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Résumé

Cette fiche didactique a pour objectif de synthétiser les notions et formules essentielles à l’utilisation des nombres complexes. Dans le cadre
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médicale, HAH806E - Neuroprothèse, HAH906E - Acquisition de données et traitement du signal pour le biomédical, HAH908E - Thermographie
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1. Ensemble des nombres complexes

1.1. L’imaginaire 𝑖
L’équation 𝑥2 = −1 ne possède pas de solution dans ℝ. Une so-

lution imaginaire 𝑖 a donc été créée, telle que 𝑖2 = −1. L’équation
𝑥2 = −1 possède alors deux solutions 𝑖 et−𝑖 car 𝑥2+1 = (𝑥+𝑖)(𝑥−𝑖).

1.2. L’ensemble des nombres complexes ℂ
L’ensemble des nombres complexesℂ est défini comme l’ensemble

des couples (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ × ℝ. Dans ℂ, les règles d’addition et de multi-
plication se conservent. Tout élément 𝑧 deℂ s’écrit demanière unique
𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 où 𝑎 et 𝑏 sont réels.

1.3. Parties réelle et imaginaire
𝑎 est la partie réelle de 𝑧 et est notée 𝑎 = 𝑅𝑒(𝑧). 𝑏 est la partie ima-

ginaire de 𝑧 et est notée 𝑏 = 𝐼𝑚(𝑧). Attention, la partie imaginaire
de 𝑧 est un nombre réel !

1.4. Égalité entre deux nombres complexes
La notion d’ordre n’existe plus dans ℂ. De plus, l’égalité de deux

nombres complexes 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 et 𝑧′ = 𝑎′ + 𝑖𝑏′ est équivalente à
l’égalité simultanée de leurs parties réelles et imaginaires :

𝑧 = 𝑧′ ⇔ 𝑎 = 𝑎′ et 𝑏 = 𝑏′. (1)

2. Représentation géométrique

Comme présenté sur les figures 1(a) et 1(b), à tout nombre com-
plexe 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 peut être associé un point 𝑀(𝑎; 𝑏) ou un vecteur
𝑢⃗ = (𝑎 𝑏)𝑇 . Cette équivalence permet de traduire les problèmes

(a) (b)

FIGURE 1. (a) Plan complexe et (b) affixe du vecteur 𝐴𝐵.

géométriques en problèmes algébriques. Soient 𝑧𝐴 et 𝑧𝐵 les affixes
des points 𝐴 et 𝐵, l’affixe du vecteur est :

𝑎𝑓𝑓(𝐴𝐵) = 𝑧𝐵 − 𝑧𝐴. (2)

3. Conjugué, module et argument

FIGURE 2. Nombres conjugués.

Le conjugué d’un nombre
complexe 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 est le
nombre complexe 𝑧 = 𝑎 − 𝑖𝑏.
Il en découle :

— 𝑅𝑒(𝑧) = 𝑅𝑒(𝑧) et 𝐼𝑚(𝑧) =
−𝐼𝑚(𝑧),

— 𝑧 + 𝑧 = 2𝑅𝑒(𝑧),
— 𝑧 − 𝑧 = 2𝑖 𝐼𝑚(𝑧),
— 𝑧 est réel⇔ 𝑧 = 𝑧,
— 𝑧 est imaginaire pur ⇔

𝑧 = −𝑧.

3.1. Propriétés de la conjugaison :
Différentes propriétés de la conjugaison sont à connaître :

𝑧 + 𝑧′ = 𝑧 + 𝑧′, −𝑧 = −𝑧, 𝑧𝑧′ = 𝑧𝑧′, 𝑧𝑛 = 𝑧𝑛,
( 𝑧
𝑧′
)
= 𝑧
𝑧′
.

3.2. Module
Si 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏, 𝑧 est un nombre complexe tel que 𝑧𝑧 est un nombre

réel égal à 𝑧𝑧 = 𝑎2 + 𝑏2 ∈ ℝ. Le module d’un nombre complexe
𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 est défini comme le nombre réel positif :

|𝑧| =
√
𝑧𝑧 =

√
𝑎2 + 𝑏2. (3)

3.3. Argument
L’argument d’un nombre complexe non nul 𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 est une

mesure de l’angle orienté
(
𝑒1, ⃗𝑂𝑀

)
(fig. 3(a)). Il est noté 𝜃 [2𝜋], lu 𝜃

modulo 2𝜋. L’argument contenu dans ]−𝜋, 𝜋] est appelé argument
principal. 0 ne possède pas d’argument, un nombre réel pur possède
un argument nul modulo 𝜋, un nombre imaginaire pur possède un
argument égal à 𝜋

2
[𝜋]. Les fig. 3(a) et 3(b) montrent que quelque soit

𝜃 :

cos 𝜃 = 𝑎

|𝑧|
, sin 𝜃 = 𝑏

|𝑧|
. (4)

3.4. Propriétés des modules :
Pour tous nombres complexes 𝑧 et 𝑧′ :
— Module d’un produit : |𝑧𝑧′| = |𝑧||𝑧′|,
— Si 𝜆 ∈ ℝ, |𝜆𝑧| = |𝜆||𝑧|,
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(a) (b)

FIGURE 3. (a) Module et argument, (b) Cercle Trigonométrique.

— Module d’un quotient : | 𝑧
𝑧′
| = |𝑧|

|𝑧′|
.

— Pour tout 𝑧 ≠ 0, | 1
𝑧
| = 1

|𝑧|
,

— Inégalité triangulaire : |𝑧 + 𝑧′| ≤ |𝑧| + |𝑧′|.

3.5. Propriétés des arguments :
Pour tout nombre complexe 𝑧 ∈ ℂ∗ (voir figure 4(a)) :
— Argument du conjugué : 𝑎𝑟𝑔(𝑧) = −𝑎𝑟𝑔(𝑧) [2𝜋],
— Argument de l’opposé : 𝑎𝑟𝑔(−𝑧) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) + 𝜋 [2𝜋],
— Argument de l’opposé de 𝑧 : 𝑎𝑟𝑔(−𝑧) = 𝜋 − 𝑎𝑟𝑔(𝑧) [2𝜋].

3.6. Remarque :
— Si 𝜆 ∈ ℝ∗

+ : 𝑎𝑟𝑔(𝜆𝑧) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) [2𝜋],
— Si 𝜆 ∈ ℝ∗

− : 𝑎𝑟𝑔(𝜆𝑧) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) + 𝜋 [2𝜋].

(a) (b)

FIGURE 4. (a) Arguments du conjugué et de l’opposé, (b) Cercle
Trigonométrique.

3.7. Propriétés des arguments :
Pour tous nombres complexes 𝑧, 𝑧′ ∈ ℂ∗ :
— Produit : 𝑎𝑟𝑔(𝑧𝑧′) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) + 𝑎𝑟𝑔(𝑧′) [2𝜋],
— Inverse : 𝑎𝑟𝑔( 1

𝑧
) = −𝑎𝑟𝑔(𝑧) [2𝜋],

— Quotient : 𝑎𝑟𝑔( 𝑧
𝑧′
) = 𝑎𝑟𝑔(𝑧) − 𝑎𝑟𝑔(𝑧′) [2𝜋],

— Puissance : 𝑎𝑟𝑔(𝑧𝑛) = 𝑛𝑎𝑟𝑔(𝑧) [2𝜋] ∀𝑛 ∈ ℤ.

4. Forme polaire

4.1. Ecriture d’un nombre complexe :
Du fait des propriétés précédentes, plusieurs écritures d’un nombre

complexe peuvent cohabiter.
— Forme cartésienne ou algébrique :

𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏. (5)

— Forme polaire :

𝑧 = |𝑧|(cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃)), (6)
𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖𝜃 . (7)

Il peut-être ici judicieux de noter que :

𝑎 = 𝑅𝑒(𝑧) = |𝑧| cos(𝜃), (8)
𝑏 = 𝐼𝑚(𝑧) = |𝑧| sin(𝜃). (9)

4.2. Exponentielle complexe :
Pour tout réel 𝜃, le nombre complexe cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃) est noté 𝑒𝑖𝜃 .

Les propriétés de la fonction exponentielle sont alors conservées. En
particulier :

𝑒𝑖(𝜃+𝜃′) = 𝑒𝑖𝜃𝑒𝑖𝜃′ , (10)

𝑒𝑖(𝜃−𝜃′) = 𝑒𝑖𝜃

𝑒𝑖𝜃′
(11)

(𝑒𝑖𝜃)𝑛 = 𝑒𝑛𝑖𝜃 pour 𝑛 ∈ ℤ. (12)

5. Formules de Moivre et d’Euler

Ces formules permettent de fortement simplifier la résolution de
certains problèmes. Il peut cependant être utile de s’aider du cercle
trigonométrique (figure 4(b)) pour les retrouver.

5.1. Formules de Moivre :
Pour tout réel 𝜃 et tout 𝑛 ∈ ℤ,

(cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos(𝑛𝜃) + 𝑖 sin(𝑛𝜃), (13)
(cos 𝜃 − 𝑖 sin 𝜃)𝑛 = cos(𝑛𝜃) − 𝑖 sin(𝑛𝜃). (14)

5.2. Formules d’Euleur :

cos(𝜃) = 𝑒𝑖𝜃 + 𝑒−𝑖𝜃
2 , (15)

sin(𝜃) = 𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃
2𝑖 . (16)

6. Racines d’un nombre complexe

Pour tout nombre complexe 𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖(𝜃+2𝑘𝜋) ∈ ℂ, avec 𝑘 ∈ ℤ :

𝑧1∕2 =
√
|𝑧|𝑒𝑖(

𝜃
2
+𝑘𝜋). (17)

Cette écriture démontre l’existence de deux racines complexes de

𝑧 :
√
|𝑧|𝑒𝑖(

𝜃
2
+2𝑘𝜋) et

√
|𝑧|𝑒𝑖(

𝜃
2
+𝜋+2𝑘𝜋). De même, il existe exactement 𝑛

racines 𝑛ème de tout nombre complexe 𝑧 :

𝑧1∕𝑛 = 𝑛
√
|𝑧|𝑒𝑖(

𝜃+2𝑘𝜋
𝑛

) avec 𝑘 ∈ ℤ. (18)

7. Fonctions d’un nombre complexe

7.1. Résolution d’une équation du second degré :
Soit une équation du second degré de la forme 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0.

Son discriminant ∆ est de la forme ∆ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐. Si ∆ > 0, l’équation
possède exactement deux solutions réelles :

𝑥1,2 =
−𝑏 ±

√
∆

2𝑎 . (19)

Si ∆ = 0, l’équation possède une racine double : 𝑥 = −𝑏

2𝑎
. Si ∆ < 0,

l’équation possède exactement deux solutions complexes conju-
guées :

𝑥1,2 =
−𝑏 ± 𝑖

√
−∆

2𝑎 . (20)

Conséquences : Dans ℂ, une équation polynomiale d’ordre 𝑛 possède
toujours exactement 𝑛 racines (complexes).
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7.2. Fonctions exponentielles et sinusoïdales :
Des relations précédemment exposées, il est possible de déduire

les propriétés de fonctions de nombres complexes, et en particulier
de la fonction exponentielle et des fonctions sinusoïdales.
— Fonction exponentielle : Soit 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 un nombre complexe

quelconque.

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥+𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥(cos(𝑦) + 𝑖 sin(𝑦)). (21)

— Fonctions sinusïdales : Elles sont reconstruites à partir des for-
mules d’Euler. Exemple :

cos(𝑧) = 𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧
2 . (22)
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