TD3 : Exercices 4-7

Exercice 4

l.a) X posséde une moyenne ssi E|X| < oo (et alors |[E[X]| < E|X]). Ici,
E|[X| =E|(-1)"U| = E|U|

Or, U admet un moment d’ordre 2, donc également une moyenne (ou alors E[U] = 0 car U est centrée,
donc en particulier U admet une moyenne). Ainsi, E|U| < oo, donc E|X| < oo.

Calculons E[X]. Comme U et V sont indépendantes, (—1)V et U sont également indépendantes (cf
q. 1.d pour une explication). Ainsi,

1.b) Pour montrer qu’un produit XY admet une moyenne, le plus simple (quand ¢a marche), est de
montrer que X et Y admettent un moment d’ordre 2. C’est évident, car X2 = U? et Y2 = V2. Ainsi,
par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, XY posséde une moyenne et

E[XY]? < E[X?E[Y?] < oo

Toutefois, cette inégalité ne nous permet pas de déterminer E[XY]. Il faut s’y prendre autrement.
Ona XY = (—=1)VV xU. Or, U et V sont indépendantes, donc de méme U et (—1)VV le sont (cf
1.d pour une explication). Alors
EXY]=E[(-1)VVU] =E[(-1)"V] xE[U] =---x0=0

Finalement, E[XY] = 0. Remarqueﬂ

l.c) Comme X et Y admettent un moment d’ordre 2, on a

cov(X,Y) =E[XY] - EX]E[Y]=0-0=0

1.d) Oui. Rappelons que X2 = U? et Y2 = V2. Or, comme U et V sont indépendantes, on a aussi
que f(U) et g(V) le sont, pour toutes fonctions f, g (cf chap 2, prop 3).

Voici quand méme une preuve rapide. Pour toutes sous-parties A, B C N, si on note A’ ={k € Z |
k€ A} et B'={ke€Z|k*€ B}, on a

P(U?2c A V?eB)=PUc A,V ecB)
_PU e A)B(VEB) (U,V indép.)
=P(U? € A)P(V? € B)
donc U?, V2 sont indépendantes, cad X?2,Y? le sont.

La preuve ci-dessus se généralise a f(U) et g(V') simplement en posant A’ = {k € Z | f(k) € A} et
B'={keZ)|gy(k) € B}.

I est vrai que E[X] = 0, mais le calcul suivant serait faux : E[XY]=E[X]E[Y] = 0. En effet, X,Y ne sont pas
indépendantes, donc on ne peut pas justifier ’égalité rouge. Par exemple, si on avait ¥ = X (donc pas du tout
indépendantes) tel que E[X] = 0 et , alors E[XY] = E[X?] # E[X]?




2.a) Ici, X? est bornée donc posséde une moyenne. Par ailleurs, on peut écrire
X2 =1y (~1)°U° + 1oy (1)U = —1pyyU? + 1y =y U?
Alors, par indépendance de U? avec lpy—1) et 1gy—gy, il vient

E[X] = ~E[Ly—1yU°] + E[l{v=5,U"]
= —E[l{v—1)JE[U?] + E[1y—p)]E[U?]
— —P(V = DE[U?] + P(V = 2)E[U?]

= (—; + ;) E[U?]
=0

Par ailleurs,

1 2 8, 2
EU%] = (28 x - +13x 2= —2 4 2 = —2,
=2 x g g =53

2.b) Regardons les valeurs prises par la v.a. Z = l{Vzl}X3 = l{Vzl}(—l)VU. Tout d’abord, si
V =2 alors Z = 0 (peu importe la valeur de U). Ensuite si V =1, alors Z = (—1) x U € {—1,8} car
U € {—2,1}. On trouve par le méme calcul que la question précédente :

1 1
P(Z=8)= - P(Z=-1)= =
( )=5 ( )=3
Ainsi,
1 1 4 1
E[Z] = - -1 —=-—=-=1
[Z]=8xc+(-1)xg=7-3

Vous noterez que j’ai volontairement omis le calcul de P(Z = 0), car la contribution correspondante
dans E[Z] est 0 x P(Z =0) = 0.

2.c) Laréponse est non (c’est le but de cet exercice). En effet, si X et Y =V étaient indépendantes,
on aurait de méme que 1gy_1y et X3 le sont, (cf question 1.d, & vous de trouver les fonctions f et g
qui conviennent). Ainsi,

Mais cela contredit le résultat de la question 2.b) !!

Ainsi, nous avons prouvé (par un contre-exemple) que cov(X,Y) = 0 n’entraine pas nécéssairement
que X,Y soient indépendantes.



Exercice 5

Par définition, P(X = k) = ¢*~1p pour k € N* et ¢ = 1 — p. Alors pour tout n € N

“+oo
P(X>n)= Y PX=k)
k=n-+1

“+oo
k=n-+1
“+o0
=pg" Y q"
k=0
1
_ n
=i,
nl
p

Or, par définition d’une proba conditionnelle :

P(X X
P(X>n+k|X >k = X >nthX>k)

P(X > k)
 P(X>n+k)
P(X > k)
_ anrk _ qn
qF
=P(X >n)
Finalement, la loi géométrique est bien sans mémoire.
Exercice 6
1. Par définition, comme X prend uniquement les valeurs 0,...,n, on a

Gx(s) = Zpksk, pr=P(X =k)
k=0

avec la convention (probabiliste) 0° =1 si s = k = 0.
Si X ~ B(1,p), alorsicin =1 et

Gx(s)=po+p1s=(1—p)+ps

Si X ~ B(n,p), alors ici n > 1 est quelconque. Par ailleurs, on peut démontrer le théoréme suivant



Soient X,Y des v.a. réelles, discrétes (& valeurs dans N), et indépendantes. Alors
Gx+y(s) = Gx(s)Gy(s)

Preuve

Gxiv(s) P(X +Y = k)s"

P(X =j4Y =k—j)s*
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On reconnait le produit de Cauchy des séries Gx(s) = ;2 (P(X = j)s’ et Gy (s) = D)2 P(Y =
0)s*. Par conséquent, Gx v (s) = Gx(s)Gy(s).

Ainsi, en notant Y7,...,Y,, ~ B(1,p) des v.a. indépendantes, on sait que X = Y; +---+ Y}, si bien
que
Gx(s) = Gyvit 4y, () = Gy, (s)" = [(1 = p) + ps]”

2. Pour rappel, X,Y ont méme loi si P(X = k) = P(Y = k) pour tout k. Supposons que X,Y ont
méme loi. Alors

Gx(s) = iIP’(X = k)sk = Zn:P(Y =k)s* = Gy (s)
k=0 k=0

Réciproquement, supposons que Gx = Gy. Pour tout j € {0,...,n}, on a

GY(5) = Y PX =B (k= 1)... (k= + 1))

3. Par ce qui précéde, on a

et donc
G (1) =) KkP(X = k) = E[X]
k=1
(pas besoin du terme en k =0 car kP(X =k)=01)
De méme, (on va supposer n > 2)

n

G%(s) =D P(X = k)k(k —1)s*2

k=2



et donc

k=2

= ik%@(x =k)— n kP(X = k)
k=2 k=2

=Y KP(X=k)—Y kP(X =k) - 1> xP(X =1)+ 1 x P(X = 1)
k=1 k=1

= E[X?] - E[X]

V(X) = E[X?] - E[X]?
= G% (1) + E[X] - E[X]?
= G% (1) + Gk (1) - Gk (1)?
Ainsi, si X ~ B(n,p), on a par ce qui précéde
Gx(s)=[(1—p)+ps]"
et donc (on va supposer n > 2)
Gx(s) =np[(1—p)+ps]""",  G%(s)=n(n—1)p*[(1—p)+ps]" "

si bien qu’on retrouve effectivement

E[X]=G%(1)=npx 1"t =np

V[X] = G%(1) + Gx (1) — G (1)
=n(n—1)p* + np — (np)?
= —np”® +np
=np(1 —p)

Exercice 7

On sait que pour toutes v.a. X,Y et tout réel a, on a E[laX] = aE[X] et E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Ainsi,
T B N |
£ 2| - a5 - 1 > B = YN < B =

Pour la variance, on a V(aX) = a’V(X) et, si X,Y sont indépendantes, V(X +Y) = V(X)+V(Y).
Ici c’est bien le cas, donc

S, 1 1 — - 1 1-
v(Z) - o SERIRE Z VR
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Remarque: on voit en particulier que, quelle que soit la loi des X, on a E [

v (o) = Lvixy) = o
(%) = 2ven)

S

Autrement dit, la suite (22) converge vers E[X], au sens ou

()]

. C’est une version faible du “théoréme central limite”.

E

] = E[Xl] et



