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Exercice 1. Cours. Soit (a,b) un couple d’entiers ; énoncer et démontrer le résultat
d’existence et d’unicité de la division euclidienne de a par b.

CORRECTION : cf. cours.

Exercice 2. Prouver que, pour tout entier relatif m, la fraction

21m + 4
14m + 3

est irréductible.

CORRECTION : Il s’agit de prouver que, pour tout entier relatif m, 21m + 4 et 14m + 3 sont
premiers entre eux.

Soit m € Z. On a vu en cours que, si a,b,c,d sont quatre entiers tels que a = bc + d, alors
pged(a,b) = pged(b, d). On constate, par exemple en effectuant la division euclidienne polynomiale
du polynoéme en m ”21m + 4” par le polynéme en m ”"14m + 3”7, que :

(2lm+4) =1.(14m + 3) + (Tm + 1),
donc pged(21m + 4, 14m + 3) = pged(14m + 3,7m + 1). On observe ensuite que :

(Idm+3) =2.(Tm + 1) + (1),

donc pged(14m + 3,7m + 1) = pged(Tm + 1,1) = 1.

Exercice 3. Soit P = (z,y) un point du plan R%. On dira que P est entier si
I’abscisse x et I'ordonnée y de P sont tous deux dans Z.

(1) Trouver I'ensemble des points entiers de la droite :

345z 4+ 714y — 6 =0



CORRECTION : Calculons d’abord pged (345, 714) a l'aide de l'algorithme d’Euclide :
TI4=2x 345+ 24, 345=14x24+9, 24=2x9+6, 9=1x6+3, 6=2x3+0

donc 714 A 345 = 3. Puisque 3 divise le second membre de ’équation, on sait qu’elle possede une
infinité de solutions. Elle est de plus équivalente a 1’équation obtenue en divisant tout par 3 :

115z + 238y = 2 (%)

Cherchons une solution particuliere de (%) en calculant des coefficients de Bezout pour 115 et 238.
On utilise pour cela I'algorithme d’Euclide augmenté :

238 =2x 11548, 115=14x8+3, 8=2x3+2, 3=1x2+1
puis, en remontant les équations :

1=3-2=3-(8—2x3)=-8+3x3=-8+3x (115— 14 x 8)
=3x115—43x 8 =3 x 115 — 43 x (238 — 2 x 115) = 89 x 115 — 43 x 238

En multipliant cette égalité par 2 on obtient :
115 x 178 + 238 x (—86) = 2

Le couple (zo,yo) = (178, —86) est donc une solution particuliere de ’équation (x).

Soit maintenant (x,y) € Z? une solution quelconque. La différence des deux égalité : 1152 +238y =
2 et 11529+ 238yp = 2 nous donne : 115(x—x¢) = —238(y —yo), et U'entier 115 divise —238(y—yo).
D’apres le lemme de Gauss, applicable ici puisque 115 A 238 = 1, 115 divise (y — yo) et il existe
k € Z tel que y = yo + 115k. En remplacant (y — yo) par 115k dans ’égalité ci-dessus on obtient
ensuite : = xg — 238k. On vérifie aisément que tous les couples (xg — 238k, yo + 115k) sont bien
des solutions.

L’ensemble des solutions est donc :

{(178 — 238k, —86 + 115k), k € Z}

(2) Soit D une droite d’équation :
axr +by+c=0, ot (a,b,c) € Z3.

Montrer que D contient soit aucun, soit une infinité de points entiers. Donner des
exemples de chacune des deux situations.

CORRECTION : Supposons que ’équation possede au moins une solution (zg, yo), on constate que
tous les couples (xg — kb, yo + ka), ol k € Z, sont aussi des solutions. Il y a donc une infinité de

solutions.
Montrons que ces deux cas (ensemble de solution vide et ensemble de solutions infini) sont possibles :
Ezemple 1 : 2z + 2y = 1. Le terme de gauche est toujours pair et ne peut valoir 1. Plus

généralement, des que a A b ne divise pas ¢, il n’y a pas de solution.
Ezemple 2 : x +y = 0. Tous les couples (k, —k) sont solutions. Plus généralement, dés que a A b
divise ¢, il y a une infinité de solutions.




Exercice 4. Trouver tous les couples (a,b) € N2 tels que a A b =30 et a V b = 600.

CORRECTION : Ecrivons a = 30a’,b = 300 ot @/, € Z. On sait que a’ Ab = 1. Le produit du
pged et du ppem vaut ab et I'on a :

aVbxaAb=ab <= 30.600=ab=30a".300 < 20=a't

11 nous suffit donc de trouver tous les couples (a’,b’) € N? tels que a’ Ab =1 et a’b/ = 20. On
procede en listant les diviseurs de 20 :

e Sia’ =1,V =20, on obtient la solution (a,b) = (30, 600).

e Si a’ =2,V =10, impossible car ils ne sont pas premiers entre eux.

e Sia’ =4, =5, on obtient la solution (a,b) = (120, 150).

e Sia’ =5, b =4, on obtient la solution (a,b) = (150, 120).

e Sia’ =10, b =2, impossible car ils ne sont pas premiers entre eux.

e Sia’ =20,V =1, on obtient la solution (a,b) = (600, 30).

L’ensemble des solution est donc : {(30,600), (120, 150), (150, 120), (600, 30)}.

Exercice 5. On rappelle que la valuation 2-adique d’un nombre entier n est le plus
grand entier naturel k tel que 2% divise n. Dit autrement, c’est I’exposant du nombre
premier 2 dans la décomposition en facteurs premiers de n. On la note va(n).

(1) Calculer les valuations 2-adiques de 5 + 1, 52 + 1. Calculer ensuite celles de 5 — 1,
52 — 1.

CORRECTION :

e5+1=06=213! doncwvy(5+1)=1.

e 52 +1=26=2"13" donc v2(5% +1) = 1.
e5—1=4=2% doncvy(5b—1)=2.

e 52 —1=24=233 donc v2(5%> — 1) = 3.

(2) Montrer que, quelque soit k dans N*, 5% + 1 n’est pas divisible par 4. En déduire
v (5% + 1) pour k € N*,

CORRECTION : On sait que 5 = 1[4], donc 5% = 1[4] et 5 + 1 = 2[4] n’est pas congru & 0 modulo
4. (On pouvait aussi procéder par récurrence, un peu comme dans la question suivante.)
Puisque k > 1, 5% + 1 est pair. Donc 2|(5* 4+ 1) mais 22 J(5F +1). Ceci montre que vo(5* +1) = 1.




3)

Calculer, par récurrence sur n € N, la valuation 2-adique de 52") — 1.

CORRECTION : Les exemples de la question (1) nous aménent & poser pour tout entier n € N

I’hypothese de récurrence
H, : v(5* -1)=n+2

Sin=0oun=1, H, est vrai d’apres la question (1).
Supposons H,, vraie. Montrons H,, 1.
On observe que :

n n 2 n n
52 +1+1:(52) 1= —1)(% +1).

D’aprés la question précédente vy (52" 4 1) = 1. D’aprés 'hypothese de récurrence vy (52" — 1) =
n+2. Les exposants de 2 s’additionnent dans les produits des décompositions en facteurs premiers,
donc v2(52"" —1) = (n+2)+1=n+3.




