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Objectif

» formaliser I'idée d'espace topologique « en un seul morceau »

ou « en plusieurs morceaux» L
- — 3——3 —i
» par exemple : 3 A A
» R et [0,1] sont en un seul morceau G
> [0,1] U [2,3] est en deux morceaux ° g 2
» 7 se décompose en une infinité de morceaux ———r % 5 - °

» GL,(R) est en combien de morceaux ?

» comprendre que le théoreme des valeurs intermédiaires est
un résultat de connexité

@ CDV\M\é‘ll'\’j pas arcs
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Plan

Introduction : décompositions ensemblistes, topologiques
Espaces topologiques connexes

Théoreme des valeurs intermédiaires

. . ___E’_ﬂ - — -
Composantes connexes —— E— 2 3
o a
R /’
2 Gouposate comeans

Connexité par arcs
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Décomposition ensembliste

» tout ensemble possédant au moins 2 éléments peut €étre
décomposé en deux parties disjointes

» dessin : ensemble X, points a et b distincts, décomposition

K- {a}tJ X~ {a)

ip (Lex—(a3)

X
X;AUQ avec Aﬂ‘;=¢

X-=Aub
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° 1

Décomposition topologique (1) —— }Mw .
e 4
VO\J

o 1 T 1

» certaines décompositions ensemblistes ne semblent pas tenir

compte de la topologie
3 - £ U{s
» par exemple : [0,1] =[0,1[U{1l} o L o .

» a-t-on envie de dire que I'on a ainsi décomposé [0, 1] en deux

morceaux ? ensemblistement oui, mais topologiquement non !
» en revanche, [0,1] U [2,3] parait bien composé de 2 morceaux
» qu'est-ce qui différencie les deux situations ?

» dans la décomposition ensembliste [0, 1] = [0,1[ U {1}, le point
1 est « collé », c'est-a-dire adhérent, a I'autre partie [0, 1.

» alors que ce n'est pas le cas pour [0, 1] U [2,3], ni méme pour
*=]—00,0[U]0, +o0f

#'So
[ o)—F _ R
D°I+“°C
K~
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Décomposition topologique (2)

Définition : |'espace topologique X est topologiquement
décomposé en deux partiesinon vides A, B si [—2 =)
A

(L3
X=AUB, AnB=0(, AnB=0, BNnA=0 (1)
Il y a des redondances! (1) est équivalent a : u[—é €X-8-

,“\ KtA,E:ﬂ

X=AUB, ANnB=10, AetB sontfermésdans X (2)

Et (2) est équivalenta: j A=%X6 C:-X-A A 8= ¥X-A
ok P

A est une partie de X ouverte et fermée, et B= X \ A (3)

T

Tout en demandant a A d’étre non vide...
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Espace connexe : définition

- X h‘a ‘7&—.. Ae oL::CDV*') "Vro-&zﬂpvq

Soit (X, O) un espace topologique. ;
Définition /

(X, O) est connexe si X et () sont les seules parties a la fois
ouvertes et fermées. Une partie connexe de X est une partie

A C X qui est connexe pour la topologie induite (notion absolue).
D'aprés ce qu'on a vu avant : X est connexe si et seulement si...

» il n'existe pas d'ouverts disjoints non vides U, V tels que

X=UuUV.
» il n'existe pas de fermés disjoints non vides F, G tels que
X =FUG. @
o: R owwe (IR wpnel) ?D—’,Y_i
[0, U[1,3) por un towintre ol IR pre A don K

s Forims dous Lo - &
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Espace connexe : exemples

\4

x oS . G 4 &vo Dmu—i;.-x
fodv [4,3) Qowtda: Kok ﬁb

N,

L’'ensemble vide est connexe ! e tomerxe !

Un singleton est connexe.

Un espace topologique discret n'est pas connexe des qu'il

contient plus de deux éléments. Par exemple

X ={a, by =qapudb) discret.  {a) & &R ootk b [l dom Jq 5] i
N et Z usuels ne sont pas connexes : leur topologie est discrete.

@ usuel n'est pas connexe. Par exemple : R o
\ 1

—— e = = ==

Q=(QN] —o0,V2[) U (QN]V2,+[)

—_—————
wam vtk Ao & @n’}. m’{ZL
décomposition en deux ouverts disjoints non vides. & & er

dv«feu.'ul_ &.
R* n'est pas connexe : R* =] — 00,0[U] 0, 400
décomposition en deux ouverts non vides disjoints.

7/23



La connexité est une propriété topologique

Théoreme

Soient X et Y des espaces topologiques homéomorphes. Alors X est
connexe si et seulement si Y est connexe.

, . _(. - . ° -t Co
Démonstration, X —— 7 w lewlo b5 7w F

\ : ) 3
P w1 yas touwexe oo @ e V,V E (9~, how ands cl»:l\e,\l,
"‘Deara Y:-Vu v!

Do -(1"(\! )= U o _C"( ‘)::-U‘ My dy pmeeks aLLX ('c CQ)
An.“», U U Wmol& ("c"‘ﬂ)ec\""‘

u’u ohisynlk
gu@‘ /‘

okc *eu £ (\/
A UUU k wwk¥Xe
< UU Py MJ \"W""A&) X b o
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IR est connexe
Théoreme
IR wusuel est connexe.

Démonstration.
A, B fermés non vides de R tels que R = AU B. On veut montrer

que AN B # 0. .
{pp o '3
a LD 00
cA < €&
o\; cn ZD Asgcden Anlal)
ops o <b cehe dg I wor an e (a G-—)
P v wajonde (por L)
Aove p (/-\'n Cq,A)) = & m
(me A=A Aok
ot T b) we tenbud awo ph ole A AnR
dowe Jup) C 0 Aol (i e =B -

7
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| es connexes de R

Théoreme
Les parties connexes de R sont les intervalles.

Démonstration.
/.)°,+6e C

» Les intervalles sont connexes.
Lt oesee bbbl Yard  [atd (e bC---

C. - O
~ e Q S 4 po
w s ¥ ouvtve

» Les intervalles sont les seuls connexes : toute partie /)
« non-intervalle » n'est pas connexe.
(D T e e mhoell e ¥ay €3, Inyd € F
doc: T pie At le & 3 2y ET \'q rm,;)') dT
(=) Inyer o Y€yl g ¢ ¢z

: +‘ I-m-)c,+oeL ,2
& e &, )
r -
- 'v,d;
T-(TnAd-oeel) U (Talderest) ;*Low
—_—



Applications continues a valeurs dans 40,1}

A {0,1} est muni de latopologie discréte : ses ouverts sont (), {0},
{1} et {O, ].} (_9‘{0\'3 (¢ {°> {43 ‘{04}1

Soit X un espace topologique. A quelle condition une application
f: X —{0,1} est-elle continue ?

| Réponse : f est continue si et seulement si £~1(0) et £~1(1) sont
des ouverts de X, ou encore si et seulement si £=1(0) est a la fois
ouvert et fermé dans X.

X — 3" V3 Covhite &= YV oouv A '2"'] *f '[v) M,&_)(
) ( {o VL) K @?’ s Ownv. Ae§<(

-+ vt
. { } ' Aiwé»u«vzwi
-Io ,
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Caractérisation de la connexité
X un espace topologique, {0,1} discret

Théoreme
X est connexe < toute application f : X — {0, 1} est constante.

Démonstration.
» Sens = Soit X connexe, soit f : X — {0,1} continue.
Al 27(e) o J(1) md ds paek A X dignnk (
%= 4-(e) v §(s) f'{o)=¢ = {=4
Oc X # tonvxe .. doe Aok (o) of b PM4): ¢ Llal=¢ = f=0

» Sens <= Par contraposée A : on suppose X non connexe, d'oll
A, B parties ouvertes disjointes non vides tq X = AU B. On
construit f...

X pto tormere =) Y A8 env. Ay aen Sk kg X Aul

! Ll
P ‘{0,43 ,g o]- \D\M’ Je X
n €A +— Lnl =0 4 '(2)=@

A %
nel — f() -1 []
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Propriétés de la connexité .
) —3 —

X espace topologique 6 + a2 1 o 1 v 2

—_—

Lonwxe COunvere
b onixe

Théoreme

1. Si A, B parties connexes tq|/AN B # (), |alors AU B est connexe.

. Généralisation a | J;c; Ai lorsque Nic) Ai # 0.

2
3. SiAC B C A avec A connexe, alors B est connexe.
4

. Cas particulier : A connexe = A connexe.

Démonstration.
On utilise la caractérisation par les applications continues a valeurs

An
dans {0, 1}. o A a
C 2

@ A'B Cownwe vl Aot ’4‘-_—’ {0'4.} % e '{]?'l}
Nol 44 'FIA:A_—"{°"3 c” oosan

@ c.g, U'Q'D ('L':"""a‘) olounc MJ}G”‘\'-( A towvexe) R e

A cn ¢ K A_Lv?- ‘Fm!‘l——?‘eolll c*® —F—:O P‘A&

T dove  tous baunke £ e AR
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Connexité et théoréme des valeurs intermédiaires (1)

« I'image continue d'un connexe est connexe »

Théoréme
X, Y espaces top, f : X — Y continue.

1. X connexe :>

2. A C X connexe = f(A) connexe.

____ v * ’ F kit

Démonstration. 1) )\) £ + o b
x) + o \ R

1»\ So;c Q' @ {O 1} continue.. ;‘:";;’f‘u‘\wﬁ o} e Ja
3? Lonwe Xe C
0,1 3 — F — e
O ﬁm kN (7%} s Z( o —{ 3]

1\ Comrlait
Ac  £(x) ouwxe

cpww.w.

)

2. On regarde fia : A— Y/, elle aussi continue...
[l
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Connexité et théoréme des valeurs intermédiaires (2)

A e théoréme des valeurs intermédiaires

Théoreme

Soit X un espace topologique connexe, soit f : X — R une fonction

continue. Quels que soient a,b € X et k € [f(a), f(b)], il existe un
x € X tel que f(x) = k.

Démonstration.
f(X) est un connexe de R... donc c'est un intervalle, et c’est fini!

L]
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Exemple

Le cercle unité S de R? euclidien est connexe : c'est I'image
continue d'un intervalle.

|l n'existe pas d'application continue injective f : S! — R. Mieux : il
existe des points antipodaux x, —x tels que f(x) = f(—x)!
Considérer g(x) := f(x) — f(—x)...
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Produit d'espaces connexes

Théoréeme
X X Y est connexe & X et Y sont connexes.

Démonstration.

» Sens = : image continue d'un connexe (projections)

» Sens < : ops X et Y non vides, on choisit ae X et be Y,
soit f : X x Y — {0,1} continue. On montre que
f(x,y) = f(a,b) :
> f{ est constante sur X x {y}.

» f est constante sur {a} X Y.
» Donc f(x,y) = f(a,y) = f(a, b), CQFD.

[

Conséquence : R"” est connexe !
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Composantes connexes (1)

Quand X n’est pas connexe, il est composé de plusieurs
« morceaux » connexes, appelés ses composantes connexes.
Exemple : R* possede deux composantes connexes.

Soit x € X. On pose C, := réunion de toutes les parties connexes
de X qui contiennent x (il en existe : {x} est connexe).
» (, est connexe

» Six,y € X, alors ou bien C, = C, ou bien C, N C, = 0.
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Composantes connexes (2)

Ainsi X est la réunion disjointe des différentes C, (partition)
Cx := la composante connexe de x dans X
A bonus : C, est fermée

Exemples : composantes connexes de R*, de N, de Q
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Connexité par arcs

Soit X un espace topologique.
Définition
» Un chemin (ou arc) de X est une application continue
v :[0,1] — X.
» X est connexe par arcs si pour tous x, y € X il existe un
chemin ~ tel que y(0) = x et 4(1) = y.

Dessin :

Exemples : tout evn est connexe par arcs, toute partie convexe d'un
evn, toute partie étoilée d'un evn
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Connexité et connexité par arcs (1)

Théoreme
X connexe par arcs = X connexe.

Démonstration.

On suppose X connexe par arcs. Soit f : X — {0,1} une
application continue. Elle est constante :

[]
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Connexité et connexité par arcs (2)

A Réciproque fausse : connexe % connexe par arcs
Exemple :

Mais ca marche dans certains cas particuliers. Par exemple : un
ouvert d'un evn est connexe si et seulement si il est connexe par
arcs (exercice!)
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Composantes connexes de GL,(R)

GL,(R) = {A € M,(R); det(A) # 0}
> C'est un ouvert de Mp(R) = R™
» det: GL,(R) — R* est continue surjective et R* n'est pas
connexe, donc GL,(R) n’est pas connexe.

» on montre que GL,(IR) est composé de deux composantes
connexes :

> GLH(R)={A: detA> 0}
> GL (R)={A; detA < 0}
» pour cela, on montre que GL!(R) est connexe par arcs, en
reliant toute matrice A de déterminant > 0 a la matrice /,, de
méme pour GL (R)

Pour les détails : voir votre enseignant algébriste de référence
Pierre-Louis Montagard !
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