Probabilités élémentaires — HLMA 311

TD n°1 : Espaces probabilisés

Exercice 1. Soit A, B et C trois événements. Ecrire en fonction de ces trois événements les événe-
ments :

1. A et B ont lieu mais pas C;

A seul a lieu;

exactement deux de ces événements ont lieu ;
au moins deux de ces événements ont lieu ;
un de ces événements et un seul a lieu;

au moins un de ces événements a lieu ;

aucun de ces événements n’a lieu;
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pas plus de deux de ces événements n’ont lieu.

Exercice 2. Soit X et Y deux variables aléatoires représentant les coordonnées cartésiennes d’un
point M pris au hasard sur un plan muni d’un repére orthonormé (@{', O_;>y) Soit (R, 0) les coordon-
nées polaires de ce point. On suppose que {M = 0} = () et on pose X = Rcosf et Y = Rsin6 avec
R>0et0<0 < 2m.

1. Compléter les égalités ci-dessous en remplagant les ... par des inégalités larges ou strictes et
les lettres a, b, ¢ par des nombres :
{XY >0} —{(X>0n(Y >0)} ={a<0...31/2}
{X=Y}—-{0=bn/4} ={0=a}
{X>0A{Y <X}={a<0<btU{bm/4...0...31/2}

2. Ecrire les événements suivants en fonction de Ret 6 : {Y > 0}, {X =Y}, {X +Y > 0},
{X?+Y?2<1}et {Y <|X|}

Exercice 3. Soit X etY deux variables aléatoires réelles quelconques, soit max = max(X,Y)
et min = min(X,Y). Soit s et ¢ des nombres quelconques. Compléter les formules ci-dessous en
remplacant les ... par un symbole de réunion, d’intersection ou par une inégalité large ou stricte :
{max >t} = {X > t}...{Y >t}

{min...s} = {X <s}U{Y < s}

{(min < s) N (max < t)} = {max < t} — {(min...s) N (max < t)}

{(X>t)Nn (Y <)} C{(X =-Y)...(t—s)}

{X+Y >t} C{(X>t/2}...{Y >t/2}

Exercice 4. Soit a < ¢ < b < d. Compléter la formule :

(XelabA{Xeled}={XE]...,..fu{Xe[......}

Exercice 5. Soit A un événement aléatoire. On appelle variable aléatoire indicatrice de A une
variable aléatoire 1l 4 qui vaut 1 si A est réalisé et 0 sinon

1. Exprimer en fonction de 14 et I g les variables Il 4nB, laap et L4yup.
2. Quedirede Aet Bsilly <1lg?

Exercice 6. On enregistre le nombre de passagers par voiture passant par un poste de péage un jour
de retour de vacances. Soit 1" le nombre de voitures passées par ce péage ce jour-la. Soit X,, le nombre
de passagers de la n°™¢ voiture, conducteur compris. Que représentent les variables aléatoires :
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Exercice 7. Soit A et B deux événements tels que P(A) =5/12, P(B) =7/12 et P(AN B) = 1/6.
Calculer P(AU B), P(A€), P(A° N BY), P(A¢ U BC), P(AU B¢) et P(A A B).

Exercice 8. Trois coureurs cyclistes A, B et C participent & un sprint a l'arrivée de Paris-Roubaix.
On estime que A a deux fois plus de chances de gagner que B et que B a deux fois plus de chances
de gagner que C. Quelles sont les probabilités de gagner de chaque coureur ?

Exercice 9. Probléme des anniversaires

Des étudiants au nombre de n sont réunis dans un amphi : quelle est la probabilité qu’au moins
deux étudiants aient leur anniversaire le méme jour 7 On suppose qu’aucun n’est né un 29 février et
que n < 365.

Exercice 10. Une application de la formule de Poincaré

Au cours d’une soirée, chacune des n personnes invitées dépose son parapluie & I'entrée. A la fin de
la soirée, 'ampoule étant cassée, elles reprennent chacune un parapluie au hasard. On se propose
de calculer la probabilité de I’événement A :"aucun invité n’est reparti avec son parapluie".

1. On numérote les invités de 1 & n et on note B; I'événement "le ¢*™° invité est reparti avec

son parapluie". Calculer P(B;) puis P(B; N Bj) o i # j.
2. Exprimer I’événement A en fonction des B;. En déduire P(A). Vers quoi tend cette probabilité
lorsque n — oo ?

Exercice 11. Quelles sont les probabilités que, parmi les familles & n enfants, n > 2, une famille soit
constituée d’enfants des deux sexes (événements A), puis de gargons et d’au plus une fille (événement
B)? Construire un modéle et calculer P(A N B); comparer cette quantité au produit P(A)P(B).



